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УДК 539.3 

Представлены результаты исследования тонкостенных пластин и 
цилиндрических оболочек, взаимодействующих с неподвижной или текущей 
вязкой сжимаемой жидкостью. Численное решение задачи осуществляется с 
использованием метода конечных элементов. Движение жидкой среды 
описывается системой линеаризованных уравнений Навье – Стокса, решение 
которой ищется в виде акустического приближения в терминах потенциала 
возмущения скорости. Полученные для жидкости соотношения вместе с 
соответствующими граничными условиями преобразуются с помощью метода 
Бубнова – Галёркина. Поведение тонкостенной конструкции описывается в 
рамках классической теории тонких пластин. Математическая постановка задачи 
динамики упругого тела основана на вариационном принципе возможных 
перемещений. Оценка устойчивости базируется на вычислении и анализе 
комплексных собственных значений связанной системы уравнений. 
Проанализировано влияние вязкости жидкости и других параметров на 
собственные частоты колебаний и критические скорости потери устойчивости 
конструкций. С помощью разработанной экспериментальной установки 
исследованы собственные частоты и соответствующие им декременты 
гармонических колебаний прямоугольных пластин, расположенных в воздушной 
среде и на свободной поверхности жидкости. Установлено, что коэффициент 
затухания, соответствующий одному типу колебаний (изгибным или крутильным), 
возрастает с увеличением числа узловых линий. Продемонстрировано, что при 
взаимодействии пластин с жидкостью данная закономерность может нарушаться. 

Ключевые слова: вязкая потенциальная жидкость, тонкостенные конструкции, 

устойчивость, собственные колебания, декремент колебаний, МКЭ. 

Введение 

При моделировании сложных систем 

широко распространён подход, согласно 

которому формализация физических про-

цессов сопровождается принятием ряда 

гипотез или предположений, упрощаю-

щих суть исследуемого явления. Форми-

руемая при этом модель в меньшей степе-

ни описывает поведение реального объек-

та, но в то же время требует более про-

стого математического аппарата для сво-

его анализа и допускает получение явных 
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зависимостей, связывающих искомые 
характеристики с начальными условиями 
и исследуемыми параметрами системы. 

В полной мере вышесказанное относит-
ся к задачам исследования деформируемых 
тонкостенных конструкций, взаимодейст-
вующих с неподвижной или текущей жид-
кой средой. Анализ динамического поведе-
ния таких объектов обусловлен их широ-
ким применением во многих индустриаль-
ных приложениях, в том числе трубопро-
водном транспорте, ракетно-космическом, 
авиационном и энергетическом двигателе-
строении, развиваемых в Пермском крае.  
В результате взаимодействия с потоком 
жидкости могут возникать колебания, при-
водящие не только к нарушению целостно-
сти, но и к полному разрушению конструк-
ции. Очевидно, что для безопасной экс-
плуатации требуется знание как собствен-
ных частот и форм колебаний, так и крити-
ческих скоростей потока жидкости, вызы-
вающих появление неустойчивости. 

Существенный прогресс в решении за-
дач гидроупругости в немалой степени 
обусловлен моделированием жидкости в 
виде идеальной потенциальной среды, учё-
том сжимаемости которой также можно 
пренебречь. В этом случае её поведение 
описывается волновым уравнением, допус-
кающим аналитическое решение при опре-
делённых условиях, задаваемых на грани-
цах контакта жидкости и упругого тела.  
В рамках этой постановки осуществлено 
значительное количество исследований, 
результаты которых изложены в многочис-
ленных публикациях [2, 5, 26, 27]. 

В том случае, когда свойствами реаль-
ных объектов невозможно пренебречь, 
требуется усложнение как математиче-
ской модели, так и методов её анализа. В 
частности, жидкости обладают вязко-
стью, внутренним трением, вызывающим 
сопротивление при перемещении их час-
тей относительно друг друга. При по-
строении моделей, исследующих взаимо-
действие упругих конструкций с потоком 
жидкости, данным свойством жидких 
сред, как правило, пренебрегают. В гид-
родинамике важной величиной, характе-

ризующей течение жидкости, является 
число Рейнольдса, вычисление которого 
невозможно без учёта вязкости. Поведе-
ние вязкой жидкости описывается урав-
нениями Навье – Стокса, для решения 
которых в современных коммерческих 
пакетах используются методы вычисли-
тельной гидродинамики (CFD). 

Учёт вязкости неподвижной или теку-
щей жидкости в задачах гидроупругости 
имеет длительную историю и характери-
зуется использованием различных подхо-
дов. Так, в работе [32] решение трёхмер-
ных линеаризованных уравнений Навье –
 Стокса ищется в виде суммы скалярного 
и векторного потенциалов. Общее реше-
ние для системы коаксиальных оболочек, 
содержащих жидкость, определяется  
в классе бегущих волн. Аналитическое ре-
шение связанных свободных и вынужден-
ных колебаний коаксиальных оболочек, 
разделённых вязкой жидкостью, описы-
ваемой линеаризованными двумерными 
уравнениями Навье – Стокса, приводится 
в работе [33]. Продемонстрировано, что 
размер кольцевого зазора и вязкость жид-
кости оказывают наиболее значительное 
влияние на демпфирование колебаний. 
Аналогичный подход в случае текущей 
жидкости рассматривается в [13]. Здесь 
анализируются сложности в реализации 
условия прилипания, задаваемого на стен-
ке оболочки при моделировании вязкой 
жидкости. Показано, что для свободно 
опёртых оболочек влияние нестационар-
ных вязкостных сил возрастает с умень-
шением ширины кольцевого канала. 

Попытки принять во внимание вяз-
кость жидкости также предпринимались 
в рамках потенциальной теории. Один из 
таких подходов [16] основывается на гид-
равлическом приближении, согласно ко-
торому в уравнениях Навье – Стокса вяз-
костный член заменяется на слагаемое, 
линейно зависящее от скорости жидкости 
(модель Дарси). Коэффициентом пропор-
циональности выступает безразмерный 
коэффициент трения, который для по-
верхностей с различной шероховатостью 
и турбулентного течения может быть вы-
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числен по формуле Никурадзе. Недостат-
ком данного подхода является то, что вяз-
кость жидкости учитывается только через 
дополнительное слагаемое для состав-
ляющей давления, действующей по нор-
мали к смоченной поверхности, оставляя 
без внимания тангенциальные усилия. 

Во втором подходе во внимание при-
нимаются только стационарные силы вяз-
кого сопротивления, полученные из усред-
нённых по времени уравнений Навье –
 Стокса. В [30] представлена аналитиче-
ская модель, в которой движение оболо-
чек описывается с помощью теории тон-
ких оболочек Флюгге. Обобщённые 
гидродинамические силы определяются  
в рамках потенциальной теории и вычис-
ляются с помощью преобразования Фурье. 
Решение задачи осуществляется методом 
Бубнова – Галёркина. В данной работе для 
консольных, а в [28] – для жёстко закреп-
лённых оболочек представлено исследова-
ние границ устойчивости при различных 
вариантах течения жидкости и величинах 
кольцевого зазора между внутренней  
и внешней оболочкой. Показано, что 
стационарные силы вязкого сопротивле-
ния оказывают существенное влияние на 
критические скорости течения жидкости. 

В рамках аналогичной модели в [29] 
выполнено исследование влияния на ус-
тойчивость ряда системных параметров 
при кольцевом течении жидкости. В [21] 
представлена модель, учитывающая ста-
ционарные и нестационарные силы вяз-
кого сопротивления, которые определя-
ются из линеаризованных уравнений На-
вье – Стокса с использованием числен-
ной процедуры, основанной на конечно-
разностном методе. Показано, что эта 
модель лучше согласуется с эксперимен-
тальными данными, представленными в 
работах [14, 22], чем модель, учитываю-
щая только стационарные силы вязкого 
сопротивления. Исследование колебаний 
оболочек с неоднородными ограниче-
ниями, содержащими внутренний или 
внутренний кольцевой (внутри области 
жидкости абсолютно жёсткий стержень) 
поток как невязкой, так и вязкой жидко-

сти, осуществлено в [8, 9]. Для этих це-
лей использован метод Релея – Ритца, в 
котором в качестве допустимых функций 
были применены формы колебаний 
свободно опёртых оболочек в вакууме. 
Эффективный метод исследования 
конструкций, содержащих неподвижную 
вязкую жидкость, предложен в [20]. 

В работах [11, 12] при численном ре-
шении задачи, основанном на использо-
вании метода конечных элементов, для 
случаев невязкой и вязкой жидкости 
обнаружено существенное расхождение 
с известными числено-аналитическими 
решениями для тех случаев, когда потеря 
устойчивости коаксиальных оболочек 
осуществляется на высоких модах коле-
баний. Исследование коаксиальных 
оболочек, содержащих идеальную или 
вязкую жидкость, текущую только  
в кольцевом канале, в том числе с учё-
том влияния температурных эффектов, 
представлено в работах [23–25]. 

Фундаментальное влияние вязкости 
жидкости в узком канале между двумя 
цилиндрическими оболочками изучено в 
[15]. Показано, что с уменьшением числа 
Рейнольдса значение сил вязкого сопро-
тивления возрастает. Исследование ам-
плитудно-частотных характеристик коак-
сиальных оболочек с вязким слоем не-
сжимаемой жидкости между ними на ре-
зонансных частотах в условиях вибрации 
осуществлено в [6]. 

В работе [17] показано, что нелиней-
ные уравнения Навье – Стокса могут 
быть линеаризованы в акустическом 
приближении, а соответствующие 
соотношения записаны в терминах 
потенциала скорости. В монографии [18] 
возможности метода были продемонст-
рированы для различных гидродинами-
ческих задач. Несмотря на имеющиеся 
преимущества, в задачах гидроупругости 
данный подход не применялся,  
за исключением тех работ, которые вы-
полнены авторами в рамках проекта 
РФФИ № 16-41-590646-р_а. Обобщение 
результатов этих исследований является 
целью настоящей работы. 
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Постановка задачи 
и основные соотношения 

Объектом исследований является де-
формируемая тонкостенная конструкция 
(одиночная пластина или пакет пластин, 
одиночная цилиндрическая оболочка или 
две оболочки, вложенные друг в друга), 
содержащая вязкую сжимаемую жид-
кость, которая либо неподвижна, либо те-
чёт со скоростью U. Необходимо иссле-
довать влияние свойств жидкости на соб-
ственные частоты колебаний и границы 
гидроупругой устойчивости при различ-
ных параметрах конструкций. 

При моделировании тонкостенного те-
ла предполагается, что его криволиней-
ная поверхность может быть достаточно 
точно представлена в виде совокупности 
плоских сегментов [4], в каждом из кото-
рых деформации ε  определяются в рам-
ках классической теории тонких пла-
стин [31]. Соответствующие соотноше-
ния в декартовой системе координат 

,Oxyz  связанной с поверхностью сегмен-
та, имеют вид 
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Здесь и далее прямой чертой сверху 
обозначены величины, записанные в систе-
ме координат Oxyz , u , v  и w  – меридио-
нальная, окружная и нормальная компо-
ненты векторов перемещений упругих тел. 

Физические соотношения, связываю-
щие вектор обобщённых усилий и момен-
тов T  с вектором обобщённых деформа-
ций ε , имеют вид 
 { }T

, , , , ,xx yy xy xx yy xyT T T M M M= =T Dε .  (2) 
В случае изотропного материала 

коэффициенты, входящие в матрицу 
жёсткостей D, определяются известным 
образом [31] через модель Юнга sE  коэф-
фициент Пуассона sν . 

Для описания движения вязкой сжимае-
мой жидкости рассматривается система ли-
неаризованных уравнений Навье – Стокса 
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где v – вектор скорости; p, ρ и fν  – давле-
ние, плотность и кинематическая вяз-
кость жидкости; fρ  – плотность жидко-
сти в состоянии покоя; fc  – скорость зву-
ка в жидкости; t – время; ∇ и ∆ – диффе-
ренциальные операторы Набла и Лапласа. 

Компоненты тензора напряжений ijF  в 
вязкой жидкости определяются соотно-
шением 
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где gij – метрический тензор. 
Осуществляя решение системы (3) в 

виде = ∇φv , где φ  – потенциал скоро-
сти, получим систему уравнений теории 
вязкой потенциальной жидкости [17–18] 
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На входе в конструкцию и выходе из 
неё потенциал скорости подчиняется сле-
дующим граничным условиям: 
 0 : 0; : 0x x L x= φ = = ∂φ ∂ = ,  (6) 
где L – длина конструкции. На смоченной 
поверхности s fS S Sσ =   задаётся усло-
вие прилипания [3] 

 ,
t

∂
= = ∇φ

∂
uP F ,  (7) 

где sS  и fS  – поверхности, ограничи-
вающие объёмы упругого тела sV   
и жидкости fV  соответственно; P  и F  – 
векторы напряжений в упругом теле  
и жидкости на границе контакта; 
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{ }T
, , , , ,x y zu v w= θ θ θu  – вектор переме-

щений и углов поворота вокруг соответ-
ствующих осей. 

В случае вязкой жидкости, текущей со 
скоростью U в направлении Ox, уравне-
ния (5) и (7) приводятся к единой с упру-
гим телом системе координат 

 
2 2 2

2
2 2 2

2

1 2 0,

4 .
3

f

f

f

U
t x

U U
c t t x x

c

∂ ∂ ∆φ+Θ + ∆φ− ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂

− + + φ = ∂ ∂ ∂ ∂ 
ν

Θ =

(8) 

 4
3f fp U

t x
∂ ∂ = ρ ν ∆ − − φ ∂ ∂ 

,  (9) 

 
{ } { }T T

, , , , ,

,

x y z zx zy zzP P P F F F

U
t x

= −

∂ ∂
+ = ∇φ

∂ ∂
u u  (10) 

 

2 2

2

2

, ,

,
3

2 .

zx zx

zx

f f

F F
z x z y

F p
z

∂ φ ∂ φ
= Ξ = Ξ

∂ ∂ ∂ ∂

Ξ ∂ φ = − + ∆φ +Ξ  ∂ 
Ξ = ν ρ

 (11) 

Уравнение потенциала возмущения 
скорости (8) вместе с граничными ус-
ловиями (6) и (10) преобразуются к сла-
бой форме с помощью метода Бубнова –
 Галёркина. Математическая формули-
ровка задачи динамики упругого 
тонкостенного тела основана на вариаци-
онном принципе возможных перемеще-
ний, который учитывает работу сил инер-
ции и нормальные и тангенциальные ком-
поненты сил, действующих со стороны 
жидкости (11). 

При численном решении задачи 
используется метод конечных элементов 
(МКЭ), стандартные операции которого 
позволяют получить связанную систему 
уравнений, описывающую взаимодейст-
вие упругого тела и жидкости, которая в 
матричной форме имеет следующий вид: 
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 (12) 

где u  и φ  — обобщённые векторы пере-
мещений и углов поворота тонкостенной 
конструкции и потенциала возмущения 
скорости, точка сверху обозначает диф-
ференцирование по времени. Матрицы 
масс M , демпфирования C , жёсткости 
K  и гидродинамической жёсткости A  
для отдельных конечных элементов фор-
мируются следующим образом: 
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Здесь B  – матрица градиентов, устанав-
ливающая связь между вектором дефор-
маций и вектором узловых перемещений 
конечного элемента тонкостенного тела; 
F , N , uN , vN  и wN  – функции формы 
для потенциала возмущения скорости, 
обобщённого вектора узловых пере-
мещений упругой конструкции и его 
составляющих; sρ  – плотность материа-
ла упругого тела. 

Часть матриц в соотношении (12) 
формируется в координатах ( ), ,x y z .  
Для получения решения в глобальной 
системе координат Oxyz , в которой 
заданы геометрия и сформулированы 
определяющие соотношения, выполня-
ется преобразование с помощью матрицы 
направляющих косинусов [1]. 

С учётом представления возмущённо-
го движения упругого тела и жидкой 
среды в виде { } { } ( ), , exp t= λu u 

φ φ , где u  

и φ  – некоторые функции координат, 
исходная система уравнений (12) сводит-
ся к обобщённой задаче на собственные 
значения следующего вида: 
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 (13) 

здесь iλ = δ + ω  – характеристический по-
казатель ( i 1= − ), в котором ω  – собст-
венная частота колебаний, а δ  – величи-
на, отвечающая за демпфирование систе-
мы; I – единичная матрица. 

Задача оценки устойчивости системы, 
описывающей взаимодействие упругого те-
ла и потока жидкости, сводится к нахожде-
нию и анализу характеристического пока-
зателя λ  при последовательном увеличе-
нии скорости потока жидкости. Для вычис-
ления комплексных собственных значе- 
ний λ  системы уравнений (13) применяет-
ся алгоритм, в основе которого лежит неяв-
но перезапускаемый метод Арнольди [19]. 

В случае если конструкция состоит из 
нескольких компонент (две пластины или 
оболочки, два объёма жидкости), систе-
ма (12) дополняется соответствующими 
уравнениями, а отдельные подматрицы 
формируются аналогичным образом. 

На краях упругих тел могут быть зада-
ны граничные условия жёсткой заделки 
(C, 0)x y zu v w= = = θ = θ = θ = , шарнир-
ного опирания (S, 0)v w= =  или свобод-
ного края (F). 

 
Пластины, контактирующие  

с жидкостью 
В некоторых отраслях промышленно-

сти определённый практический интерес 
представляют конструкции, расположен-
ные на поверхности жидкости и контакти-
рующие с ней только с одной стороны 
(плавающие льдины, плавучие аэродромы 
и платформы). Их упрощённый аналог, 
представляющий собой тонкую пластину, 
исследован с помощью разработанной экс-
периментальной установки; определены 
собственные частоты и декременты гармо-
нических колебаний в условиях резонанса, 
выявлены свойственные им качественные 
и количественные закономерности. Необ-
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ходимые для проведения эксперимента не-
которые предварительные вычисления бы-
ли сделаны с помощью изложенных в пре-
дыдущем разделе математического аппа-
рата и конечно-элементного алгоритма. 

Экспериментальная установка (рис. 1) 
представляет собой толстостенный приз-
матический бак, вместо верхней крышки 
которого установлена тонкая пластина 
длиной a, шириной b и толщиной h. В 
конструкции предусмотрена возможность 
зажимать или оставлять свободным лю-
бой из четырёх краёв образца, что позво-
ляет анализировать различные варианты 
закрепления. Возбуждение колебаний 
осуществляется электромагнитным по-
лем. С этой целью на пластину приклеи-
вается лёгкий неодимовый магнит, над 
которым на П-образной раме позициони-
руется катушка. На неё с генератора сиг-
налов через усилитель подаётся перемен-
ной ток заданной частоты или прямо-
угольный импульс. Возникающая элек-
тромагнитная сила воздействует на маг-
нит и приводит пластину в движение. 

Такой способ возбуждения вносит не-
значительную дополнительную массу в 
систему, однако сосредотачивает силовое 
воздействие в заранее известной области. 
Его достоинством также является возмож-
ность исследования образцов из материа-
лов, не обладающих магнитными свойст-
вами. Бак устанавливается на металличе-
ский постамент, горизонтальное положе-
ние которого регулируется с помощью 
подъёмных ножек и лазерного угломера,  

и заполняется жидкостью вплоть  
до контакта с нижней поверхностью 
пластины. Специально предусмотренные  
в стенках бака технологические отверстия 
позволяют откачивать излишки жидкости 
в случае необходимости. 

Исследование собственных частот  
и декрементов гармонических колебаний 
пластины осуществляется с использовани-
ем метода лазерной виброметрии. Снятие 
показаний проводится цифровым вибро-
метром Polytec PDV-100. Положение то-
чек на поверхности образца, в которых 
осуществляется возбуждение и проводятся 
измерения, находится на основе результа-
тов численного решения соответствующей 
модальной задачи с помощью метода ко-
нечных элементов [10] и задачи оптимиза-
ции. Собственные частоты колебаний пла-
стины определяются из Фурье-образа 
сигнала, полученного после возмущения 
образца кратковременным прямоуголь-
ным импульсом длительностью 0,5 мс. 
Для возбуждения гармонических колеба-
ний на катушку с генератора сигналов че-
рез усилитель мощности подаётся пере-
менный ток с частотой, равной собствен-
ной частоте колебаний пластины. После 
выхода на установившийся режим 
электрическая цепь размыкается и 
наблюдаются затухающие гармонические 
колебания. Их декремент δ  находится  
по полученной в результате измерений 
виброграмме после аппроксимации  
её огибающей с помощью экспо-
ненциальной функции. 

 

Рис. 1. Трёхмерная модель экспериментальной установки 
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Рассмотренные варианты закрепления 
пластин и их расположение схематично 
изображены на рис. 2. В ходе численных 
экспериментов установлено, что их собст-
венные формы колебаний качественно не 
изменяются при взаимодействии с жидко-
стью. Они остаются такими же, с точно-
стью до знака, но иногда возможно незна-
чительное смещение положения узловых 
линий. Влияние дополнительной массы 
(присоединённого магнита) на первые во-
семь собственных частот колебаний ис-
следуемых образцов в воздушной среде не 
превышает относительной разницы, рав-
ной 3%. При взаимодействии с жидкостью 
эта величина снижается до 1%. 

Экспериментальные исследования про-
водились в два этапа. Сначала определя-
лись собственные частоты колебаний пла-
стин. Затем полученная информация ис-
пользовалась для их возбуждения гармони-
ческой электромагнитной силой в условиях 
резонанса. Аппроксимация огибающих с 
помощью экспоненциальной функции вида 

( ) ty t Ae−δ=  позволяет количественно оце-
нить скорость затухания колебаний.  

Анализ результатов позволил сделать 
следующие выводы: 

− собственные частоты колебаний 
рассмотренных пластин снижаются на 30–
55% при их взаимодействии с жидкостью; 

− декремент δ , соответствующий 
одному типу колебаний (изгибные или 
крутильные), возрастает с увеличением 
числа узловых линий. Однако данная осо-
бенность может нарушаться, если пласти-
на контактирует с жидкостью; 

− при одинаковой возбуждающей 
силе амплитуда колебаний снижается бо-

лее чем в десять раз при взаимодействии 
пластины с жидкостью; 

− численно определённые собствен-
ные частоты колебаний согласуются с экс-
периментальными данными в пределах от-
носительной погрешности, равной 5%. 

В ходе исследований установлено, что 
при колебаниях консольной пластины 
(рис. 2, вариант 1) на низшей частоте ω1 на 
свободной поверхности жидкости возника-
ют волны, которые отражаются от стенок 
бака и движутся в обратном направлении. 
Это приводит к образованию стоящих волн 
большой амплитуды, которые искажают 
огибающую затухающих колебаний вплоть 
до того, что её становится невозможно ап-
проксимировать экспонентой. С увеличе-
нием частоты возбуждения амплитуда волн 
снижается. На частоте 50 Гц они становят-
ся мало заметными, а свыше 100 Гц их 
влияние уже совсем несущественно. Из-
вестно, что с увеличением вязкости жидко-
сти скорость затухания гидроупругих коле-
баний возрастает. Для демонстрации этого 
эффекта была проведена серия экспери-
ментов со смесью глицерина и воды разной 
концентрации. На рис. 3 изображены оги-
бающие гармонических колебаний кон-
сольной пластины (рис. 2, вариант 1), полу-
ченные для разных растворов. Объёмная 
доля глицерина указана в процентах (0% 
соответствует чистой воде). Во время про-
ведения исследований было замечено, что 
с увеличением вязкости жидкости снижает-
ся амплитуда поверхностных волн, возни-
кающих на низшей частоте. Ступенчатый 
вид огибающей постепенно сглаживается, 
и при концентрации глицерина 50% кривая 
может быть достоверно описана экспонен-
циальной зависимостью (рис. 3, а). 

 

Рис. 2. Расположение экспериментальных образцов и схемы их закрепления 
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Оболочки, взаимодействующие  
с жидкостью 

Рассматривается цилиндрическая обо-
лочка со средним радиусом R , длиной L  
и толщиной h , содержащая внутренний 
поток жидкости. 

Для представления результатов расчё-
тов, полученных для труб c жидкостью, 
вводятся коэффициенты демпфирования 
ζ  и ξ , используемые в системах с нали-
чием и отсутствием гидродинамического 
демпфирования или в случае учёта сжи-
маемости жидкости 

 17 8

2

10 , 10
 λδ ξ = × ζ = ×  ω λ   

.   

На рис. 4, а представлено изменение 
коэффициентов демпфирования ξ  от но-
мера гармоники в окружном направлении 
j  при жёстком закреплении трубы на 

обоих краях (CC) и различных значениях 
кинематической вязкости fν  (число волн 
в меридиональном направлении m = 1) не-
сжимаемой жидкости. Из представленных 
данных следует, что коэффициент демп-
фирования возрастает с увеличением вяз-
кости и имеет ярко выраженный локаль-
ный максимум, не зависящий от значения 
вязкости. На рис. 4, б приведены коэффи-
циенты демпфирования, полученные для 
трубы с различными граничными условия-

Рис. 3. Огибающие затухающих гармонических колебаний пластины, расположенной  
на свободной поверхности смеси глицерина и воды разной концентрации: a – ω1, б – ω5 

 

Рис. 4. Изменение коэффициента демпфирования ξ  от номера гармоники j   
для цилиндрической оболочки с неподвижной вязкой жидкостью при различных значениях 

кинематической вязкости v f (а) и граничных условиях (б):  
а –  CC, 1 – v f =3 × 10-7, 2 – v f =5 × 10-7, 3 – v f =8 × 10-7, 4 – v f =1 × 10-6, 5 – v f =1,3 × 10-6, 

 6 – v f =1,6 × 10-6, 7 – v f =1,8 × 10-6; б – v f =1 × 10-6 
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ми. Эти результаты демонстрируют, что 
вязкость жидкости оказывает наиболее 
сильное влияние на менее жёсткие систе-
мы, а различие в граничных условиях про-
является только на низших гармониках. 

На рис. 5, а показаны зависимости ко-
эффициентов демпфирования ξ от номера 
гармоники j, полученные для трубы, жёст-
ко закреплённой на обоих краях при раз-
личных значениях скорости течения жид-
кости U и фиксированном значении кине-
матической вязкости fν . Из этих данных 
видно, что существенное изменение коэф-
фициента демпфирования имеет место 
только в том случае, когда скорость тече-
ния жидкости достигает значительной ве-
личины. Влияние вязкости в случае кон-
сольно закреплённой трубы (CF), содержа-
щей текущую жидкость, показано на 
рис. 5, б. Здесь также имеет место рост ко-
эффициента демпфирования ζ при увеличе-
нии вязкости жидкости, но влияние вязко-
сти носит локализованный характер и огра-
ничено окрестностями гармоники, на кото-
рой осуществляется потеря устойчивости. 

Выше было отмечено, что в  
работе [13] обсуждаются сложности в 
реализации условия прилипания на гра-
нице упругого тела и текущей вязкой 
жидкости. В этом случае скорость жидко-

сти на смоченной поверхности должна 
быть равна нулю. При этом центробежная 
компонента гидродинамического давле-
ния, влияющая на возникновение неус-
тойчивости, также становится равной ну-
лю, что противоречит физической приро-
де явления. В качестве одного из возмож-
ных решений в [13] предлагается на гра-
нице контакта задавать осреднённое зна-
чение скорости avU , которое для случая 
цилиндрической оболочки имеет вид [7] 

 
22

( 1)(2 1)av
sU U

s s
=

+ +
, 

где параметр s зависит от числа Рей-
нольдса. 

На рис. 6 представлены зависимости 
безразмерной критической скорости 

2 0,5[ (1 ) ]s s sU EΛ = ρ −ν  от отношений дли-
ны и толщины оболочки к её радиусу 
L R  (рис. 6, а) и h R  (рис. 6, б). В обоих 
случаях радиус оболочки фиксируется,  
а длина или толщина варьируются в неко-
тором диапазоне. Представленные дан-
ные демонстрируют, что учёт вязкости 
жидкой среды приводит к росту границ 
гидроупругой устойчивости. Это каче-
ственно согласуется с результатами рабо-
ты [13], а количественные расхождения 
могут быть объяснены как неопределён-

Рис. 5. Изменение коэффициентов демпфирования   и   от номера гармоники   для 
цилиндрической оболочки с текущей вязкой жидкостью при различных значениях (а) 

скорости течения жидкости U (м/с) и (б) кинематической вязкости vf: 
а — CC, 1 – v f =1 × 10-6; б – CF, U=300м/c, 1– vf  = 3 × 10-7, 2 – v f =5 × 10-7,  

3 – v f =8 × 10-7, 4 – v f =1 × 10-6, 5 – v f =1,3 × 10-6, 6 – v f =1,6 × 10-6, 7 – v f =1,8 × 10-6 
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ностью в задании параметра s, так и тем, 
что исследование [13] является аналити-
ческим и профиль скорости жидкости по 
радиусу оболочки в нём не учитывается. 
При этом как в случае невязкой, так и 
вязкой жидкости увеличение длины и 
уменьшение толщины оболочки приводит 
к дестабилизации системы. 

Далее рассматриваются системы гори-
зонтально расположенных коаксиальных 
цилиндрических оболочек, состоящие из 
внутренней и внешней оболочек с радиу-
сами (1)R  и (2)R  соответственно. Жидкость 
заполняет только кольцевой зазор между 
оболочками на высоту H . В данном иссле-
довании влияние вязкости жидкости не 
учитывалось, поскольку роль уровня запол-
нения на скорости потери устойчивости не 
изучена даже в случае идеальной жидко-

сти. Для представления результатов вво-
дятся следующие безразмерные параметры 
уровня заполнения ƞ и величины кольцево-
го зазора между оболочками k : 

(2) (2) (1) (1)(2 ) , ( ) .H R k R R Rη = = −  
В случае частичного заполнения гори-

зонтально ориентированных коаксиаль-
ных оболочек происходит расщепление 
собственных частот, вследствие чего двум 
формам, отвечающим одинаковым комби-
нациям волновых чисел, соответствуют 
разные частоты. Данный факт демонстри-
руется на рис. 7, где показаны зависимо-
сти мнимых (частота колебаний) и дейст-
вительных (величина демпфирования сис-
темы) частей собственных значений λ от 
безразмерного уровня заполнения ƞ коль-
цевого канала шириной 1 10k = . Здесь 
внешняя оболочка является абсолютно жё-

Рис. 6. Зависимости безразмерной критической скорости Λ от геометрических  
размеров жёстко закреплённой с обоих краёв оболочки (CC) в случае невязкой (vf = 0)  

и вязкой (vf  ≠ 0) жидкостей 

 

Рис. 7. Зависимости частоты (а) и величины демпфирования (б) от безразмерного уровня 
заполнения ƞ для случая внешней жёсткой оболочки ( , CC) 
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сткой, а упругая внутренняя оболочка жё-
стко закреплена с обоих краёв. Симмет-
ричная и антисимметричная компоненты 
частот совпадают, когда канал между обо-
лочками заполнен полностью (ƞ = 1). При 
снижении уровня жидкости (ƞ < 1) они на-
чинают отличаться друг от друга, что ха-
рактеризует расщепление частот на ветви. 
Другой предельный случай соответствует 
оболочкам с воздушной средой в зазоре  
(ƞ = 0). В таких условиях частотный 
спектр будет наиболее близок к несвязан-
ным колебаниям разных оболочек в вакуу-
ме, и различные ветви должны совпасть. 
На рис. 8 изображены зависимости низших 
частот ω (а) и безразмерных скоростей по-
тери устойчивости Λ (б) от безразмерного 
уровня заполнения ƞ, полученные при раз-
личных значениях кольцевого зазора k ме-
жду двумя упругими оболочками. На при-

ведённых графиках показано, что пониже-
ние уровня жидкости приводит к росту 
обеих величин. Это обусловлено уменьше-
нием площади смоченных поверхностей и 
снижением роли присоединённой массы 
жидкости. Резкое изменение низшей 
частоты ω критической скоростей потери 
устойчивости Λ наблюдается при малом 
уровне заполнения ƞ для зазора k = 1/100. 
Данное явление возникает только при 
узких зазорах. Оно обусловлено 
необходимостью существования смочен-
ной поверхности внутренней оболочки, 
которая может отсутствовать при малом 
количестве жидкости в относительно 
широком кольцевом канале. Волнообраз-
ный характер кривых на рис. 8 связан  
с чередованием минимальных значений, 
отвечающих формам колебаний с одина-
ковой комбинацией волновых чисел. 
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THEORETICAL AND EXPERIMENTAL RESEARCH  

OF THIN-WALLED STRUCTURES INTERACTING WITH VISCOUS FLUID 
 

S.A. Bochkarev, A.O. Kamenskikh, S.V. Lekomtsev, A.N. Senin 
 

Institute of Continuous Media Mechanics RAS 

 

The results of studying thin-walled plates and cylindrical shells interacting with the stationary or 

flowing viscous compressible fluid are presented. The numerical solution of the problem has been 

carried out using the finite element method. The motion of liquid medium is described by the system 

of linearized Navier–Stokes equations, the solution of which is sought for in the form of the acoustic 

approximation in terms of velocity perturbation potential. The relations obtained for liquid and the 

corresponding boundary conditions are transformed by the Bubnov–Galerkin method. The behavior 

of a thin-walled structure is described in the framework of the classical theory of thin plates. The 

mathematical formulation of the dynamic problem of an elastic body is based on the variational 

principle of virtual displacements. Stability estimation is based on the calculation and analysis of 

complex eigenvalues of a coupled system of equations. The influence of fluid viscosity and other 

parameters on the natural vibration frequencies and critical velocities responsible for the loss of 

structural stability has been analyzed. The natural frequencies and the corresponding decrements of 

harmonic vibrations of rectangular plates located in the air and on the free liquid surface have been 

studied with the help of developed experimental setup.  It has been found out that the damping 

coefficient corresponding to one vibration mode (bending or torsional) grows with an increase in the 

number of nodal lines. It has been demonstrated that this relation can be violated during the 

interaction of the plates with the liquid. 
 

Keywords: viscous potential fluid, thin-walled structures, stability, natural vibrations, decrement 

of vibrations, FEM. 
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