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УДК 539.3 

Рассмотрены вопросы, связанные с описанием процессов неупругих 
деформаций поликристаллических материалов, для которых существенным 
является влияние размера зерна на процессы эволюции внутренней структуры 
и сопутствующего изменения физико-механических свойств. В качестве 
базовой принята двухуровневая математическая модель 
упруговязкопластического деформирования поликристалла, дополненная 
описанием процессов упрочнения, в том числе за счет границ зерен, и 
разворотов (ротаций) кристаллических решеток. Для учета механизмов 
упрочнения предложено дополнительное слагаемое в законе упрочнения, 
описывающее увеличение критических сдвиговых напряжений дислокаций за 
счет взаимодействия последних с дислокациями ориентационного 
несоответствия, а также в явном виде учитывающее взаимную разориентацию 
решеток соседних зерен. Для описания механизмов ротаций, фрагментации и 
дробления зерен предложена подмодель с введением промежуточного 
структурного уровня, в которой основной причиной разворотов считается 
несовместность неупругих деформаций в соседних зернах, а анализ 
фрагментно-зеренной структуры осуществляется путем определения типа 
границы. Проведены численные эксперименты по деформированию 
представительного объема поликристалла, результаты которых согласуются с 
законом Холла–Петча; кроме того, получены новые результаты, позволяющие 
оценить характер и динамику процессов разворотов кристаллических решеток, 
приводящих к фрагментации и дроблению зерен. 

Ключевые слова: наноматериалы, функциональные материалы, физические 
теории пластичности, межзеренное проскальзывание, закон Холла–Петча, 
упрочнение, фрагментация. 
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Внутренняя структура поликристалли-
ческих материалов и ее эволюция в про-
цессе интенсивных неупругих деформа-
ций оказывают существенное влияние на 
физико-механические и эксплуатационные 
характеристики материалов и конструк-
ций из них [1]. Кроме того, существенная 
перестройка дефектной структуры мате-
риала в процессах интенсивной пластиче-
ской деформации приводит к накоплению 
поврежденности [2–4]. Дополнительным 
фактором, определяющим необходимость 
развития «тонких» моделей неупругого 
деформирования, является исследование 
особенностей деформирования субмик-
рокристаллических и нанокристалличе-
ских материалов в связи с интенсивным 
развитием технологий производства соот-
ветствующих материалов, деталей и по-
крытий из них, обладающих уникальными 
физико-механическими свойствами [5]. 

Интенсивные пластические деформа-
ции практически всегда сопровождаются 
такими явлениями, как повороты (рота-
ции) кристаллических решеток, фрагмен-
тация и дробление зерен металла [6]. Каж-
дый из перечисленных процессов вносит 
существенный вклад в физико-механиче-
ские свойства материала; так, в результате 
ротации кристаллических решеток зерен и 
их фрагментов происходит к образование 
кристаллографической текстуры материа-
ла, которая порождает существенную ани-
зотропию его свойств [7]. Фрагментация 
приводит к изменению дефектной структу-
ры материала, дробление вызывает изме-
нение предела текучести [8]; расчет пре-
дельно допустимых силовых нагружений 
накладывает на применяемые материалы 
ограничения, учет которых обеспечивает 
работу конструкции в необходимом экс-
плуатационном режиме. Для большинства 
металлов влияние размера зерна на предел 
текучести металлов описывается извест-
ным соотношением Холла–Петча [9]: 

1/ 2
0Т kd     ,  (1) 

где Т  – предел текучести, d – средний 
размер зерна, 0 , k – параметры материа-
ла. При этом известно, что для сверхмало-

го размера зерна соотношение (1) переста-
ет выполняться, более того, говорят даже 
об «обратном» законе Холла–Петча [10]. 

Кроме того, процессы неупругого де-
формирования, как правило, неизбежно 
приводят к увеличению предела текучести 
материала (т.н. упрочнению); при этом на 
уровне дислокационной структуры упроч-
нение связывают с взаимодействием дисло-
каций между собой, скоплениями дислока-
ций, границами зерен [11]. В связи с этим 
возникает необходимость физически кор-
ректного описания взаимодействия дисло-
каций между собой, а также с границами 
зерен, которое приводит к упрочнению. 

Экспериментальные методы исследо-
вания указанных выше процессов весьма 
ресурсоемки и не позволяют оценить 
микро- и мезоструктуру, во-первых, в 
объеме материала, а во-вторых, в ходе са-
мого процесса обработки. Существующие 
же в настоящее время макрофеноменоло-
гические или прямые подходы к модели-
рованию процессов глубокого пластиче-
ского деформирования или не позволяют 
адекватно описывать эволюцию микро-
структуры в поликристаллических изде-
лиях в силу довольно грубого учета (или 
неучета) физики неупругого деформиро-
вания, или же требуют существенных вы-
числительных ресурсов для моделирова-
ния реальных процессов в трехмерной 
постановке (т.н. прямые модели). 

Следовательно, разработка физически 
обоснованных теорий пластичности поли-
кристаллов, учитывающих неоднород-
ность строения, размеры, форму и ориен-
тацию структурных элементов и позво-
ляющих описать процессы деформирова-
ния материалов с мелким и сверхмелким 
размером зерна является в настоящий мо-
мент актуальной. Процесс пластического 
деформирования является многоуровне-
вым, при этом уже на уровне зерна боль-
шую роль начинают играть вращательные 
моды деформирования и моментные на-
пряжения [12]. Поэтому авторы считают 
оправданным построение физически обос-
нованной многоуровневой модели интен-
сивных неупругих деформаций моно- и 
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поликристаллов с учетом эволюции разме-
ров и ориентации элементов структуры 
(конгломератов зерен, отдельных зерен и 
т.д.), ротаций кристаллических решеток 
кристаллитов, внутризеренного и зерно-
граничного упрочнения, позволяющей по-
лучать физико-механические свойства об-
разца на макроуровне, которая бы учиты-
вала влияние размера зерна на деформаци-
онные механизмы и могла быть примене-
на для исследования особенностей поведе-
ния субмикрокристаллических и нанокри-
сталлических материалов. 

Для достижения поставленных целей 
применена двухуровневая модель неупру-
гого деформирования поликристаллов, 
подробное описание которой содержится, 
например, в [12–13]. Здесь опишем под-
модели упрочнения, ротации, фрагмента-
ции и дробления зерен. 

В рамках подхода к построению зако-
нов упрочнения считается, что изменение 
критических сдвиговых напряжений мож-
но описать, используя аддитивность ско-
ростей критических напряжений: 
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где    ,i i   – скорость сдвига и накоплен-
ный сдвиг по i-й системе скольжения. 

Выражение для скорости увеличения 
критических напряжений сдвига дислока-
ций, характеризующее механизм базового 
упрочнения, можно записать следующим 
образом: 
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где  
0c
k  – начальное критическое напря-

жение сдвига дислокаций,  
j
ka  – модули 

упрочнения, 0  – характерная скорость 
сдвига в вязком законе,   и   – парамет-
ры материала. В (3) учитывается «чис-
тое» скольжение полных дислокаций и их 

взаимодействие с препятствиями. Это 
слагаемое описывает упрочнение при лю-
бых ненулевых сдвигах по любым систе-
мам скольжения. 

При благоприятной разориентировке 
зерен дислокации проходят через грани-
цу; при этом в границе остаются дислока-
ции ориентационного несоответствия 
(ДОН), которые создают поля напряже-
ний, препятствующие дальнейшему дви-
жению дислокаций в данной системе 
скольжения, что приводит к возникнове-
нию явления зернограничного упрочне-
ния [14]. Выражение для зерногранично-
го упрочнения можно записать как 

       

1

1 ,GBH

N
k k k k

i i
i

S
V 

         (4) 

где   – параметр модели, V – объем зер-
на, iS  – площадь соприкосновения данно-

го и соседнего зерна,  k
i  – мера разори-

ентации текущего и соседнего кристалли-
та [15], N – число фасеток границ для 
данного зерна. 

Для описания процессов фрагментации 
и дробления зерен предлагается использо-
вать модифицированную двухуровневую 
модель неупругого деформирования поли-
кристаллов [10, 12] с выделением проме-
жуточного масштабного квазиуровня (зер-
на) – совокупности слаборазориентиро-
ванных фрагментов, отделенных друг от 
друга большеугловыми границами [16]. В 
таком случае элементом нижнего мас-
штабного уровня становится отдельный 
фрагмент с однородной ориентацией кри-
сталлической решетки (рис. 1). 

Для описания ротаций использована 
модель, связанная с несовместностью 

Рис. 1. Масштабные уровни модели 
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пластических сдвигов [17]. Стоит отме-
тить, что в процессе деформирования 
вращаться могут как отдельные зерна, так 
и их фрагменты. Для удобства назовем 
структурную единицу, вращающуюся в 
данный момент как единое целое, элемен-
том ротации (ЭР). Причиной разворотов 
решеток ЭР в модели считается враща-
тельный момент, возникающий из-за по-
явления ДОНов на поверхности раздела 
(границе) ЭР при переходе дислокации из 
одного ЭР в другой [18]. 

В модель ротаций [17] внесены два 
ключевых изменения. Первое изменение 
связано с наложением вращений на раз-
ных масштабных уровнях, предлагается 
схема наложения вращений «сверху-
вниз». Это означает, что поворот решетки 
фрагментов зерен будет состоять не толь-
ко из собственного вращения, но и из вра-
щения зерна, в состав которого входит 
фрагмент. Тогда спин решетки фрагмента 
представляется суммой трех слагаемых, 
первое из которых совпадает со спином 
решетки из модели стесненного поворота 
по Тейлору [10] и описывает поворот ре-
шетки как жесткого целого: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1

1 ( )
2
,

K
k k k k k

фр i
k

соб зерна



    

 

w n b b n

 
 (5) 

где w  – тензор вихря, а собственный 
спин ЭР и спин зерна определяются из 
модели [12, 17]. 

Вторая существенная модификация 
модели ротаций связана с введением так 

называемого «ротационного упрочнения» 
[16]. В предположении о том, что крити-
ческий вращательный момент ( )Mc i  зави-
сит от накопленного поворота и размеров 
самого кристаллита, было записано сле-
дующее соотношение: 

1
( ) 2 ( )

( )

exp( ),c i i
i

KM K
V

     (6) 

где 1 2,K K  – параметры материала, 

 ( )
0

:
t

i фр фрt d       – накопленный 

поворот решетки. 
В результате проведенного в работе 

ряда численных экспериментов на пред-
ставительном объеме поликристалла тех-
нически чистой меди получена зависи-
мость условного предела текучести от 
размера зерна (рис. 2). 

Зависимость, полученная в численном 
эксперименте, хорошо согласуется с зако-
ном Холла–Петча (1), при этом коэффи-
циент Холла–Петча близок к наблюдае-
мому экспериментально для меди – по-
рядка 0,1 МПа·м1/2. 

С использованием построенной моде-
ли ротаций проведен эксперимент по од-
ноосному растяжению представительного 
объема поликристалла, состоящего из 512 
зерен, разбитых на 8 конгломератов, каж-
дый из которых состоит из 64 изначально 
одинаково ориентированных фрагментов. 
Такая фрагментно-зеренная структура 
сгенерирована для того, чтобы в модель-
ном материале присутствовал стык 8 раз-

Рис. 2. Зависимость условного предела текучести  
от размера зерна. Диапазон размера зерна 10–6÷10–4 м 
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ноориентированных решеток. В области 
стыка будут наблюдаться большие скачки 
пластических деформаций и локализо-
ваться активные ротации. 

Одними из главных показателей ха-
рактера ротаций являются количество и 
скорость вращения решеток ЭР. Поэтому 
было проведено исследование зависимо-
сти количества элементов, участвующих 
в ротациях (рис. 3), и средней скорости 
их вращения (рис. 4) от интенсивности 
накопленной деформации. 

По результатам исследования можно 
сделать следующий вывод: число фраг-
ментов, принимающих участие в ротаци-
ях, с увеличением накопленной деформа-
ции начинает существенно снижаться, в то 
время как скорость вращения решеток 
увеличивается вплоть до момента форми-
рования кристаллографической текстуры, 
на обеих диаграммах этот момент отобра-
жается четкими экстремумами. Данное яв-
ление можно объяснить сохранением не-
которой эквивалентной энергии: в то вре-
мя как одни фрагменты в процессе разво-
ротов занимают положение с наименьшей 
энергией и прекращают свое вращение, 
другие зерна ускоряют вращение. Таким 

образом, полная энергия системы, прихо-
дящаяся на вращение, распределяется ме-
жду активными фрагментами зерен. 

При этом очевидно, что скорость вра-
щения фрагментов после образования 
текстуры заметно падает, а их количество 
несколько увеличивается, при этом харак-
тер текстуры остается неизменным 
вплоть до окончания деформирования, 
что подтверждают построенные полюс-
ные фигуры (рис. 5). Это говорит о том, 
что фрагменты зерен совершают неболь-
шие «колебания» около некоторого рав-
новесного положения. 

Кроме того, проведено исследование 
удельной мощности, затрачиваемой на 
поворот решеток ЭР в эксперименте на 
одноосное растяжение. В результате была 
получена зависимость, изображенная на 
рис. 6, a. 

Из полученных данных видно, что ме-
ханизм ротационного упрочнения заметно 
снижает мощность, приходящуюся на ро-
тации решеток ЭР. На рис. 6, б приводится 
сравнение мощности, приходящейся на ро-
тации, со средней мощностью, затрачивае-
мой на деформацию, из которых следует, 
что максимум мощности, приходящейся на 

Рис. 5. Полюсные фигуры распределения ориентаций решеток фрагментов 
в поликристалле, построенные для направлений [001], [011] и [111] 

Рис. 3. Зависимость количества вращающихся 
фрагментов от интенсивности деформации 

Рис. 4. Зависимость средней скорости вращения 
фрагментов от интенсивности деформации 
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ротации, составлял порядка 12% от общей 
закачиваемой в систему энергии. Кроме 
того, были проанализированы получаемые 
полюсные фигуры (рис. 7), из которых 
видно, что ротационное упрочнение влия-
ет на остроту получаемой текстуры. 

По итогам исследования можно сде-
лать вывод о том, что учет ротационного 

упрочнения является важным с точки зре-
ния энергии вращения кристаллических 
решеток и положительным образом ска-
зывается на адекватности модели. Учет 
влияния ротационного упрочнения на 
текстуру материала позволит более точно 
описывать свойства металлов после их 
обработки. 
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без механизма ротационного упрочнения (a), с использованием механизма (б) 

а б 

Рис. 6. Мощность, приходящаяся на ротации ЭР (a), средняя мощность энергии деформации (б). 
Пунктиром нанесен график (a) 
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MATHEMATICAL MODELING OF INTENSIVE INELASTIC DEFORMATIONS  

OF SUBMICROCRYSTALLINE AND NANOCRYSTALLINE MATERIALS 
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Perm National Research Polytechnic University 
 

This article is devoted to issues related to the description of the processes of inelastic deformations 
of polycrystalline materials, for which the influence of the grain size on the process of evolution of the 
internal structure and the accompanying change in physical and mechanical properties are essential. As 
a basic model, we accepted a two-level mathematical model of polycrystalline elastoviscoplastic 
deformation, which is supplemented by the description of the hardening processes, including due to the 
grain boundaries, and rotations of crystal lattices. To account for hardening mechanisms we suggested 
an additional term in the hardening law, describing an increase in the critical shear stress of 
dislocations due to the interaction of the latter ones with orientation mismatch dislocations and 
explicitly taking into account the mutual lattice misorientation of neighboring grains. To describe the 
rotation mechanism, fragmentation and grain crushing we introduced an intermediate structural level 
and suggested a sub-model, where the incompatibility of inelastic deformations in neighboring grains is 
considered to be the main cause of rotations, and the fragment-grain structure analysis is carried out by 
determining the type of grain boundaries. Numerical experiments on the deformation of a polycrystal 
representative volume were carried out; the results are consistent with the Hall–Petch law. In addition, 
new results were obtained that help to assess the nature and dynamics of the crystal lattice rotations, 
resulting in grain fragmentation and crushing. 
 

Keywords: nanomaterials, functional materials, crystal plasticity, intergranular sliding,  
Hall–Petch law, hardening, fragmentation. 
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