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УДК 533.6.013.42 

Представлены результаты исследований динамического поведения 
цилиндрических оболочек, выполненных из функционально-градиентных 
материалов и имеющих круговое или некруговое поперечное сечение. 
Решение задачи, осуществляемое с помощью метода конечных элементов, 
сведено к вычислению комплексных собственных значений связанной системы 
уравнений. Приводятся результаты численных экспериментов, направленных 
на оценку влияния различных факторов (граничных условий, величины 
объемных фракций составляющих материалов, уровня заполнения жидкостью, 
механической или температурной нагрузок) на спектр собственных частот, а 
также границы аэроупругой и гидроупругой устойчивости. 

Ключевые слова: функционально-градиентный материал, цилиндрические 
оболочки, потенциальная жидкость, сверхзвуковое обтекание, метод конечных 
элементов, устойчивость, флаттер. 

Элементы некоторых машинострои-
тельных конструкций взаимодействуют с 
жидкой или газообразной средой, воздей-
ствие которой в зависимости от условий 
эксплуатации может усугубляться значи-
тельными температурными градиентами. 
Такого рода комбинированная нагрузка 
предъявляет повышенные требования к 
эксплуатационным свойствам изделий. В 
качестве одного из возможных решений, 
позволяющего достичь продления жиз-
ненного цикла изделия, является исполь-
зование функционально-градиентных 
(ФГ) материалов. Эти композиты пред-
ставляют собой смесь двух или более 
компонентов, как правило, керамики и 

металла, и обеспечивают непрерывное и 
гладкое изменение механических и физи-
ческих свойств по толщине конструкции. 
Они позволяют объединить преимущест-
ва керамических материалов, с их повы-
шенной сопротивляемостью к коррозии и 
температурным нагрузкам, и металлов, с 
их высокой прочностью на разрыв. Улуч-
шенные эксплуатационные характеристи-
ки изделий, выполненных из ФГ материа-
лов, привлекли внимание инженеров из 
многих отраслей техники, что способст-
вовало появлению обширного ряда иссле-
дований [1]. В этих работах при анализе 
как ненагруженных, так и подвергающих-
ся дополнительному температурному или 
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механическому воздействию конструк-
ций, внимание исследователей было в ос-
новном сконцентрировано на изучении 
собственных колебаний, устойчивости 
или динамического отклика. В меньшей 
степени представлены исследования тон-
костенных оболочек, как обтекаемых 
сверхзвуковым потоком газа, так и содер-
жащих неподвижную или текущую жид-
кость. Обобщение результатов таких ис-
следований, выполненных авторами в 
рамках проекта РФФИ № 13-01-96049 
р_урал_а [2–5], является целью данной 
работы. 

Рассматривается упругая цилиндриче-
ская оболочка в общем случае с некруго-
вым поперечным сечением, выполненная 
из ФГ материала (рисунок). Внутри обо-
лочки течет идеальная сжимаемая жид-
кость, а снаружи она может обтекаться 
сверхзвуковым потоком газа. В качестве 
дополнительной статической нагрузки, 
действующей на конструкцию, принима-
ются равномерное давление и темпера-
турный нагрев. Целью работы является 
исследование влияния свойств ФГ мате-
риала на границы аэроупругой или гидро-
упругой устойчивости при различных ва-
риантах граничных условий и условиях 
нагружения. 

Эффективные физико-механические 
характеристики оболочки, выполненной 
из ФГ материала, под которыми понима-

ются модуль упругости, удельная плот-
ность, коэффициенты Пуассона, тепло-
проводности и температурного расшире-
ния материала, определяются свойствами 
составляющих материалов и их объемны-
ми долями. Последние являются функ-
циями радиальной координаты и изменя-
ются согласно степенному закону, где по-
казатель объемной доли определяет раз-
мер фракции каждого из составляющих 
материалов. Зависимость свойств от тем-
пературы принимается в виде полинома, 
а распределение температуры по толщине 
оболочки определяется из численного ре-
шения уравнения установившейся тепло-
проводности с соответствующими гра-
ничными условиями на ее внутренней и 
наружной поверхностях. 

Сжимаемая жидкость в рамках потен-
циальной теории описывается волновым 
уравнением, которое совместно с услови-
ем непроницаемости и соответствующи-
ми граничными условиями преобразуют-
ся с помощью метода Бубнова–Галёрки-
на. Для математической постановки зада-
чи динамики оболочки, рассматриваемой 
в рамках гипотез Кирхгофа–Лява, приме-
няется вариационный принцип возмож-
ных перемещений. В него включается ра-
бота аэро- или гидродинамического дав-
ления, а также дополнительное слагае-
мое, учитывающее предварительное ста-
тическое нагружение. Аэро- и гидродина-

Рис. Цилиндрическая ФГ оболочка под действием аэродинамических,  
гидродинамических, механических и тепловых нагрузок 
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мическое давления, действующие со сто-
роны потока газа/жидкости на упругую 
поверхность, вычисляются согласно ква-
зистатической аэродинамической теории 
и формуле Бернулли. Стандартные проце-
дуры метода конечных элементов позво-
ляют получить связанную систему урав-
нений, которая в матричном виде записы-
вается следующим образом: 

  T2 0i    K M C A d . (1) 

Здесь K – матрица жесткости, M – матри-
ца масс, C – матрица демпфирования, A – 
матрица аэро- и гидродинамической же-
сткости, d – вектор узловых неизвестных, 
 – характеристический показатель. Струк-
тура перечисленных матриц зависит как 
от рассматриваемого объекта (осесиммет-
ричные или пространственные оболочки), 
так и вида нагружения (аэродинамиче-
ская или гидродинамическая нагрузка). В 
результате решение задачи сводится к оп-
ределению и анализу комплексных собст-
венных значений  системы (1), метод 
вычисления которых также зависит от 
конкретной конфигурации. 

В численных примерах были рассмот-
рены тонкостенные конструкции, внут-
ренняя или наружная поверхности кото-
рых выполнены из таких материалов, как 
алюминий, оксид алюминия, сталь, ни-
кель, оксид циркония, сплав титана [6]. 

Из результатов анализа упругой ус-
тойчивости пустых оболочек следует, что 
критическое значение равномерного дав-
ления и форма потери устойчивости не 
зависят от консистенции ФГ материала и 
определяются только их геометрически-
ми характеристиками и заданными гра-
ничными условиями. Для любой комби-
нации граничных условий наивысшее 
значение критического давления соответ-
ствует толстостенным и коротким обо-
лочкам, тогда как номер критической гар-
моники уменьшается с возрастанием тол-
щины и длины оболочки, что качественно 
соответствует поведению изотропных 
оболочек. 

При решении задач аэроупругой ус-
тойчивости выявлено, что форма потери 

устойчивости определяется жесткостью 
материала оболочки и для ФГ материала 
она может отличаться от форм потери ус-
тойчивости чистых составляющих мате-
риалов. В случае механической нагрузки 
такая зависимость имеет место для крити-
ческих значений осевого усилия, тогда 
как критические значения внешнего или 
гидростатического давлений не зависят 
от консистенции ФГ материала и опреде-
ляются только геометрическими размера-
ми оболочки. 

Исследование аэроупругой устойчиво-
сти нагруженных оболочек показало, что 
для некоторых граничных условий с воз-
растанием величины внутреннего давле-
ния форма неустойчивости для разных 
консистенций ФГ материала остаётся не-
изменной. Однако в случае свободно 
опертых оболочек, как нагруженных, так 
и ненагруженных, она определяется за-
данной консистенцией ФГ материала. 

При анализе ФГ оболочек, заполнен-
ных неподвижной жидкостью, был прове-
рен ранее обнаруженный в случае пустых 
оболочек эффект, заключающийся в на-
личии такого отношения толщины обо-
лочки к ее радиусу, при котором мини-
мальная собственная частота достигает 
максимального значения. Проведенные 
вычисления показали, что данное явление 
справедливо только для пустых оболочек. 
В случае оболочек, заполненных жидко-
стью, увеличение относительной толщи-
ны оболочки всегда приводит к возраста-
нию минимальной частоты колебаний. 

Установлено, что собственные колеба-
ния горизонтальных эллиптических ци-
линдрических ФГ оболочек, содержащих 
неподвижную жидкость, полученные для 
разных значений параметра эллиптично-
сти, носят немонотонный характер. Осо-
бенность такого рода обусловлена сменой 
формы колебаний. 

При изучении гидроупругой устойчи-
вости были проанализированы другие из-
вестные результаты. В литературе проде-
монстрировано, что собственные частоты 
колебаний оболочки с текущей жидко-
стью очень быстро изменяются при не-
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значительном повышении объемной доли 
и после некоторой ее величины принима-
ют значение близкое к частотам, соответ-
ствующие другому составляющему мате-
риалу. Проведенными расчетами установ-
лено, что, действительно, наиболее силь-
ное падение частоты осуществляется при 
малых значениях показателя объемной 
доли. Однако асимптотического прибли-
жения к частотам, которые соответствуют 
другому составляющему материалу, не 
наблюдается. Аналогичные результаты 
имеют место и для критических скоро-
стей течения жидкости. 

В ходе исследования собственных ко-
лебаний нагретых оболочек выявлено, 
что последовательное повышение темпе-
ратуры приводит к постепенному сниже-
нию собственной частоты до тех пор, по-
ка для определенных гармоник заданная 
температура не вызывает резкое сниже-
ние частоты. Такая зависимость в целом 
определяет характер изменения собствен-
ных частот колебаний от температуры 
для оболочек с некоторыми комбинация-
ми граничных условий. 

В случае исследования упругой устой-
чивости нагретых ФГ оболочек показано, 
что для рассмотренных комбинаций гра-
ничных условий учет внешнего давления 
приводит к смене формы, по которой 
происходит потеря устойчивости (с воз-
растанием давления изменяется критиче-
ский номер гармоники). Кроме этого, 
снижение частоты колебаний при повы-
шении внутреннего давления приводит к 
тому, что при его значительной величине 
резкое падение частоты изменяется на 
монотонное снижение. 

При изучении колебаний нагретой 
оболочки, внутри которой находится 
жидкость, выявлено, что для некоторых 
конфигураций имеется определенный 
диапазон показателя объёмной доли, на 
котором критические значения темпера-
тур превышают значения для чистого ма-

териала с наибольшей жесткостью (т.е. 
керамики). Было установлено, что такое 
нехарактерное поведение проявляется в 
том случае, когда материалы имеют су-
щественно различные по величине коэф-
фициенты температурного расширения. В 
случае материалов с близкими значения-
ми такая зависимость отсутствует для 
любой из рассмотренных конфигураций. 

Гидроупругая устойчивость нагретых 
ФГ оболочек с жидкостью характеризует-
ся тем, что повышение температуры при-
водит к уменьшению критических скоро-
стей потери устойчивости, как и в случае 
композитных или изотропных оболочек. 
В случае жестко закрепленных оболочек 
снижение скорости происходит монотон-
но, однако для консольных оболочек по-
сле достижения определенного темпера-
турного порога приобретает скачкообраз-
ный характер. Природа такого поведения 
обусловлена или изменением меридио-
нальной моды, по которой происходит 
потеря устойчивости, или сменой вида 
потери устойчивости. 

При рассмотрении противоположной 
задачи, т.е. анализе термоупругой устой-
чивости ФГ оболочек, взаимодействую-
щих с текущей жидкостью, установлено, 
что зависимость критической температу-
ры от скорости течения жидкости в слу-
чае консольной оболочки носит пилооб-
разный характер и не позволяет сформи-
ровать границу потери устойчивости. При 
этом выявлено, что определенные скоро-
сти течения жидкости приводят к повы-
шению порога термоупругой устойчиво-
сти. 

На основании проведенных исследо-
ваний можно сделать вывод о том, что 
применение в тонкостенных конструкци-
ях функционально-градиентных материа-
лов позволяет обеспечить эксплуатацион-
ные преимущества изготовленных из них 
изделий, в том числе работающих в осо-
бых условиях. 
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The results of research on the dynamic behavior of cylindrical shells made of functionally graded 
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