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УДК 517.929 + 330.4 

В популярной форме описываются основные результаты, полученные в хо-
де выполнения проекта № 10-01-96054 «Математическое и компьютерное мо-
делирование эколого-экономического состояния региона: задачи идентифика-
ции, прогнозирования, достижимости и управления». 

В основе разработанного комплекса лежат концепция и фундаментальные 
результаты современной теории функционально-дифференциальных систем и 
ее приложения к конкретным классам динамических моделей. Эта теория по-
зволяет охватывать динамические модели, включающие уравнения различной 
природы с непрерывным и дискретным текущим временем: дифференциаль-
ные, интегральные, разностные и их гибриды. 

Ключевые слова: модели экономической динамики, функционально-
дифференциальные уравнения, непрерывно-дискретные системы, задачи управления. 

ВВЕДЕНИЕ 
 

Целью проекта № 10-01-96054 явля-
лась разработка математического, мо-
дельного и программного обеспечения 
для построения комплекса математиче-
ских моделей эколого-экономического 
состояния региона, учитывающего специ-
фику, многообразие и взаимосвязь про-
цессов, протекающих в регионе. Созда-

ваемый комплекс ориентирован на иссле-
дование устойчивости динамических мо-
делей, прогнозирование эколого-эконо-
мического состояния региона и решение 
задач целевого управления с нахождени-
ем управляющих параметров и соответст-
вующих траекторий развития. 

Проект выполнялся в 2010–2012 гг. на 
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базе ПГНИУ. Исполнители проекта: 
В.П. Максимов (руководитель), Д.Л. Анд-
рианов, Е.И. Бравый, Н.В. Денисова, 
М.Ю. Кулаков, С.Ю. Култышев, И.А. Мар-
тышевский, Д.А. Поносов, А.А. Поносов, 
П.М. Симонов, Д.В. Ситников, А.Л. Чадов, 
Д.Н. Шульц. 

Основные результаты опираются на 
фундаментальные положения теории так 
называемого абстрактного функциональ-
но-дифференциального уравнения 
(АФДУ) [1, 34]. 

Эта теория, разработанная с участием 
авторов проекта, охватывает широкие 
классы моделей, возникающих при иссле-
довании реальных экономических и эколо-
го-экономических процессов с учетом эф-
фектов последействия (запаздывания) и 
импульсных возмущений (шоков), приво-
дящих к скачкообразному изменению ос-
новных показателей функционирования 
изучаемой системы. Описание таких моде-
лей дается в форме систем функциональ-
но-дифференциальных уравнений, содер-
жащих интегральные, дифференциальные 
и интегро-дифференциальные слагаемые с 
распределенными и дискретными запаз-

дываниями, и, одновременно, слагаемые с 
непрерывным и дискретным временем. 

В рамках проекта проводились иссле-
дования по следующим основным на-
правлениям: 

1. Исследование гибридных динами-
ческих моделей с непрерывным и дис-
кретным временем. 

2. Разработка нового эффективного 
метода получения необходимых и доста-
точных условий разрешимости краевых 
задач для семейств функционально-диф-
ференциальных уравнений и систем. 

3. Разработка эколого-экономических 
моделей регионального уровня. 

4. Разработка методов идентификации 
непрерывно-дискретных (гибридных) 
функционально-дифференциальных мо-
делей. 

5. Разработка методик и алгоритмов 
исследования гибридных динамических 
моделей на устойчивость. 

6. Создание комплексов программ, 
реализующих результаты исследований. 

7. Проведение исследований конкрет-
ных динамических моделей регионально-
го уровня. 

 
1. ИССЛЕДОВАНИЕ ГИБРИДНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ  

С НЕПРЕРЫВНЫМ И ДИСКРЕТНЫМ ВРЕМЕНЕМ 
 

Эколого-экономические модели часто 
содержат одновременно как уравнения, 
описывающие динамику показателей в не-
прерывном времени на конечном проме-
жутке, так и уравнения с дискретным вре-
менем, характерным для эконометрических 
моделей. Теория АФДУ позволяет рассмат-
ривать такие модели с общих позиций и 
применять для их исследования результа-
ты, полученные ранее отдельно для систем 
с непрерывным временем [1, 34] и для раз-
ностных систем [3]. Такие системы естест-
венно называть гибридными, однако этот 
термин по отношению к системам уравне-
ний и моделям используется достаточно 
широко и нередко в различных смыслах. 
Поэтому представляется более уместным 
использование термина «функционально-
дифференциальные непрерывно-дискрет-

ные системы (ФД НДС)». 
Приведем пример непрерывно-дис-

кретной системы управления: 
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Первая часть системы (1) описывает 
динамику показателей в непрерывном 
времени. Вторая часть системы представ-
ляет собой подсистему с дискретным вре-
менем, часто возникающую в результате 
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эконометрического моделирования. Каж-
дая подсистема системы (1) дополняется 
связывающими операторами 12 и 21 , 
описывающими взаимное влияние пока-
зателей в непрерывном и дискретном вре-
мени. Операторы 1F  и 2F  отвечают за 
реализацию управляющих воздействий, 
направленных на непрерывную и дис-
кретную подсистемы соответственно. 

Условия (2) фиксируют начальное со-
стояние системы. Краевые условия (3) за-
даются с помощью линейного ограничен-
ного вектора-функционала l . Отметим, 
что краевые условия (3) охватывают все-
возможные линейные ограничения-равен-
ства на непрерывные и дискретные ком-
поненты системы (1). В частности, ими 
охватываются ограничения на состояние 
системы в конечном числе точек (много-
точечные), интегральные, дисконтирован-
ные и т.п. [1] 

Для системы (1)–(3) исследован во-
прос о представлении решений, получены 
условия разрешимости краевых задач и 
задач управления, разработаны алгорит-
мы построения программного управле-
ния. Под условиями разрешимости здесь 
понимаются условия, выполнение кото-
рых гарантирует возможность достиже-
ния целевых показателей. 

Отметим, что условия разрешимости 
рассматриваемых задач сформулированы 
в так называемом конструктивном виде, 
допускающем для их проверки примене-
ние специальной техники: доказательного 
вычислительного эксперимента (ДВЭ) [1, 
18, 28]. 

Широко известен подход к проведе-
нию доказательных вычислений, осно-
ванный на выполнении интервальных вы-
числений в конечномерных и функцио-
нальных пространствах и применении 
специальной техники округления в ходе 
вычислений. 

Использованный при выполнении 
проекта подход позволяет рассматривать 
существенно более широкий класс задач, 
имеющих такие особенности, как нело-
кальность операторов, наличие разрыв-

ных решений, наличие оператора внут-
ренней суперпозиции, краевые условия 
общего вида. Кроме того, при таком под-
ходе не используются интервальные вы-
числения, для которых характерен быст-
рый рост длины результирующего интер-
вала. Вместо этого используется арифме-
тика рациональных чисел со специальной 
техникой направленного округления. 

Основная идея конструктивного под-
хода заключается в том, что для исходной 
задачи строится приближенная задача с 
точно известными параметрами, которые 
позволяют провести доказательную вы-
числительную проверку условий разре-
шимости. Если приближенная задача раз-
решима, итоговый результат зависит от 
близости к ней исходной задачи. Теоре-
мы, лежащие в основе ДВЭ, допускают 
эффективную компьютерную проверку 
условий разрешимости исходной задачи. 
Если эти условия не выполняются, прихо-
дится строить новое, более точное при-
ближение исходной задачи и снова прове-
рять эти условия. 

Реализация конструктивных методов в 
виде компьютерной программы (разуме-
ется, такая программа ориентирована на 
строго определенный класс задач) позво-
ляет изучать конкретную задачу, много-
кратно повторяя ДВЭ. Теоретическое 
обоснование и детали практической реа-
лизации ДВЭ для изучения функциональ-
но-дифференциальных систем представ-
лены в [28]. Ясно, что ДВЭ подразумева-
ет построение и достаточно точную ап-
проксимацию основных параметров сис-
темы линейных алгебраических уравне-
ний (СЛАУ) с гарантированными оценка-
ми погрешностей. Эффективная доказа-
тельная (компьютерно-ориентированная) 
техника таких построений для определен-
ных классов функционально-дифферен-
циальных уравнений предложена в [1]. 

Регулярно при исследовании постро-
енной модели возникают ситуации, когда 
они, несмотря на соответствие модели-
руемому объекту, оказываются противо-
речивыми, а задачи управления, постав-
ленные для них, – неразрешимыми. В 
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рамках проекта разработаны и реализова-
ны алгоритмы коррекции противоречи-
вых задач управления для динамических 
моделей экономического и эколого-эко-
номического развития. Такая коррекция, 
использующая идею ослабления «наибо-
лее критичных» ограничений, состоит из 
пяти основных этапов: 

1. Обнаружение противоречивости ди-
намической модели в исходной форме. 

2. Приведение исходной формы моде-
ли к канонической форме. 

3. Анализ и расстановка приоритетов 

в списке целей и ограничений. 
4. Пользовательский выбор типа дина-

мической коррекции. В зависимости от 
специфики задачи возможна ресурсная 
коррекция, допускающая изменение толь-
ко количественных параметров системы, 
и структурная коррекция, допускающая 
изменения отдельных уравнений систе-
мы, то есть характера взаимосвязи эконо-
мических параметров. 

5. Обработка результатов коррекции. 
Блок-схема алгоритма динамической 

коррекции представлена на рис. 1. 

 
2. РАЗРАБОТКА НОВОГО ЭФФЕКТИВНОГО МЕТОДА ПОЛУЧЕНИЯ 
НЕОБХОДИМЫХ И ДОСТАТОЧНЫХ УСЛОВИЙ РАЗРЕШИМОСТИ 

КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ СЕМЕЙСТВ ФДУ 
 
В случае, когда управляющие воздей-

ствия в системе (1) заданы (например 
сценарно), возникает вопрос о разреши-
мости задачи (1), (3), которая называется 
краевой задачей. 

Для отдельных классов краевых задач 

разработан новый метод нахождения не-
обходимых и достаточных условий разре-
шимости краевых задач для линейных 
функционально-дифференциальных урав-
нений. Найдены оптимальные условия 
разрешимости многих важных краевых за-

Рис. 1. Алгоритм динамической коррекции 
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дач. Улучшены известные из литературы 
результаты, в частности результаты груп-
пы чешских и грузинских математиков. 

Предложенный метод заключается в 
выборе в заданном классе краевых задач 
такой краевой задачи с простой структу-
рой, что ее разрешимость гарантирует 
разрешимость всех остальных краевых 
задач рассматриваемого класса. Так как 
условия однозначной разрешимости этого 
«самого плохого» объекта в данном клас-
се обычно могут быть найдены точно, 
можно получить необходимые и доста-
точные условия однозначной разрешимо-
сти для всего выбранного класса. 

Если же для «самой плохой» краевой 
задачи невозможно получить условия од-

нозначной разрешимости в явном (фор-
мульном) виде, то можно прибегнуть к 
численному или конструктивному компь-
ютерному исследованию этого уравнения 
и все-таки получить необходимые и дос-
таточные признаки разрешимости для 
всего класса. Метод эффективен, прежде 
всего, для функционально-диффференци-
альных уравнений с, вообще говоря, не-
вольтерровыми операторами, представи-
мыми в виде разности двух монотонных 
операторов (эта ситуация типична для ма-
тематических моделей, возникающих при 
описании реальных экономических и фи-
зических процессов). 

Основные результаты исследований 
представлены в монографии [7]. 

 
3. РАЗРАБОТКА ЭКОЛОГО-ЭКОНОМИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ 

РЕГИОНАЛЬНОГО УРОВНЯ И МЕТОДОВ ИХ ИДЕНТИФИКАЦИИ 
 
В рамках этого направления разрабо-

тана общая структура эколого-экономи-
ческих моделей регионального уровня со 
спецификацией, позволяющей учитывать 
разнообразие региональных систем и воз-
можность настройки на специфику кон-
кретного региона. Кроме того, предложе-
ны методы, методики и алгоритмы иден-

тификации эколого-экономических моде-
лей регионального уровня по прямым и 
косвенным измерениям входных и выход-
ных характеристик, а также разработаны 
методы и алгоритмы исследования эколо-
го-экономических моделей регионально-
го уровня на устойчивость, описываемые 
в следующих разделах. 

 
4. РАЗРАБОТКА МЕТОДОВ ИДЕНТИФИКАЦИИ НЕПРЕРЫВНО-

ДИСКРЕТНЫХ (ГИБРИДНЫХ) ФУНКЦИОНАЛЬНО-
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ МОДЕЛЕЙ 

 
Задача идентификации систем, описы-

вающих динамику процессов изменения 
экологических и экономических показа-
телей на уровне региона, ставится как за-
дача оценки параметров математической 
модели после задания ее структуры 
(структурной формы модели) и проведе-
ния ее спецификации с выделением вход-
ных и выходных переменных, а также пе-
ременных, которые в дальнейшем (после 
идентификации модели) предполагается 
использовать как управляющие воздейст-
вия. Структурная форма модели фиксиру-
ется и при дальнейшем рассмотрении ис-
пользуется в качестве гипотезы, которая 

может быть изменена только после оцен-
ки результатов использования построен-
ной модели для решения задач прогнози-
рования и управления. Оценка парамет-
ров (коэффициентов) модели проводится 
по результатам наблюдений за входными 
и выходными характеристиками модели-
руемой системы. 

Вводится понятие эпсилон-идентифи-
кации модели, которое гарантирует попа-
дание ее характеристик в пространстве на-
блюдений в эпсилон-окрестность наблю-
даемых значений. Основные результаты 
об условиях разрешимости задачи эпси-
лон-идентификации изложены в [12–14]. 
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5. РАЗРАБОТКА МЕТОДИК И АЛГОРИТМОВ ИССЛЕДОВАНИЯ 
ГИБРИДНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ НА УСТОЙЧИВОСТЬ 
 
В ходе выполнения исследований полу-

чены принципиальные результаты по ус-
тойчивости непрерывно-дискретных (гиб-
ридных) систем. Рассматриваемый класс 
гибридных систем содержит подсистему 
функционально-дифференциальных урав-
нений с обыкновенными производными, 
нагруженную компонентами, относящими-
ся к подсистеме разностных уравнений. 

Все уравнения гибридной системы за-
писаны в операторной форме с участием 
операторов, обладающих свойством воль-
терровости (эволюционности) и ограни-
ченности относительно заданного семей-
ства полунорм. Сформулирована и дока-
зана теорема об условиях устойчивости в 
терминах компонент, связанных с упомя-
нутыми подсистемами. При этом сущест-
венно используются изученные ранее ис-
полнителями проекта элементы представ-
ления общего решения: фундаментальная 
матрица и матрица Коши (для систем с 

непрерывным временем и для систем с 
дискретным временем). Проверка предла-
гаемых условий сводится к исследованию 
обратимости оператора, составляемого 
конструктивно из упомянутых компонент 
представления. 

Получены достаточные условия ус-
тойчивости непрерывно-дискретных 
функционально-дифференциальных сис-
тем (НД ФДС), состоящих из n  автоном-
ных уравнений. Они включают 

0k ( k n )   дифференциальных уравне-
ний первого порядка с одинаковым по-
стоянным запаздыванием и n k  разност-
ных уравнений первого порядка. Получе-
ны теоремы о связи устойчивости реше-
ний НД ФДС с оценками нормы обоб-
щенного оператора Коши. Доказан аналог 
теоремы Боля–Перрона для гибридных 
систем. Подробное изложение результа-
тов приводится в статьях [15, 30, 31]. 

 
6. СОЗДАНИЕ КОМПЛЕКСОВ ПРОГРАММ, РЕАЛИЗУЮЩИХ 

РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЙ 
 
Результаты проведенных в рамках гран-

та исследований легли в основу следую-
щих разработанных комплексов программ. 

 
6.1. Комплекс программ подготов-

ки данных для решения задачи про-
гнозирования эколого-экономическо-
го состояния 

Комплекс программ для подготовки 
данных реализован средствами аналити-
ческого комплекса «Прогноз» [2] и пред-
назначен для сбора исходных данных и 
их представления в виде, удобном для 
моделирования и использования в других 
программных продуктах. При построении 
моделей ключевых показателей эколого-
экономического развития Пермского края 
использовались данные статистических 
сборников и периодических изданий, 
публикуемых Росстатом: сборник «Регио-

ны России. Социально-экономические по-
казатели» (2010 г. и более ранние изда-
ния); доклад «Социально-экономическое 
положение России» (январь–август 
2011 г. и более ранние издания). 

Информация в этих источниках отра-
жается с месячной, квартальной и годо-
вой периодичностью. Запаздывание пре-
доставляемой информации составляет до 
года для годовой информации и до меся-
ца для ежемесячных данных. Основной 
объем годовых показателей представлен с 
1995 года; месячная информация – с 1999 
года. Объем информации, заносимой в 
базу данных, составляет около 100 тыс. 
записей раз в месяц; около 350 тыс. запи-
сей дополнительно раз в год. 

С 2005 года структура показателей 
доклада претерпела изменения в связи с 
переходом на виды экономической дея-
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тельности (ОКВЭД). На текущий момент 
загружена вся информация в структуре 
ОКОНХ и данные в структуре ОКВЭД. 

 
6.2. Комплекс программ «Анализ 

устойчивости эколого-экономиче-
ского развития региона» 

При проверке адекватности модели 
как существующей, так и проектируемой 
системы реально может быть использова-
но лишь ограниченное подмножество 
всех возможных значений входных пара-
метров (рабочей нагрузки и внешней сре-
ды). В связи с этим для обоснования дос-
товерности получаемых результатов мо-
делирования большое значение имеет 
проверка устойчивости модели. Как из-
вестно, в теории моделирования это поня-
тие трактуется следующим образом. Ус-
тойчивость модели – это ее способность 
сохранять адекватность при исследова-
нии эффективности системы на всем воз-
можном диапазоне рабочей нагрузки, а 
также при внесении изменений в конфи-
гурацию системы. 

В общем случае можно утверждать, 
что чем ближе структура модели структу-

ре системы и чем выше степень детализа-
ции, тем устойчивее модель. Устойчи-
вость результатов моделирования может 
быть также оценена методами математи-
ческой статистики. 

Как известно, одним из таких методов 
является тест Чоу, который применяется 
для проверки регрессионной однородно-
сти двух выборок данных. К изменяемым 
параметрам теста относятся: объясняю-
щие ряды (факторы, которые воздейству-
ют на поведение объясняемой перемен-
ной), тип теста (выбирается в зависимо-
сти от соотношения количества элемен-
тов в группах), уровень значимости, спо-
соб разбиения на группы наблюдений и 
некоторые другие. 

Типичные результаты проведения тес-
та Чоу представляются в таблице (рис. 2). 

Очевидно, что устойчивость является 
положительным свойством модели. Одна-
ко если изменение входных воздействий 
или параметров модели (в некотором за-
данном диапазоне) не отражается на зна-
чениях выходных параметров, то польза 
от такой модели невелика. В связи с этим 
возникает задача оценивания чувстви-

Рис. 2. Тест Чоу на устойчивость 
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тельности модели к изменению парамет-
ров рабочей нагрузки и внутренних пара-
метров самой системы. 

Анализ чувствительности предназна-
чен для оценки конечного влияния изме-
нений экзогенных переменных на ключе-
вые индикаторы, учитывающие прямые, 
косвенные и обратные связи между пере-
менными модели. Пример проведения та-
кой оценки представлен на рис. 3. 

Слева отображается график экзогенной 
переменной по трем сценариям. Первый 
сценарий базовый. Два других сценария – 
это изменение (увеличение и уменьшение) 
значений выбранной экзогенной перемен-
ной относительно базового на некоторый 
процент. Справа приведены графики ре-
зультирующих показателей модели. На 
графиках представлено изменение значе-
ния результирующего показателя вследст-
вие изменения выбранной экзогенной вели-
чины по соответствующим сценариям. 

 
6.3. Комплекс программ «Решение 

задач целевого управления для эколо-
го-экономических моделей региона» 

Описанные в пп. 6.1. и 6.2. программ-
ные комплексы позволили перейти к ос-

новной задаче проекта в целом: исследо-
ванию задач достижимости и целевого 
управления для конкретных моделей ре-
гионального уровня для различных вари-
антов включения в модель показателей и 
характеристик социального, экологиче-
ского и экономического состояния регио-
на на базе моделей, создаваемых с помо-
щью Контейнера моделирования Анали-
тического комплекса «ПРОГНОЗ». 

Основным результатом этой работы 
стал разработанный комплекс программ, 
позволяющий: 

– идентифицировать модели, содержа-
щие показатели социального, экологиче-
ского и экономического состояния региона; 

– исследовать задачи на достижимость 
и существование целевых управлений; 

– исследовать на устойчивость кон-
кретные региональные модели; 

– визуализировать решения задач це-
левого управления с построением про-
граммных управлений и траекторий для 
различных вариантов включения в мо-
дель показателей и характеристик соци-
ального, экологического и экономическо-
го состояния региона. 

С использованием этого комплекса 

Рис. 3. Анализ чувствительности к отклонениям экзогенной переменной 
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проведено исследование конкретных ди-
намических моделей регионального уров-
ня, решены типовые задачи целевого 
управления с построением программных 
управляющих воздействий и соответст-

вующих траекторий. 
В следующем разделе приводится в 

качестве иллюстрации один пример тако-
го исследования. 

 
7. ИЛЛЮСТРИРУЮЩИЙ ПРИМЕР 

 
В основе примера лежит эколого-эко-

номическая модель [27] вида 
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где C  – конечное потребление, P  – за-
грязнение, R  – добыча, Q  – остаток ре-
сурса  1 2( R( t ) R ( t ),R ( t ) , где 1R ( t )  – 

возобновляемые ресурсы, 2R ( t ) – нево-
зобновляемые), K  – капитал, L  – труд 
(рабочая сила), I  – инвестиции, A  – рас-
ходы на снижение загрязнения. 

Тогда тройка ( C,Q,A )  определяет эко-
лого-экономическую политику центра. 
Формализация базовой модели может 
быть представлена в следующем виде. 

Критерий выбора эколого-экономиче-
ской политики: 

  max,W C,Q, A   
где ( , , )W C Q A  – функция благосостояния 
региона. Уравнения динамики показате-
лей описываются системой (4). 

Данная модель была дополнена (кон-
кретизирована) следующими блоками по-
казателей.  

Блок, характеризующий внешние свя-
зи региона, представлен такими показате-
лями, как экспорт (x1(t)) и импорт (x2(t)) 
Пермского края. В основу построения мо-
дели экспорта были заложены следующие 
предпосылки: 

– учет цены продуктов, имеющих 
большой вес в товарном составе экспорта 
(нефтепродукты и удобрения). Данные 
факторы оказывают стимулирующее воз-
действие на предложение этих продуктов 
и, как следствие, приводят к увеличению 
экспорта; 

– учет развития регионального произ-
водства как фактора, способного отразить 
создание конкурентоспособной продук-
ции, таким образом, оказывающего поло-
жительное влияние на экспорт; 

– учет политики ЦБ РФ в плане уста-
новления курса рубля по отношению к 
доллару США. При предположении, что 
все расчеты с внешними заказчиками 
производятся в долларах, ослабление руб-
ля стимулирует экспорт. 

При моделировании импорта Перм-
ского края был осуществлен перебор ви-
дов деятельности региона, которые на те-
кущий момент слаборазвиты и по ним 
край вынужден закупать импортные това-
ры. Таким образом, стимулирование раз-
вития этих отраслей повышает конкурен-
тоспособность местных товаров и оказы-
вает отрицательное воздействие на им-
порт. Импорт, пересчитанный в рублях, 
моделировался в номинальных темпах 
прироста, и поэтому на него оказывало 
положительное воздействие увеличение 
уровня цен в регионе (ИПЦ). 

Блок, характеризующий развитие про-
мышленного сектора Пермского края, 
представлен развитием составляющих 
промышленности согласно ОКВЭД 
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(группы С+D+E). Другими словами, ин-
декс промышленного производства (x3(t)) 
Пермского края напрямую моделируется 
от развития «добывающей» (x4(t)), «обра-
батывающей» (x6(t)) и «производства 
электроэнергии, газа и воды» (x5(t)) отрас-
лей. В свою очередь, при моделировании 
указанных видов деятельности были уч-
тены следующие взаимосвязи: 

– стимулирующее влияние оказывают 
инвестиции в конкретный вид деятельно-
сти, рост числа экономически активного 
населения, повышение спроса на продук-
цию, производимую в результате данным 
видом деятельности (улучшение уровня 
жизни населения, рост внешнего спроса и 
т.д.); 

– отрицательное воздействие оказыва-
ют показатели, отражающие снижение 
возможности у населения приобретать 
продукцию данной отрасли (рост различ-
ных тарифов). 

Блок, характеризующий уровень цен в 
регионе, в модели рассмотрен как изме-
нение уровня потребительских цен (ИПЦ, 
x7(t)) и цен производителей (ИЦП, x8(t)). 
При моделировании ИПЦ Пермского 
края было учтено, что выбранный регион 
является подсистемой более крупной сис-
темы, а именно Российской Федерации, 
таким образом, инфляция в регионе поло-
жительно зависит от инфляции в стране, 
от уровня инфляции в предыдущий мо-
мент времени, а также от тарифной поли-
тики, выбранной в регионе. 

ИЦП отображает повышение уровня 
цен ресурсов (в частности из-за повыше-
ния затрат на транспортировку), поэтому 
модель данного показателя включает сле-
дующие факторы, оказывающие положи-
тельное влияние: изменение мировой це-
ны на нефть, тарифов на транспортиров-
ку, а также уровень цен производителей в 
предыдущий момент времени. 

Блок, характеризующий инвестицион-
ный климат в крае, представлен единст-
венным показателем – инвестициями в 
основной капитал (x9(t)). Данный показа-
тель является агрегированным, поскольку 
он учитывает инвестиции как за счет при-

влеченных, так и за счет собственных 
средств предприятий. Таким образом, по-
ложительное влияние будут оказывать 
следующие факторы: уровень развития 
производства в регионе (способствует 
увеличению инвестиций за свой счет), 
инвестиции из региональных бюджетов, а 
также количество выданных кредитов 
(способствует увеличению привлеченных 
инвестиций). 

Блок, характеризующий развитие бан-
ковского сектора, в модели представлен 
показателем «реальные темпы роста объ-
емов кредитов и прочих размещенных 
средств, предоставленных организациям 
(x10(t))». Безусловно, на него отрицатель-
но влияет уровень инфляции в регионе, а 
положительное воздействие оказывает 
повышение уровня жизни населения (ре-
альных доходов населения – как основно-
го источника денежных средств банков), 
а также развитость промышленности ре-
гиона. 

Блок, характеризующий развитие ре-
гиона с точки зрения выполненных работ 
по виду деятельности «строительство», 
представлен соответствующим показате-
лем (x11(t)), который положительно зависит 
от уровня жизни населения и обеспеченно-
сти строительными материалами (показа-
тель «обрабатывающие производства»). 

Блок, характеризующий уровень жизни 
населения, содержит в себе два показате-
ля: «реальные денежные доходы населе-
ния (x12(t))» и «численность экономически 
активного населения (ЭАН, x13(t))». Уве-
личение доходов населения обеспечивает-
ся за счет развития производства в регио-
не и, как следствие, повышением заработ-
ных плат рабочим, а также увеличением 
расходов бюджетов субъектов в части вы-
плат заработных плат в бюджетных учре-
ждениях и различными субсидиями насе-
лению. Отрицательное воздействие оказы-
вает повышение уровня цен (ИПЦ). 

При моделировании численности 
ЭАН был учтен тот факт, что при разви-
том промышленном производстве в ре-
гионе и большом числе занятых в эконо-
мике людей по стране возможна внутрен-
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няя миграция населения, которая увели-
чит численность ЭАН конкретного регио-
на. Отрицательное воздействие оказывает 
экологическая обстановка в регионе, а 
именно выбросы в атмосферу различных 
загрязняющих веществ, а также сбросы 
загрязненных сточных вод в поверхност-
ные водные объекты. 

Блок, характеризующий торговые от-
ношения в регионе, содержит показатель 
«оборот розничной торговли всеми пред-
приятиями и организациями (x14(t))». Без-
условно, на него оказывает положитель-
ное влияние улучшение уровня жизни на-
селения, а также факторы, отражающие 
объем предложения продукции (обраба-
тывающей промышленности). 

Блок, характеризующий степень разви-
тия экологической составляющей Перм-
ского края, представлен двумя показателя-
ми: «объемом выбросов загрязняющих ве-
ществ в атмосферу (x15(t))» и «сбросом за-
грязненных сточных вод в поверхностные 
водные объекты (x16(t))». Модели этих 
факторов основаны на том, что при увели-
чении темпов развития промышленности 
и активном росте численности ЭАН уве-
личивается загрязнение окружающей сре-
ды. Инвестиции в этот блок снижают уро-
вень этих показателей. Кроме всего проче-
го, в моделях учтены значения выбранных 
показателей в предыдущий момент време-

ни. Таким образом, был сформирован ряд 
переменных модели. 

Фазовые переменные (в % к соответ-
ствующему периоду предыдущего года) – 
все переменные, описанные выше. 

Экзогенные переменные (в % к соот-
ветствующему периоду предыдущего го-
да): g17(t) – мировая цена на нефть (при-
рост); g18(t) – мировая цена на пшеницу 
(прирост); g19(t) – уровень средних цен на 
калийные удобрения (прирост); g20(t) – 
фиктивная переменная, I квартал; g21(t) – 
индекс мировых цен на металлы (при-
рост); g22(t) – ИПЦ по РФ; g23(t) – офици-
альный курс рубля к доллару США (при-
рост). 

Управляющие переменные (в % к со-
ответствующему периоду предыдущего 
года): u1(t) – инвестиции в основной капи-
тал за счет средств бюджетов субъектов 
РФ и местных бюджетов (прирост); u2(t) – 
индексы тарифов на грузовые перевозки 
всеми видами грузового транспорта; 
u3(t) – рост цен (регулируемых тарифов и 
рыночных цен) на электроэнергию для 
всех категорий потребителей. 

Результатом решения задачи (после ее 
дискретизации по времени и применения 
процедуры динамической коррекции по 
ресурсам) являются реализуемые про-
граммные управления и соответствующие 
траектории фазовых переменных. 
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MATHEMATICAL AND COMPUTER MODELING OF ECOLOGICAL AND ECONOMIC 

STATE FOR A REGION: PROBLEMS OF IDENTIFICATION, FORECASTING, 
ATTAINABILITY AND CONTROL 

 
А.L. Chadov 

 
The main results obtained during the project № 10-01-96054 “Mathematical and computer 

modeling of ecological and economic state for a region: problems of identification, forecasting, 
attainability and control” are described in this paper in a popular form. The aim of the project was to 
develop mathematical and software bases for construction of mathematical models complex of 
ecological and economic state of the region taking into account the specifications, diversity and 
relationship processes occurring in the region. The created complex is focused on studying the 
stability of dynamic models, forecasting ecological and economic state of the region and solving 
control problems with finding the control variables and corresponding trajectory of development. 
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