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УДК 539.3 

Рассматривается двухуровневая модель для описания неупругого дефор-
мирования поликристаллических материалов, в том числе эволюции внутрен-
ней структуры. Предложен оригинальный вариант согласования определяю-
щих соотношений различных масштабных уровней, который позволяет, в част-
ности, получить однозначное определение независящей от выбора системы 
отсчета производной тензора напряжений Коши на макроуровне, входящей в 
определяющее соотношение макроуровня при рассмотрении больших дефор-
маций. На основе физического анализа предложены законы упрочнения и ро-
тации решеток кристаллитов. С использованием разработанных алгоритмов 
реализации многоуровневых моделей для простых нагружений выполнены 
численные эксперименты и проанализированы результаты расчетов. Установ-
лено, что эти результаты находятся в хорошем соответствии с эксперимен-
тальными данными. Рассматриваются вопросы, связанные с  формированием 
остаточных мезонапряжений в отдельных зернах поликристалла, остающихся 
в представительном макрообъеме после его разгрузки. 

Ключевые слова: математическое моделирование, двухуровневые модели, 
интенсивные пластические деформации, микроструктура, дислокация, текстура, 
упрочнение. 

 
Мезо- и микроструктура материала су-

щественным образом эволюционируют в 
процессе деформирования (особенно в про-

цессах, сопровождающихся интенсивными 
пластическими деформациями – ИПД). С 
одной стороны, макронагружения (макро-
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деформации) являются источником, дви-
жущей силой изменения мезо- и микро-
структуры; с другой стороны, эволюция 
мезо- и микроструктуры является факто-
ром, определяющим поведение материала 
на макроуровне. Таким образом, управляя 
внутренней структурой, можно управлять 
свойствами материалов на макроуровне. 
Поэтому в настоящее время при разработке 
математических моделей технологических 
процессов, в нелинейной механике дефор-
мируемого твердого тела (МДТТ) одной из 
наиболее актуальных проблем является по-
строение моделей, описывающих эволю- 
 

цию мезо- и микроструктуры поликристал-
лических материалов [2, 13]. 

Следует отметить, что эксперимен-
тальные методы разработки технологиче-
ских процессов, использующих ИПД, тре-
буют существенных материальных и вре-
менных затрат, причем изучение эволю-
ции свойств и структуры материала в ходе 
процесса не представляется возможным 
(можно только анализировать состояние 
структуры на момент окончания воздейст-
вия), поэтому при решении такого рода за-
дач особенно важную роль играют методы 
математического моделирования. 

1. СТРУКТУРА ДВУХУРОВНЕВОЙ МОДЕЛИ НЕУПРУГОГО 
ДЕФОРМИРОВАНИЯ ПОЛИКРИСТАЛЛОВ 

 
При моделировании неупругого де-

формирования поликристаллических ме-
таллов будет пользоваться многоуровне-
вый подход [1, 7, 8]; при этом иерархию 
масштабных уровней можно определить 
следующим образом: макроуровень – ме-
зоуровень (уровень кристаллита (зерна, 
субзерна, фрагмента)) – микроуровень 
(дислокационная структура) (рис. 1). 
Структуру конститутивных соотношений 
рассмотрим на примере двухуровневой 
(макро- и мезоуровни) модели неупругого 
изотермического деформирования поли-
кристаллических материалов. 

На макроуровне рассматривается пред-
ставительный объем поликристаллическо-
го металла, состоящий из совокупности 
кристаллитов – элементов мезоуровня. 

Конститутивная модель макроуровня 
представляется следующей совокупно-
стью соотношений (здесь и далее парамет-
ры макроуровня обозначаются заглавны-

ми буквами, соответствующие параметры 
мезоуровня – аналогичными строчными): 
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где Σ  – тензор напряжений Коши, П – 
тензор модулей упругости, D, e ,D  inD  – 
тензор деформации скорости, его упругая 
и неупругая составляющие, индекс «r» 
означает независящую от выбора систе-
мы отсчета производную, Ω  – тензор, 
описывающий движение подвижной сис-
темы координат, относительно которой 
определяется собственно деформацион-
ное движение на макроуровне; ( ) ,iπ  ( ) ,iσ  

in
( ) ,id  ( ) ,iω  ( )io  – тензоры модулей упруго-

Рис. 1. Схематичное представление иерархии масштабных уровней при моделировании 
поликристаллических металлов (слева направо: макроуровень, мезоуровень, микроуровень) 



КОНКУРСЫ 

 123 

сти, напряжений, неупругой составляю-
щей деформации скорости, спина и ори-
ентации i-го кристаллита, N – число кри-
сталлитов, образующих представитель-
ный макрообъем. 

На мезоуровне в качестве элемента 
принимается кристаллит (зерно, субзер-
но, фрагмент) с определенным типом ре-
шетки (рассматриваются ГЦК, ОЦК, 
ГПУ-металлы), обладающий соответст-
вующими анизотропными упругими 
свойствами и набором внутризеренных 
систем скольжения. Для моделирования 
взаимодействия зерен кристаллиту при-
писываются характеристики его границ. 
Ориентация кристаллической решетки 
описывается тремя углами Эйлера или 
кватернионом, задающими ориентацию 
кристаллографической системы коорди-
нат (КСК) относительно фиксированной 
лабораторной системы координат (ЛСК). 
Поведение кристаллитов описывается мо-
делью мезоуровня, явно учитывающей 
физические механизмы деформирования. 

На уровне кристаллита в двухуровне-
вой модели используется следующая сис-
тема соотношений (номер кристаллита 
опущен): 
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где σ  – тензор напряжений Коши, п – 
тензор четвертого ранга упругих свойств 
кристаллита, ,d  e ,d  ind  – тензор дефор-
мации скорости, его упругая и неупругая 

составляющие на мезоуровне, ( )γ ,i   ( )τ i
c  – 

накопленный сдвиг и критическое напря-
жение сдвига по i-й системе скольжения 
(СС), ( )

( )
i
Sm  – симметричная часть ориен-

тационного тензора i-й системы скольже-
ния, ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) 1/2( )i i i i i
S m = b n n b , ( ) ,ib   ( )in  – 

единичные векторы в направлении векто-
ра Бюргерса и нормали к плоскости сколь-
жения; 0γ ,  n  – константы материала: ха-
рактерная скорость сдвигов при равенстве 
касательных напряжений на СС критиче-
ским и константа скоростной чувствитель-
ности материала, ( )i  – действующее в i-й 
системе скольжения касательное напряже-
ние, ( ) ( ) ( )b n :i i i  σ ,  H   – функция Хэ-
висайда, K  – число систем скольжения 
для рассматриваемого типа решетки, о – 
тензор текущей ориентации кристалло-
графической системы координат кристал-
лита относительно фиксированной лабо-
раторной системы координат. 

В качестве определяющего соотноше-
ния (уравнения состояния) на мезоуровне 
выступает закон Гука в скоростной фор-
ме (21), при этом учитывается геометри-
ческая нелинейность: квазитвердое дви-
жение на мезоуровне связывается с пово-
ротом решетки (кристаллографической 
системы координат); в коротационной 
производной тензора напряжений Коши 

rσ  фигурирует тензор спина ω , характе-
ризующий скорость вращения кристалли-
ческой решетки. 

Для передачи воздействия, осуществ-
ляемого на макроуровне, на низшие мас-
штабные уровни в модели применяется 
обобщенная гипотеза Фойгта, согласно 
которой градиент скорости перемещений 
для каждого кристаллита совпадает с гра-
диентом скорости перемещений макро-
уровня ˆ ˆ  v V . 

Ключевым вопросом при построении 
многоуровневых моделей является связь 
внутренних переменных верхнего мас-
штабного уровня с переменными мезо-
уровня. Авторами предлагается подход к 
определению этих связей на основе обес-
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печения полного согласования определяю-
щих соотношений и характеристик напря-
женно-деформированного состояния на 
различных масштабных уровнях (напря-
жений и скоростей деформаций, упругих 
свойств), согласно которому однозначно 
определяются скорости неупругих дефор-
маций и конкретизируется вид независя-
щей от выбора системы отсчета производ-
ной на верхнем масштабном уровне. 

Рассмотрена задача согласования оп-
ределяющих соотношений различных 
масштабных уровней в двухуровневых 
моделях неупругого деформирования, од-
ним из результатов решения которой яви-
лось определение квазитвердого движе-
ния на макроуровне Ω  и неупругой со-
ставляющей тензора скорости деформа-
ции на макроуровне inD , обеспечиваю-
щих выполнение априори принимаемых 
условий согласования: 

 πΠ ,  < >Σ σ ,    D d . (3) 
Показано, что для выполнения усло-

вий (3) в совокупности с системами урав-
нений (1), (2), тензоры спина Ω  и неуп- 

 

ругой составляющей тензора деформации 
скорости inD  следует определить соотно-
шениями [1]: 

=< >Ω ω ,    (4) 
1
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ω σ σ ω
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где штрихами обозначены отклонения со-
ответствующих величин от их средних зна-
чений по представительному макрообъему. 

Разработанную методику можно при-
менить для широкого класса конститу-
тивных моделей с использованием внут-
ренних переменных (когда соотношения 
являются дифференциальными, например 
для соотношений максвелловского типа). 

Из результатов, приведенных на рис. 2, 
видно, что условия согласования обеспечи-
вают полное соответствие между макрона-
пряжениями и осредненными напряжения-
ми мезоуровня, в то время как при исполь-
зовании «обычного» осреднения спинов и 
неупругих частей скорости деформации от-
клонения значительны и возрастают с рос-
том интенсивности деформаций. 

Рис. 2. Эволюция напряжений на макроуровне и осредненных напряжений мезоуровня  
при использовании условий согласования (слева) и при их отсутствии (справа) 
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2. ОПИСАНИЕ УПРОЧНЕНИЯ В МОНО- И ПОЛИКРИСТАЛЛАХ 
 

Одним из важнейших направлений 
развития многоуровневых моделей явля-
ется усовершенствование моделей мезо-
уровня. Одним из ключевых факторов, 
определяющих поведение материала, яв-
ляется изменение в процессе деформиро-
вания критических напряжений сдвигов 
по внутризеренным системам скольже-
ния, определяемым соотношением (24) 
мезоуровня двухуровневой конститутив-
ной модели (1)–(2). Соответствующие со-
отношения, описывающие скорость изме-
нения критических сдвиговых напряже-
ний от параметров, характеризующих 
микроструктуру материала, принято на-
зывать законами упрочнения. Эти законы 
по сути своей отражают эволюцию мезо- 
и микроструктуры материала, а точнее – 
эволюцию дефектной структуры при не-
упругом деформировании, в первую оче-
редь – изменения в дислокационной 
структуре деформируемого материала. 
Изменение вида законов упрочнения (и 
значений входящих в него материальных 
констант) существенным образом влияет 
на результаты моделирования, поэтому в 
этих соотношениях важно учитывать по 
возможности большее число механизмов 
неупругого деформирования (существен-
ных для исследуемого процесса) на мезо- 
и микроуровне. 

Здесь, следуя [5, 6, 14], предлагается 
подход к описанию упрочнения в моно- и 
поликристаллах, связанный с физическим 
анализом механизмов взаимодействия 
дислокаций друг с другом и с границами 
зерен. Рассматриваются некоторые физи-
ческие механизмы упрочнения, предлага-
ется разделение упрочнения на неориен-
тированное и ориентированное. Первое 
описывает упрочнение независимо от на-
правления деформирования (образование 
пересечений дислокаций, жгутов, кос, 
барьеров Ломера–Коттрелла); такое уп-
рочнение приводит к увеличению крити-
ческого напряжения сдвига сразу на мно-
гих СС. Второе связано с накоплением 
упругой энергии на «поджатых дислока-

циях» (на различных барьерах), эта энер-
гия может высвобождаться при «разворо-
те» направления деформирования. Запа-
саемая на микродефектах энергия, в свою 
очередь, разделяется на два типа: не вы-
свобождаемая на микро- и мезодеформа-
циях и высвобождаемая; доля «высвобо-
ждаемости» зависит от сложности нагру-
жения. Рассматриваемые механизмы уп-
рочнения являются в значительной степе-
ни независимыми, в силу чего принима-
ется гипотеза об аддитивности «вкладов» 
от различных механизмов в изменение 
критических напряжений сдвига СС. 

В качестве основного слагаемого в за-
коне упрочнения рассматривается степен-
ной закон вида 
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учитывающий взаимодействие дислока-
ций леса и модифицированный с целью 
учета сложности предшествующего на-
гружения. 

В рамках указанной выше гипотезы об 
аддитивности скоростей критических на-
пряжений сдвига, степенной закон (6) до-
полняется слагаемыми, учитывающими 
основные механизмы возникновения пре-
пятствий движению дислокаций при пла-
стическом деформировании, не учтенны-
ми первым (степенным) слагаемым: 
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где      
1 2α ,α , ,αi i i

n ;      
1 2β ,β , ,βi i i

m  и 
     
1 2δ ,δ , ,δi i i

p  – наборы внутренних пере-
менных, характеризующих соответствую-
щие механизмы (вообще говоря, прини-
мающие различные значения в каждый 
момент деформирования для разных сис-
тем скольжения) [14]. Здесь слагаемое 

        ( ) ( )
1 2γ , γ ;α ,α , ,αk i i ii i

ЛК nf    описывает 

дополнительное упрочнение за счет реак-
ций на расщепленных дислокациях (с об-
разованием барьеров Ломера–Коттрелла), 

        ( ) ( )
1 2γ , γ ;β ,β , ,βk i i ii i

ан mf    учитывает 

уменьшение критических напряжений 
при реверсивном скольжении за счет ан-
нигиляции дислокаций, 

        ( ) ( )
1 2γ , γ ;δ ,δ , ,δk i i ii i

ЗГУ pf    отвечает за 

дополнительное упрочнение, возникаю-
щее при взаимодействии внутризеренных 
дислокаций с границами зерен. 

Подход к описанию неориентирован-
ного упрочнения иллюстрируется на при-
мере описания дополнительного упрочне-
ния за счет образования барьеров Ломе-
ра–Коттрелла. Определяются внутренние 
переменные, дополнительная функция 
упрочнения ( )i

ЛКf  принимается в виде 
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где γЭДУ  – энергия дефекта упаковки 
(ЭДУ) исследуемого материала, γ*ЭДУ  – 
критическое значение ЭДУ материала, при 
превышении которого данный механизм 
полагается малозначимым, *N  – число 
СС, сопряженных к данной (т.е. СС, дисло-
кации которых могут реагировать с дисло-
кациями рассматриваемой СС с образова-
нием барьеров Ломера–Коттрелла),  τ i

c  – 
текущее критическое напряжение, 0γb  – ма-

лая константа, 1ξ  – материальная констан-
та, Н – функция Хэвисайда. 

Рассматривается ориентированное уп-
рочнение за счет аннигиляции дислока-
ций, «поджатых» на препятствиях, при 
смене направления деформирования, а 
также за счет взаимодействия внутризе-
ренных дислокаций с границами зерен в 
случае деформирования поликристалла, 
для чего подробно рассмотрены физика 
процесса аннигиляции и факторы, влияю-
щие на уменьшение критического каса-
тельного напряжения на данной СС в ре-
зультате аннигиляции дислокаций [5]. 
Для учета высвобождаемой упругой энер-
гии в соотношение для ( )i

анf  введен допол-
нительный множитель, учитывающий 
сложность нагружения по всем СС (здесь 
рассматривается ГЦК-решетка): 
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  (9) 

где  γ j

j
  – суммарный накопленный 

сдвиг, 0γa  – малый параметр, 2ξ  – матери-
альная константа. 

При описании зернограничного уп-
рочнения принимается модель прохожде-
ния дислокации через границу с образо-
ванием в ней дислокации ориентационно-
го несоответствия, затрудняющей в даль-
нейшем движение решеточных дислока-
ций. Дополнительное зернограничное уп-
рочнение описывается при помощи соот-
ношения 

        ( )

1 0

γ , γ ,ξ ηγ γ ξ
P

i i i ii k
ЗГУ ik

k

Sf
V

   , (10) 

где kS  – площадь зерна, «приходящаяся» 
на данную СС, 0V  – объем зерна, P – ко-
личество плоских участков (фасеток), ап-
проксимирующих границы зерна, мера 
разориентации ξ jk  определяется по мини-
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мальному значению для рассматриваемой 
СС данного зерна j , плоского участка 
границы k  и всех СС l соседнего зерна: 

  ( ) ( ) ( )

1,24
ξ min N b bk l j

jk l
   , где ( )N k  – 

нормаль к плоскому участку границы. 
 

3. ОПИСАНИЕ РОТАЦИЙ КРИСТАЛЛИЧЕСКОЙ РЕШЕТКИ 
 

Наиболее популярными моделями по-
ворота решетки являются модель стес-
ненного поворота Тейлора, определяю-
щая спин решетки как разность тензора 
вихря и антисимметричной части тензора 
пластических сдвигов, и модель, иденти-
фицирующая ротацию решетки с поворо-
том, определяемым ортогональным тен-
зором Rе, входящим в полярное разложе-
ние градиента упругой деформации 
( e e e= F R U ). 

В работе [11] показано, что при квази-
статическом деформировании рассмот-
ренные модели поворотов решетки в силу 
малости упругих деформаций будут да-
вать незначительно отличающиеся ре-
зультаты, что и подтверждается много-
численными результатами по моделиро-
ванию текстурообразования. 

В качестве серьезного недостатка этих 
моделей следует отметить отсутствие в них 
учета взаимодействия соседних зерен в по-
ликристалле; по существу, зерна рассмат-
риваются обособленно. При рассмотрении 
поликристаллических материалов, для ко-
торых можно пренебречь взаимодействием 
дислокаций в соседних зернах, например, 
при наличии «толстых» границ аморфного 
строения в полимерных полукристалличе-
ских материалах, применение данных мо-
делей достаточно обосновано. Однако для 
металлов экспериментально подтверждено 
(например, в работах [4, 9]), что существен-
ную роль в поворотах решетки играет несо-
вместность скольжения дислокаций в со-
седних зернах. В связи с этим рассмотрим 
модель ротации решеток зерен, основан-
ную на явном учете последней. 

Скорость поворота (спин) решетки ω  
представляется суммой двух составляю-
щих. Первая составляющая 1ω  описывает 
поворот решетки вместе с материалом 
зерна при наложенном кинематическом 

воздействии. Связывая материальный по-
ворот с ортогональным тензором, сопро-
вождающим упругую деформацию, дан-
ную составляющую предлагается опреде-
лять как e

e eT
1 R
  ω w R R . Вторая со-

ставляющая скорости поворота 2ω  харак-
теризует ротацию собственно решетки 
кристаллита, обусловленную взаимодей-
ствием с окружением. 

Для характеристики взаимодействия 
кристаллита (зерна, субзерна, фрагмента) 
с окружением для каждого кристаллита 
вводится еще одна внутренняя перемен-
ная – действующий на него момент сил, 
определяемый тензором (2-го ранга) мо-
ментных напряжений μ . Предполагается 
аддитивность скоростей изменения мо-
ментных напряжений 

r r

1
( )

M
m

m

μ μ ,   (11) 

где r( )  – коротационная производная (со 
спином подвижной системы координат 
ω , т.е. скоростью вращения кристалличе-
ской решетки), r( )mμ  – составляющая 
скорости моментных напряжений в ре-
зультате несовместности сдвига в данном 
кристаллите со сдвигами в соседнем m-м 
кристаллите, М – число соседних кри-
сталлитов. Эволюция вектора-момента 
m  (индекс опущен), ассоциированного с 

тензором mμ  ( 1 : ,
2

    m μ μ mЄ Є , 

Є  – тензор Леви–Чивита), определяется 
из анализа несовместности движения дис-
локаций на границе кристаллитов сле-
дующим соотношением [5]: 

r

( ) ( ) ( )

μ 

γ γ ,
K K

i i i j m j m j m

i j

 

 
   
 
 

m N

n b n b N 
 (12) 

где μ = λ G   – параметр модели, характе-
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ризующий реакцию системы на несовме-
стность сдвигов, G – модуль сдвига, λ – 
экспериментально определяемый (безраз-
мерный) параметр, γi , ( )γ j m  – скорости 
сдвигов, ib , ( )j mb  – единичные векторы 
вдоль векторов Бюргерса, in , ( )j mn  – нор-
мали для систем скольжения в исследуе-
мом и соседнем кристаллитах соответст-
венно, K  – число систем скольжения, N  – 
внешняя для анализируемого кристаллита 
нормаль к границе с соседним кристалли-
том ( mN = q ), эволюция нормалей к грани-
цам определяется известным соотношени-
ем [3] для нормалей к материальным пло-
щадкам ˆ( )    N N d N N v N . 

Составляющая спина решетки 2ω  оп-
ределяется соотношением 

r

r
2

r

1 1 , при μ
A H

и : 0,
1 , в противном случае,    
A

c
    
   

   


μ μ μ

ω μ μ

μ

 (13) 

где :μ μ μ  – интенсивность тензора 
моментных напряжений, C Cμ =μ ( )  – те-
кущее критическое моментное напряже-
ние, определяемое экспериментально, 

0

:
t

d


    ω ω  – накопленный решеточ-

ный поворот. 
Согласно (13), составляющая спина 

решетки 2ω  характеризует вращение ре-
шетки кристаллита, инициированное не-
совместностью движения дислокаций в 
соседствующих кристаллитах. 

Предложенные соотношения (11)–(13) 
замыкают двухуровневую модель неупруго-
го деформирования поликристаллических 
металлов. В работе [5] предлагается разви-
тие модели (11)–(13) для описания реальной 
кинематики пластических разворотов и 
фрагментации кристаллитов от границ. 

Одной из ключевых характеристик 
эволюционирующей структуры является 
функция распределения ориентаций 
(ФРО) решеток кристаллитов (ориента-
ций кристаллографических систем коор-
динат кристаллитов относительно фикси-
рованной лабораторной системы коорди-
нат), которая определяет анизотропию 
свойств на макроуровне. На рис. 3 приве-
дены характеризующие ФРО прямые по-
люсные фигуры, полученные при модели-
ровании, и соответствующие эксперимен-
тальные данные. 

Анализируя рис. 3, можно отметить, 
что полученные результаты находятся в 
удовлетворительном соответствии с 
опытными данными: тенденция текстуро-
образования улавливается четко. 

Рис. 3. Прямые полюсные фигуры после осадки (εи = 1) для направлений [111], [100], [110] (проецирование 
с ОХ3) при использовании условий согласования и соответствующие опытные данные [13] 
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4. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОСТАТОЧНЫХ МЕЗОНАПРЯЖЕНИЙ В ЗЕРНАХ 
 

Остаточные напряжения (ОН) возника-
ют почти при всех технологических про-
цессах термической и механической обра-
ботки: обработки металлов давлением 
(прокатке, волочении), закалке, сварке, ли-
тье, физико-термической обработке, мно-
гих видах обработки резанием и т.д. [3]. 

Остаточными напряжениями принято 
называть такие напряжения, которые су-
ществуют и уравновешены внутри тела 
после устранения воздействий, вызвав-
ших их появление (поверхностные и мас-
совые силы, температурные воздействия, 
фазовые превращения и т.д.) [10]. Они 
связаны с анизотропией кристаллов, ори-
ентацией кристаллографических плоско-
стей, наличием различных фаз и т.д. 

В конечном счете, остаточные напря-
жения любого масштабного уровня ока-
зывают значительное влияние на прочно-
стные характеристики изделия; в зависи-
мости от знака компонент ОН и условий 
работы детали в составе конструкции ос-
таточные напряжения могут оказывать 
как позитивное, так и негативное влия-
ние, поэтому определение остаточных на-
пряжений является крайне важным. Как 
было сказано выше, остаточные напряже-
ния возникают при различных технологи-
ческих процессах, но, в конечном счете, 
их появление связано с несовместностью 
упругих деформаций, которые вызваны 
различными факторами (в том числе раз-
личной ориентацией кристаллических ре-
шеток зерен). Отметим, что исследуемые 
в настоящей работе ОН не попадают под 
общепринятую классификацию, так как 
они уравновешены на масштабе предста-
вительного объема материала, поэтому их 
уровень (по приведенной классификации) 
выше 2-го, то есть они сосредоточены на 
масштабах, бóльших размера зерна, но 
ниже 1-го – локализованы на масштабе 
ниже масштаба изделия, заготовки. Исхо-
дя из этого для их обозначения в дальней-
шем будет использоваться термин «оста-
точные мезонапряжения» (ОМН). 

При оценке уровня ОМН, возникающих 

в процессах нагрузки-разгрузки, необходи-
мо разработать численную процедуру сня-
тия напряжений на макроуровне. Отметим 
особенность, которая возникает при чис-
ленной реализации разгрузки представи-
тельного объема при использовании гипо-
тезы Фойгта. На практике разгрузка реали-
зуется устранением всех распределенных 
нагрузок на границах образца. В силу ис-
пользования гипотезы Фойгта прямая чис-
ленная реализация вышеприведенного спо-
соба не представляется возможной. В связи 
с этим разгрузка реализуется с применени-
ем пошаговой процедуры, описанной ниже, 
на каждом шаге которой определяется тен-
зор деформации скорости, в таком случае 
условие завершения процесса разгрузки 
выглядит следующим образом: Σ 0  (ос-
редненные по представительному макро-
объему напряжения равны нулевым). Сто-
ит отметить, что вопрос о траектории, по 
которой макронапряжения могут быть при-
ведены к нулю, остается открытым, поэто-
му в рассматриваемой процедуре реализу-
ется простейший способ – лучевая траекто-
рия в пространстве напряжений. 

Остановимся подробней на итераци-
онной процедуре. Допустим, при произ-
вольном предшествующем этапе нагру-
жения были достигнуты макронапряже-
ния Σ  в представительном макрообъеме, 
тогда для реализации очередной итерации 
разгрузки необходимо выполнение сле-
дующего условия: 

D :{ (D D )
, 0},

in      
   

Σ C : Σ Ω Ω Σ
Σ


 (14) 

то есть необходимо подобрать такое D  (в 
силу того, что при использовании гипоте-
зы Фойгта нет возможности варьировать 
непосредственно напряжения), чтобы 
тензор скорости напряжений Σ  был про-
порционален текущим напряжениям Σ , 
взятых с обратным знаком. Найденная из 
(14) скорость деформирования D  исполь-
зуется в соотношениях мезоуровня (мо-
дель мезоуровня) для определения неуп-
ругих деформаций, по которым восста-
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навливается тензор спина для текущего 
кристаллита, далее из условий согласова-
ния уровней определятся спин квазитвер-
дого движения на макроуровне. Зная те-
кущий тензор макронапряжений, спин 
системы координат, связанной с предста-
вительным объемом, находим скорость 
макронапряжений и, окончательно, про-
водится интегрирование для определения 
напряжений на новой итерации: 

 ( 1) ( ) ( ) ( )1 .k k k kt t     Σ Σ Σ Σ  (15) 
Рассмотренная процедура позволяет 

итерационно привести все компоненты на-
пряжений на макроуровне к значению ма-
шинного ноля. Коэффициент пропорцио-
нальности λ имеет размерность с–1 и опре-
деляет скорость изменения напряжений. 

На рис. 4, вверху, представлено рас-
пределение интенсивностей напряжений 
в кристаллитах непосредственно после 
упругой разгрузки представительного 
объема по алгоритму (14)–(15). Заметно, 

что в кристаллитах присутствуют напря-
жения при полной упругой разгрузке ПО, 
таким образом, можно говорить о форми-
ровании остаточных мезонапряжений. 

На рис. 4, внизу, изображена гисто-
грамма распределения интенсивностей 
напряжений в кристаллитах после упру-
гой разгрузки ПО при учете ротации. В 
этом случае распределение становится 
более гладким, с выраженным пиком, при 
этом интервал распределения сужается 
относительно случая без ротации (шири-
на без учета ротации – 32 МПа, с уче-
том – 20 МПа). Стоит отметить, что сред-
нее значение интенсивности остаточных 
напряжений при учете ротации ниже на 
~15 %, несмотря на то, что интенсивно-
сти напряжений в ходе нагружения посте-
пенно стягиваются к максимальному зна-
чению в 74 МПа. Также было замечено, 
что пик распределения интенсивности ос-
таточных напряжений смещается в об-
ласть меньших значений. 

Рис. 4. Гистограмма распределения интенсивности напряжений  
в кристаллитах после разгрузки: вверху – без учета ротаций, внизу –  

с учетом ротаций зерен (черным цветом обозначено среднее значение) 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Таким образом, в данной статье рас-
смотрена двухуровневая модель поликри-
сталлических металлов, построенная в 
рамках общей идеологии многоуровнево-
го моделирования, для которой на основе 
физического анализа предложены законы 
упрочнения, учитывающие все наиболее 
важные механизмы дислокационных 
взаимодействий. Для поликристалличе-
ских металлов предложена модель рота-
ций решеток кристаллитов, учитывающая 
несовместность скольжения дислокаций в 
соседних зернах. 

Разработана методика установления 
связей параметров различных масштаб-
ных уровней, основанная на согласовании 
определяющих уравнений на этих уров-
нях и обеспечивающая соответствие мер 
напряженного и деформированного со-
стояний на них. Предложенный подход 
приводит к конкретизации вида опреде-
ляющего соотношения на макроуровне (и 
в частности – вида независящей от выбо-
ра системы отсчета производной). По су-

ществу, соотношения низшего уровня 
«транспортируются» на верхний, разре-
шая вопрос корректной их формулировки 
для геометрически и физически нелиней-
ной задачи. 

Результаты моделирования показыва-
ют необходимость применения предло-
женных условий межуровневого согласо-
вания, удовлетворительное соответствие 
экспериментальным данным. 

Показано, что в случае нагружения до 
достижения глубоких пластических де-
формаций и последующей полной упру-
гой разгрузки для представительного 
макрообъема в целом в отдельных кри-
сталлитах присутствуют значительные 
(по величине) остаточные мезонапряже-
ния; проанализировано распределение 
этих напряжений для различных видов 
нагружения. Можно отметить, что рас-
смотрение остаточных мезонапряжений 
открывает широкие возможности для 
проведения уточненного прочностного 
анализа материалов и конструкций. 
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MATHEMATICAL MODELING OF THE INTENSIVE PLASTIC DEFORMATION  

WITH THE DESCRIPTION OF MICROSTRUCTURE EVOLUTION 
 

P.V. Trusov, A.I. Shveykin, P.S. Volegov, N.S. Kondratyev, A.Yu. Yanz,  
E.S. Makarevich, I.Yu. Zoubko, E.R. Sharifullina 

 
The article deals with the statement of the two-level model of polycrystalline materials inelastic 

deformation, including the description of the internal structure evolution. The paper puts forward the 
original version of the agreement conditions for defining relations of different scale levels, the 
proposed method of coordination also allows unambiguous definition derivative Cauchy stress tensor 
at the macro level which is independent of the reference system choice, and it is necessary for the 
formulation of constitutive relations for large deformations. Based on the physical analysis hardening 
laws and relations for crystal lattices rotations of crystallites are proposed. With the use of the 
developed algorithms on multi-level models for simple load cases experiments have been performed 
and the results of the calculations have been analyzed. It was found that these results are in good 
agreement with the experimental data. The problems associated with the formation of residual 
mesostresses in individual grains in the case of polycrystalline left in macro volume after its  stress 
release are studied. 
 

Keywords: mathematical modeling, intensive plastic deformation, microstructure, dislocation, 
texture, hardening. 
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