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Связанные нестационарные постановки задач термоупругости возникают  
во многих областях науки и техники. Аналитические решения получены только 
при существенных допущениях, в том числе при понижении размерности зада-
чи, поэтому для прикладных задач необходимо применение численных мето-
дов,в том числе с использованием пакетов прикладных программ, требующих 
процедур проверки достоверности ‒ верификации и валидации. Под верифика-
цией понимается проверка правильности гипотез и формулировки математиче-
ской постановки, задания корректных начальных и граничных условий, выбора 
дискретного аналога и метода численного решения, а также учет источников 
ошибок и погрешностей. Подтверждением верификации является достаточно 
точное соответствие численного решения эталонной модели. Актуальность за-
ключается в выборе подходящей эталонной модели. В настоящей работе для 
задачи термоупругости эталонной моделью является классическая формула 
Томпсона, которая описывает изменение температуры при упругом деформи-
ровании твердого тела. Погрешность численного решения для эталонной зада-
чи составила порядка 1% для пяти характерных значений деформации от 0.01 
до 0.05. Валидация дополняет процедуру верификации и основана на сравне-
нии с достоверными экспериментальными данными или при их отсутствии  
с известными аналитическими решениями. Целью работы является проведе-
ние процедур верификации и валидации численного решения нестационарной 
задачи термоупругости деформируемого твердого тела. Использовался метод 
конечных элементов в пакете прикладных программ Comsol Multiphysics. Полу-
чено удовлетворительное соответствие численного решения и известного ана-
литического решения для нелинейного уравнения теплопроводности.

* Работа выполнена в рамках государственного задания Министерства науки и высшего образования 
Российской Федерации (тема № 124020200116-1 Закономерности критичности в конденсированных 
средах и биологических мезо(нано)системах с дефектами, широкодиапазонное моделирование и экспе-
риментальное исследование механизмов деформирования и стадийности поврежденности; перспектив-
ные приложения).
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Введение
Явление термоупругости играет су-

щественную роль в механике деформиру-
емого твердого тела (МДТТ) и является 
обобщением теории упругости для де-
формаций с учетом нестационарного на-
грева или охлаждения твердого тела.  Эф-
фекты термоупругости проявляются во 
многих задачах проектирования и экс-
плуатации установок и элементов кон-
струкций в авиационной, ракетно-косми-
ческой и атомной промышленности [1]. 
Уравнения термоупругости описывают 
распределения температуры и деформа-
ций, обусловленных неоднородностью 
поля температуры и внешних силовых 
воздействий. При этом математическая 
постановка является нестационарной и 
связанной в силу взаимного влияния по-
лей температуры и деформаций (или 
упругих напряжений). Аналитические 
решения нестационарных задач термоу-
пругости допустимы только при суще-
ственных упрощениях даже в линейной 
теории [2]. В частности, решения неста-
ционарных задач термоупругости для 
осесимметричного случая получены в 
работах [3,4]. Исследуются задачи для 
анизотропных тел [5,6].  Задачи нелиней-
ной термоупругости решаются методами 
градиентной теории [7]. В практических 
приложениях необходимо учитывать как 
физическую нелинейность, так и геоме-
трическую нелинейность математиче-
ской постановки. Для решения много-
мерных задач, в том числе с 
неоднородными и нелинейными свой-
ствами, зачастую могут быть применены 
только численные методы. 

Детали из углеродных материалов в 
авиационной и ракетно-космической тех-
нике подвергаются интенсивным тепло-
вым воздействиям, которые предшеству-

ют их горению, что приводит к 
инициированию волн напряжений (те-
пловому удару) с последующим их разру-
шением. Высокая скорость нагрева и 
сильная нелинейная (степенная) зависи-
мость температуропроводности от тем-
пературы, обусловленная пористостью 
углеродного материала [8], определяют 
возможность эффекта метастабильной 
локализации тепла в «режиме с обостре-
нием» [9]. Описание эволюции термоме-
ханической системы осуществляется 
дифференциальными уравнениями меха-
ники деформируемого твердого тела. 
Аналитические решения могут быть по-
лучены для сильно упрощенных поста-
новок, поэтому на практике требуются 
численные решения, в том числе с уче-
том нелинейных теплофизических 
свойств материалов. Наиболее популяр-
ными численными методами в МДТТ яв-
ляются метод конечных разностей и ме-
тод конечных элементов. В данной работе 
постановка задачи термоупругости была 
реализована в пакете прикладных про-
грамм конечно-элементного анализа 
Comsol Multiphysics 6.2. 

Численные методы решения требуют 
процедуры верификации, на основе кото-
рой исследователь должен убедиться в 
корректности математической постанов-
ки, включающей балансовые уравнения, 
физические (замыкающие) соотношения 
и краевые условия; проверить соответ-
ствие и правильность формулировки дис-
кретного аналога (метода дискретизации 
и метода численного интегрирования) и 
оценить погрешность между численным 
решением и известным достоверным ре-
шением (эталонным решением). В насто-
ящей работе верификация проводилась в 
сравнении с известной моделью 
У. Томпсона (лорда Кельвина) [10]. 

Ключевые слова: деформируемое твердое тело, термоупругость, нелинейные 
свойства, связанная задача, метод конечных элементов.
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Дополнительно проводится валидация 
модели обычно в сравнении с достовер-
ными экспериментальными данными, а 
при их отсутствии с аналитическими ре-
шениями. Известные аналитические ре-
шения в свою очередь получены при су-
щественных допущениях и также 
обладают определенной погрешностью. 
Так для нестационарной задачи термоу-
пругости при интенсивном нагреве мож-
но пренебречь термоупругим эффектом. 
В настоящей работе валидация численно-
го решения проводилась на основе срав-
нения численного решения с аналитиче-
ским решением для квазилинейного 
уравнения теплопроводности среды со 
степенной зависимостью коэффициента 
температуропроводности от температуры. 

Математическая постановка 
связанной нестационарной задачи 

термоупругости
Математическая постановка нестаци-

онарного процесса термоупругого дефор-
мирования материала состоит из законов 
баланса массы, импульса, энергии, замы-
кающего уравнения в виде упругого зако-
на с учетом теплового расширения/сжа-
тия и имеет следующий вид [11]:

где ρ – массовая плотность, v – вектор 
скорости, σ – симметричный тензор на-
пряжений Коши,          – оператор градиен-
та в текущей конфигурации,      – матери-
альная производная, D – тензор 
деформации скорости, II – тензор упру-
гих свойств четвертого ранга, T – темпе-
ратура, С –  удельная теплоемкость,  
λ –  коэффициент теплопроводности,  
Q – объемная мощность тепла, α – тен-
зорный коэффициент теплового расшире-
ния.

Уравнения (1)-(5) дополняются на-
чальными и граничными условиями (бу-
дут конкретизированы ниже). Термоупру-
гий эффект учитывается в источнике 
тепловыделения 
для случая малых деформаций 
                                    Здесь S – симметрич-
ный тензор Пиолы-Кирхгофа [12], а гра-
диент места представляется разложением 
на составляющие упругой деформации и 
теплового расширения F = Fe ·Fth .              

Задача решается в ослабленной фор-
мулировке. Численное моделирование 
проводится методом конечных элемен-
тов, в рамках которого полевые величины 
аппроксимируются дискретной моделью 
и строятся на множестве кусочно-непре-
рывных функций формы φk , заданных на 
лагранжевой конечно-элементной сетке,

                                           ,             (6)   

                                             .           (7)  

Тогда из свойств ортогональности 
функций φk условия минимума невязки 
запишутся следующим образом:
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   T( ,t) T( ,t)
φ ρ λ ( ,t) φ λ ( ,t) 0C Q T dV dk kV t

 
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            ( ,t)
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где для общей постановки ( ,t)q r  задает поток тепла на границе, а ( ,t)p r  задает 

усилие на границе. 

Воспользуемся формулой Остроградского-Гаусса для объемных 
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Уравнения (10)-(11) аналогичным образом получаются в отсчетной 

конфигурации: 
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где для общей постановки q(r,t) задает 
поток тепла на границе, а p(r,t) задает 
усилие на границе.

Воспользуемся формулой Остроград-
ского-Гаусса для объемных интегралов и 
интегрирования по частям: 

Уравнения (10)-(11) аналогичным об-
разом получаются в отсчетной 

конфигурации:

Здесь тензор напряжений Пиолы  
P = JF–1· σ = S · F T[11,12]. В силу громозд-
кости формулировки всех разрешающих 
уравнений в пакете Comsol Multiphysics 
для иллюстрации приведем лишь подынте-
гральные выражения для модуля твердо-
тельной механики (solid) и модуля тепло-
проводности (ht). Данные выражения 
приведены для потенциальных пользовате-
лей пакета, в частности, будут полезны сту-
дентам и аспирантам при освоении пакета. 

Уравнению баланса количества движе-
ния (10’) соответствует выражение solid.
rho*( ‒ solid.u_ttX * test(u)  ‒ solid.u_ttY * 
test(v) ‒ solid.u_ttZ * test(w)) ‒ solid.PxX * 
test(solid.gradUxX)  ‒ solid.PxY * test(solid.
gradUxY)  ‒ solid.PxZ * test(solid.gradUxZ)  
‒  solid.PyX * test(solid.gradUyX)  ‒ solid.
PyY * test(solid.gradUyY)  ‒ solid.PyZ * 
test(solid.gradUyZ)  ‒  solid.PzX * test(solid.
gradUzX)  ‒ solid.PzY * test(solid.gradUzY)  
‒ solid.PzZ * test(solid.gradUzZ). 

Операторы test(u), test(v), test(w) соот-
ветствуют функциям формы φk представ-
ления (7). 

Для уравнения баланса энергии (11’) 
используется выражение (ht.dflux_
materialX * test(TX) + ht.dflux_materialY * 
test(TY) + ht.dflux_materialZ * test(TZ)) * 
ht.d ‒ ht.C_eff_material * ht.timeDerivative_
material * test(T) * ht.d с мультифизиче-
ской связью (tel) для теплового потока 
‒Q: (solid.T * (‒d(te1.Msl11,TIME) * te1.
alphat11 ‒ 2 * d(te1.Msl12,TIME) * te1.
alphat12 ‒ 2*d(te1.Msl13,TIME) * te1.
alphat13 ‒ d(te1.Msl22,TIME) * te1.
alphat22 ‒ 2*d(te1.Msl23,TIME) * te1.
alphat23 ‒ d(te1.Msl33,TIME) * te1.
alphat33)) * test(solid.T_nointp) * ht.d. 
Здесь test(T) соответствует разложению 
температуры по функциям φk (6), а выра-
жения test(TX), test(TY), test(TY) ‒ разло-
жению градиента температуры по функ-
циям    φk . 

Силовые граничные условия (ГУ) за-
даются условием равенства нулю поверх-
ностных интегралов и в нотации пакета 
имеют следующие выражения: solid.
bndl1.F_Ax * test(solid.bndl1.ux) + solid.
bndl1.F_Ay * test(solid.bndl1.uy) + solid.

0
ö k∇
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величины аппроксимируются дискретной моделью и строятся на множестве 

кусочно-непрерывных функций формы φk , заданных на лагранжевой конечно-

элементной сетке, 

 

= k k
k

T T  ,      (6) 

= k k
k

 u v v  .     (7) 

 

Тогда из свойств ортогональности функций φk  условия минимума невязки 

запишутся следующим образом: 

 

   T( ,t) T( ,t)φ ρ λ ( ,t) φ λ ( ,t) 0k k
V

C Q T dV d
t 

                   
r rr q r

n
, (8) 

   ( ,t)φ ρ ( ,t) φ ( ,t) ( ,t) ( ,t) 0k k
V

dV d
t 

          
v r σ r n r σ r p r ,  (9) 

 

где для общей постановки ( ,t)q r  задает поток тепла на границе, а ( ,t)p r  задает 

усилие на границе. 

Воспользуемся формулой Остроградского-Гаусса для объемных 

интегралов и интегрирования по частям:  

 

 T( ,t)
φ ρ φ λ ( ,t) φ ( ,t) 0C Q dV T dV dk k kV t V


         
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 
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(ht.dflux_materialX * test(TX) + ht.dflux_materialY * test(TY) + ht.dflux_materialZ * 
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bndl1.F_Az * test(solid.bndl1.uz), где {F_
Ax, F_Ay,F_Az} ‒ вектор поверхностной 
силы, bndl1 ‒ имя объекта, отвечающего 
силовому ГУ. Кинематические граничные 
условия задаются в форме ограничений, 
например, для условия перемещения  
ux=u01 ограничение имеет выражение: 
solid.disp1.U01 ‒ solid.disp1.ux. Здесь 
disp1 ‒ имя объекта, отвечающего кине-
матическому ГУ. 

На каждом временном шаге с исполь-
зованием неявной схемы интегрирования 
по времени и ассемблирования по конеч-
ным элементам получается система нели-
нейных уравнений для узловых значений 
(6)-(7), которые вычисляются эффектив-
ным решателем PARDISO на каждом 
шаге по времени.

Пользователю предоставляется воз-
можность дополнить выражения в осла-
бленной формулировке, например, на ос-
нове собственных дополнительных 
уравнений. Также в пакете есть возмож-
ность описания полностью собственной 
модели с использованием модуля Weak 
Form PDE. 

Верификация численного решения 
задачи термоупругости 

Термоупругий эффект при деформи-
ровании твердого тела был открыт Джоу-
лем и описан в 1853 г. У. Томпсоном [10]. 
В диапазоне напряжений до 10 ГПа эф-
фект термоупругости является хоть и ма-
лым, но существенным для прикладных 

задач [13]. Классическая формула 
У. Томпсона (лорда Кельвина) для опре-
деления изменения температуры от при-
ложенного внешнего одноосного напря-
жения имеет следующий вид:

где T и  T ‒ температура и ее изменение,    
α‒ коэффициент линейного термического 
расширения (для изотропного материала 
тензор α=αI), ρ   ‒ плотность, C ‒ удель-
ная теплоемкость,  σ ‒ изменение про-
дольных напряжений.

Формулу (12) при постоянных свой-
ствах среды можно представить в диффе-
ренциальной форме

 
которая также соответствует формуле для 
производства тепла          

Проинтегрируем уравнение (13) и по-
лучим более точную оценку конечной 
температуры:

Следует отметить, что связанная по-
становка (1)-(3) является нелинейной в 
силу перекрестного влияния в источнике 
Q, а с учетом (14) и связи напряжений с 
температурными (объемными) деформа-
циями скорость распространения про-
дольных и объемных волн будет зависеть 
от          следующим образом [2] 


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α σ
ρ

T
T C

  ,  (12) 

 

где T  и T  ‒ температура и ее изменение,  α  ‒ коэффициент линейного 

термического расширения (для изотропного материала тензор =αα I ), ρ  ‒ 

плотность, C ‒ удельная теплоемкость, σ  ‒ изменение продольных 

напряжений. 

Формулу (12) при постоянных свойствах среды можно представить в 

дифференциальной форме 

 

α
σ

ρ
T

T C
  ,   (13) 

 

которая также соответствует формуле для производства тепла       

ρ :Q CT t T   σ α . 

Проинтегрируем уравнение (13) и получим более точную оценку конечной 

температуры:  

 
α σρ

0
CT T e


 .   (14) 

 

 
∇ ⋅u


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Следует отметить, что связанная постановка (1)-(3) является нелинейной в 

силу перекрестного влияния в источнике Q, а с учетом (14) и связи напряжений 

с температурными (объемными) деформациями скорость распространения 

продольных и объемных волн будет зависеть от u  следующим образом [2] 

 
1/22 29 α 3 α1/2 4 / 3 exp( )0ρ ρ

K K
U K G Tl C C

     
 
  
 

u ,  (15) 

1/22 29 α 3 α1/2 exp( )0ρ ρ
K K

U K Tb C C
    

 
  
 

u .   (16) 

 

Здесь учтена связь объемного модуля K и сдвигового модуля G с 

параметрами Ламе. При этом волны с меньшими градиентами перемещений 

распространяются быстрее, что приводит к их дисперсии и нелинейности [2]. 

Для процедуры верификации рассматривалась задача растяжения образца 

размером 10х1х1 мм3. Свойства задавались для изотропного материала и были 

выбраны модельными со следующими значениями: E=200 ГПа, ν=0.3, 0=7800 

кг/м3, λ=100 Вт/(м·К), C=462 Дж/(кг·К), =10-5 К-1.  Начальные условия 

являлись однородными. Начальные напряжения равны нулю. Начальная 

температура была равна 293 К. Один торец был зафиксирован вдоль оси 

растяжения, на втором задавались перемещения для пяти контрольных 

значений деформаций /L L  от 0.01 до 0.05. В качестве конечных элементов 

выбирались тетраэдры размером порядка 0.2 мм. 

Связанная нестационарная задача решалась в двух вариантах ‒ в 

геометрической линейной и геометрически нелинейной постановках. 

Сравнение численного решения производилось с классической моделью 

У. Томпсона (12) и формулой (14). Для оценки погрешности численного 

решения методом конечных элементов приведем распределения напряжений и 

температуры вдоль оси растяжения образца. Время прохождения упругой 

волны от одного конца до другого составляет порядка микросекунды. Поэтому 
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Здесь учтена связь объемного модуля 
K и сдвигового модуля G с параметрами 
Ламе. При этом волны с меньшими гра-
диентами перемещений распространя-
ются быстрее, что приводит к их дис-
персии и нелинейности [2].

Для процедуры верификации рассма-
тривалась задача растяжения образца 
размером 10х1х1 мм3. Свойства задава-
лись для изотропного материала и были 
выбраны модельными со следующими 
значениями: E=200 ГПа, ν=0.3, ρ0=7800  
кг/м3, λ=100 Вт/(м·К), C=462 Дж/(кг·К), 
α=10-5 К-1.. Начальные условия являлись 
однородными. Начальные напряжения 
равны нулю. Начальная температура 
была равна 293 К. Один торец был за-
фиксирован вдоль оси растяжения, на 
втором задавались перемещения для 
пяти контрольных значений деформа-
ций   L / L от 0.01 до 0.05. В качестве 
конечных элементов выбирались тетраэ-

дры размером порядка 0.2 мм.
Связанная нестационарная задача ре-

шалась в двух вариантах ‒ в геометриче-
ской линейной и геометрически нелиней-
ной постановках. Сравнение численного 
решения производилось с классической 
моделью У. Томпсона (12) и формулой 
(14). Для оценки погрешности численно-
го решения методом конечных элементов 
приведем распределения напряжений и 
температуры вдоль оси растяжения об-
разца. Время прохождения упругой вол-
ны от одного конца до другого составляет 
порядка микросекунды. Поэтому время 
расчета было выбрано равным 0.01 се-
кунды, чтобы решение успело устано-
виться. Характерное распределение 
флуктуаций напряжений δσ=σ‒11127304.6 
кПа вдоль оси растяжения приведено на 
рис. 1. Размах флуктуаций составил 3.2 
кПа, что равняется относительной по-
грешности ~3·10-5 %.

Рис.1. Распределение флуктуаций напряжений вдоль оси растяжения для конечной деформации 
0.05 и момента времени 0.01 c

Распределение флуктуаций темпера-
туры δT=T‒284.08 K вдоль оси растяже-
ния приведено на рис. 2. Размах флуктуа-
ций температуры составил 2.2 мК, что 
равняется относительной погрешности 
~8·10-4 %. Указанные погрешности обу-

словлены выбранной дискретизацией, а 
также краевыми эффектами на границах. 
В центре образца наблюдается более од-
нородное распределение, среднее значе-
ние которого можно сравнивать с форму-
лой Томпсона.
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Рис.2. Распределение флуктуаций температуры вдоль оси растяжения для конечной деформации 
0.05 и момента времени 0.01 c

В табл. 1 приведены значения изме-
нения температуры для геометрически 

линейной задачи (ГЛ), геометрически не-
линейной задачи (ГН), формул (12) и (14).

Из приведенных данных в таблице все 
значения изменения температуры при 
упругом деформирования твердого тела в 
диапазоне деформаций от 0.01 до 0.05 со-
гласуются с классической формулой 
Томпсона (12) и уточненной формулой 
(14).  Учет геометрической нелинейности 
позволяет получить значения более близ-
кие к уточненной формуле. Погрешность 
составила не более 1%, поэтому процеду-
ру верификации на основе эталонной за-
дачи можно считать выполненной.

Аналитическое решение нелинейной 
задачи теплопроводности

Термомеханические и теплофизиче-
ские свойства материалов из графита или 
композиций на основе углерода являются 
нелинейными и зависят от изменения 
температуры, плотности и напряжен-
но-деформированного состояния [8,14]. 
Математические постановки нелинейных 
задач тепломассопереноса в углеродных 
материалах должны учитывать физи-
ко-химические явления, в том числе их 
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Таблица 1.  

Значения изменения средней температуры (К) вследствие термоупругого эффекта 

/L L  (ГЛ) (ГН) (12) (14) 

0.01 ‒1.62 ‒1.66 ‒1.63 ‒1.66 

0.02 ‒3.24 ‒3.41 ‒3.25 ‒3.32 

0.03 ‒4.84 ‒5.21 ‒4.88 ‒4.97 

0.04 ‒6.44 ‒7.10 ‒6.52 ‒6.60 

0.05 ‒8.03 ‒9.07 ‒8.13 ‒8.23 
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0.05 согласуются с классической формулой Томпсона (12) и уточненной 

формулой (14).  Учет геометрической нелинейности позволяется получить 

значения более близкие к уточненной формуле. Погрешность составила не 
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анизотропию и структурную неоднород-
ность. При решении задач особое внима-
ние уделяется конечности скорости рас-
пространения тепла, а асимтотические 
решения удается найти лишь на фронте 
волны [14]. 

Аналитическое решение строится для 
уравнения теплопроводности для среды с 
нелинейными свойствами методом авто-
модельной редукции [15]. Для нелиней-
ных параболических уравнений в отли-
чие от линейной постановки отсутствует 
принцип суперпозиции решений, свой-
ства нелинейной среды характеризуются 
возникающими пространственно-вре-
менными масштабами, не зависящими от 
внешних воздействий. Поэтому анализ 
каждого вида нелинейного уравнения 
требует отдельного внимания. 

Квазилинейное одномерное параболи-
ческое уравнение теплопроводности за-
писывается для энергии 

      
 

с нелинейным коэффициентом темпера-
туропроводности λ / ρC = k(u) = k0u

–n в 
безразмерном виде

На одном конце задается интенсивный 
тепловой поток q0, на другом ‒ нулевой 
поток тепла. Решение строится в форме 
волны u(x,t) = V(a(x – ct)) , где а и с ‒ кон-
станты. Подставляя функцию V() в (6) и 
опуская промежуточные выкладки, полу-
чим обыкновенное дифференциальное 
уравнение: 

Аналитическое решение данного диф-
ференциального уравнения удается найти 
только для некоторых значений n. Напри-
мер, для n=1 оно выражается отношени-
ем экспоненциальных функций, которое 
также может быть представлено через ги-
перболический тангенс, а для n=1/2 име-
ет вид гиперболического тангенса в чет-
вертой степени.

При n=1 уравнение (17) можно пере-
писать в следующем виде ut=k0Δlnu, из-
вестном как уравнение быстрой диффу-
зии [16-19]. Аналитическое решение 
данного уравнения в виде распространя-
ющего фронта как функция от волновой 
переменной a(x-ct)+d имеет следующий 
вид:

С учетом представления гиперболиче-
ского тангенса через экспоненты от вол-
новой переменной имеем другое пред-
ставление этого же решения:

                                                            (23)

Решение в форме распространяющего 
фронта вида (23) встречается в работах 
[20-22]. Следует отметить, что уравнение 
ut=Δlnu является предельным случаем 
уравнения ut=Δ(um/m) при m → 0 (сингу-
лярное уравнение диффузии), которое ис-
пользуется для описания нелинейной 
диффузии в пористых средах [23, 24]. 
Указанное уравнение также допускает су-
ществование решения в форме распро-
страняющегося фронта [25].

При количественном сравнении с ана-
литическим решением термоупругим  
эффектом можно пренебречь, так как он 
незначительный по сравнению с достига-
емыми значениями температуры при  
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Термомеханические и теплофизические свойства материалов из графита 

или композиций на основе углерода являются нелинейными и зависят от 

изменения температуры, плотности и напряженно-деформированного 

состояния [8,14]. Математические постановки нелинейных задач 

тепломассопереноса в углеродных материалах должны учитывать физико-

химические явления, в том числе с учетом их анизотропию и структурную 

неоднородность. При решении задач особое внимание уделяется конечности 

скорости распространения тепла, а асимтотические решения удается найти 

лишь на фронте волны [14].  

Аналитическое решение строится для уравнения теплопроводности для 

среды с нелинейными свойствами методом автомодельной редукции [15]. Для 

нелинейных параболических уравнений в отличие от линейной постановки 

отсутствует принцип суперпозиции решений, свойства нелинейной среды 

характеризуются возникающими пространственно-временными масштабами, не 

зависящими от внешних воздействий. Поэтому анализ каждого вида 
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записывается для энергии 
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(θ) (θ) θ
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/ ( / ) /0
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интенсивном нагреве. Поэтому в задаче 
валидации производилось сравнение 
только температурных полей. Численно 
решались уравнения (1)-(5) со свойства-
ми материала, взятыми из работы [8].  
В частности, температуропроводность 
материала представлялась в виде обрат-
ной от температуры зависимости  
k=λ/ρC=k0T0/T [м2/с]. Здесь k0 задает на-
чальную температуропроводность при 
начальной температуре T0. Задача реша-

лась для тонкого слоя толщиной 1 мм, на 
одной стороне которого был задан ин-
тенсивный нагрев мощностью 30 ГВт/м2, 
остальные границы теплоизолирован-
ные. Все границы были свободными от 
напряжений. Начальные условия выби-
рались однородными с начальной темпе-
ратурой T0 и нулевыми напряжениями. 
Качественное сравнение численного и 
аналитического решений приведено на 
рис. 3 и 4. 

Рис. 3. Численное решение нестационарной задачи термоупругости для среды с нелинейными 
свойствами в различные моменты времени

Рис. 4. Аналитическое решение нелинейного уравнения теплопроводности в различные моменты 
времени для приповерхностного слоя



ИССЛЕДОВАНИЯ: ТЕОРИЯ И ЭКСПЕРИМЕНТ 

15

Численное моделирование интенсив-
ного нагрева поверхности со степенной 
зависимостью коэффициента теплопро-
водности от температуры позволило по-

лучить режим интенсивного роста темпе-
ратуры, что также подтверждается 
сравнением с аналитическим решением 
(рис. 5). 

Рис. 5. Сравнение численного (маркеры) и аналитического (линия) решений для значения 
температуры на границе интенсивного нагрева

Выводы
В работе представлена математиче-

ская постановка нестационарной задачи 
термоупругости с учетом нелинейных 
свойств материала, а также геометриче-
ской нелинейности. В качестве числен-
ного метода решения использовался ме-
тод конечных элементов. Верификация 
численного решения выполнена для эта-
лонной задачи одноосного растяжения 
образца из изотропного линейно-упруго-
го материала. Сравнение проводилось с 
классической формулой Томпсона и ее 
дифференциальным аналогом.  Получе-
но соответствие результатов численного 
моделирования как для геометрически 
линейной постановки, так и для геоме-
трически нелинейной постановки.  
Таким образом, для оценки термоупру-
гого эффекта может использоваться 

классическая формула Томпсона.  
При численном моделировании жела-
тельно использовать геометрически не-
линейную постановку, которая дает бо-
лее близкие значения изменения 
температуры с уточненной формулой 
(14).

Дополнительно выполнена валида-
ция на основе сравнения результатов 
численного решения задачи интенсивно-
го нагрева приповерхностного слоя с 
аналитическим решением для нелиней-
ного уравнения теплопроводности  
(при n=1). Разработанная математиче-
ская модель интенсивного нагрева тер-
моупругого материала с нелинейными 
свойствами реализована в пакете при-
кладных программ Comsol Multiphisics. 
Получено хорошее соответствие числен-
ного и аналитического решений.
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VERIFICATION AND VALIDATION OF NUMERICAL SIMULATION METHODS  
OF THERMOELASTIC DEFORMATION OF SOLIDS
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Related non-stationary formulations of thermoelasticity problems arise in many fields of science 
and engineering. Analytical solutions are obtained only under significant assumptions, including 
reduction in the dimensionality of the problem, so numerical methods are required for applied 
problems, along with those software packages that check reliability procedures of verification and 
validation. Verification is understood as checking the correctness of hypotheses and the formulation 
of the mathematical formulation, setting correct initial and boundary conditions, choosing a discrete 
analog and a numerical solution method, taking into account sources of errors and faults. The 
verification is confirmed by a sufficiently accurate correspondence of the numerical solution to the 
reference model. The relevance lies in the choice of a suitable reference model. In the present work, 
the reference model for the thermoelasticity problem is the classical Thompson formula, which 
describes the temperature change during elastic deformation of a solid body. The error of the 
numerical solution for the reference problem was of the order of 1% for five characteristic strain 
values from 0.01 to 0.05. Validation complements the verification procedure and is based on 
comparison with reliable experimental data or, in their absence, with known analytical solutions. The 
aim of the work is to carry out verification and validation procedures for the numerical solution of 
the unsteady problem of thermoelasticity of a deformable solid. The finite element method in the 
Comsol Multiphysics application package was used. A satisfactory correspondence between the 
numerical solution and the known analytical solution for the nonlinear heat conduction equation was 
obtained.

Keywords: deformable solid body, thermoelasticity, nonlinear properties, coupled problem, finite 
element method.
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