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В 2024 году Нобелевская премия по физике присуждена за работы, которые 
заложили фундамент развития машинного обучения на базе искусственных 
нейронных сетей. Это событие можно считать публичным признанием роли 
математических моделей, подобных модели Хопфилда, и привлечения мате-
матического аппарата статистической физики и квантовой механики для опи-
сания коллективной динамики в них. Несмотря на то, что медиатором динами-
ки сети нейронов являются дискретные синаптические сигналы, теоретическое 
описание эндогенного шума в таких сетях строится в рамках диффузионного 
приближения. Такой подход имеет существенный недостаток, поскольку фак-
тически дискретный набор сигналов представляется в виде непрерывного га-
уссова шума. Оказывается, что результатом такого подхода является фактиче-
ская «слепота» полученных уравнений к некоторым режимам коллективной 
динамики системы: в частности, к возможности гистерезисных переходов меж-
ду асинхронной и колебательной динамикой в сбалансированной нейронной 
сети с разреженной системой связей. В статье описывается недавно введен-
ный формализм полного среднего поля, учитывающий эффективный синапти-
ческий дробовой шум в разреженной сети спайковых нейронов. Также обнару-
жены и раскрыты два механизма возникновения глобальных колебаний в 
системе в зависимости от степени разреженности сети. Разработанный фор-
мализм был протестирован на двух моделях динамики нейрона: квадратичные 
нейроны – пороговые интеграторы (quadratic integrate-and-fire neurons) и моде-
ли Морриса–Лекара.

Ключевые слова: полное среднеполевое описание, квадратичные нейроны – 
пороговые интеграторы, диффузионное приближение, дробовой шум.
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8 октября 2024 года пресс-служба Но-
белевского комитета объявила лауреатов 
премии по физике. Премия «за фундамен-
тальные открытия и изобретения, кото-
рые сделали возможным машинное  
обучение на базе искусственных нейрон-
ных сетей» [1] присуждена за работы, 
связанные с моделью Хопфилда (Hopfield, 
[2]) – один из концептуальных вариантов, 
как может быть реализована работа ассо-
циативной памяти. Упрощения данной 
модели, с одной стороны, избавляют ее от 
второстепенных особенностей, которые 
зависят от частных вариантов воплоще-
ния концепции, а с другой – позволяют 
выработать понимание универсальных 
закономерностей и принципов работы та-
ких систем. Причем последнее может 
быть сделано с математической строго-
стью на основе подходов и математиче-
ского аппарата статистической физики 
больших ансамблей и квантовых систем. 
Давно осознанное узкими специалистами 
в статистической физике и прикладной 
математике понимание роли моделей, по-
добных модели Хопфилда, не только до-
казало свою практическую состоятель-
ность – свидетельством этому является 
семейство методов, которые сегодня при-
нято объединять под общим названием 
«Искусственный интеллект». Решение 
Нобелевского комитета в 2024 году явля-
ется публичным признанием этой роли.

В области физической кинетики (не-
равновесной статистической физики) 
больших сетей нейронов с различными 
классами возбудимости остается доста-
точно много вопросов, ответ на которые 
может быть дан в рамках континуального 
описания для плотности вероятности. Ряд 
строгих математических результатов 
здесь играет очень важную роль. Так, на-
пример, соблюдение условий теории 
Отта–Антонсена [3] запрещает динамику 
кластеризации [4], что сразу исключает 
возможность привлечения сетей опреде-

ленного типа для решения целого класса 
задач обработки информации. Публикуе-
мые в литературе примеры реализации 
таких задач при детальной проверке об-
наруживают грубые ошибки, исправле-
ние которых [5] приводит к пропаданию 
динамики кластеризации и исчезновению 
описываемых эффектов. Другой актуаль-
ной проблемой является кинетическое 
описание влияния эндогенного шума на 
макроскопическую динамику сетей ней-
ронов.

Адекватное предсказание динамики 
многих природных и технологических 
систем требует учитывать дискретный 
характер изучаемых стохастических яв-
лений. Типичным примером подобной 
ситуации может служить дробовой шум в 
электрических сетях, который представ-
ляет собой последовательность коротких 
импульсов, и потому не может описы-
ваться непрерывным образом. Природа 
этого шума – случайные флуктуации в 
движении зарядов в проводнике: ток 
представляет собой поток заряженных 
частиц, движущихся в соответствии с 
прикладываемым потенциалом. При 
столкновении с некоторым барьером, по-
тенциальная энергия накапливается до 
тех пор, пока не превысит некоторое кри-
тическое значение, необходимое для его 
преодоления. Когда энергии окажется 
достаточно, она резко преобразуется в 
кинетическую энергию, и барьер преодо-
левается. Поскольку каждый электрон 
пересекает этот потенциальный барьер 
случайным образом, в случайный момент 
времени возникает всплеск энергии [6], а 
в совокупности этих преодолений мы по-
лучаем дробовой шум. Его возникнове-
ние возможно, в целом, в любом 
проводнике, поскольку потенциальным 
барьером может служить любой дефект 
или примесь в металле. Однако для де-
тектирования такого шума значимыми 
оказываются характерные размеры пре-
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пятствия, и поэтому учет этого эффекта 
представляет значительно больший инте-
рес, когда речь идет о полупроводниках. 
Также важно отметить, что этот шум не 
зависит от температуры, в отличие от бе-
лого шума, который, напротив, связан с 
тепловыми колебаниями в системе, и, 
как следствие, является непрерывным. 
Таким образом, включение дробового 
шума в математическую модель динами-
ки системы крайне важно для корректно-
го описания возникающих явлений во 
многих областях физики, от мезоскопи-
ческих проводников [7] и до управляе-
мых гранулированных газов [8].

Другим очевидным примером необхо-
димости учета дискретности событий яв-
ляется нейронная динамика. Нейрон со-
стоит из трёх основных частей – тела, 
дендрита (точка получения сигнала от 
предыдущего нейрона) и аксона (точка 
передачи сигнала последующему нейро-
ну). В покое внутри нейрона находятся 
как положительно заряженные ионы ка-
лия, так и отрицательно заряженные ами-
нокислоты и белки. Снаружи, в то же 
время, превалируют положительно заря-
женные ионы натрия и кальция, в резуль-
тате чего возникает разность потенциа-
лов по разные стороны клетки – так 
называемый потенциал покоя. Передача 
сигналов между нейронами обеспечива-
ется синапсами – местами контакта двух 
нейронов. Под влиянием некоторой вол-
ны возбуждения (потенциала действия) в 
область синаптической щели выделяются 
нейромедиаторы, в результате действия 
которых внутрь отрицательно заряжен-
ной клетки попадают ионы натрия, что 
деполяризует клетку. Когда клетка прео-
долевает порог деполяризации, возникает 
потенциал действия. Рост потенциала 
действия провоцирует открытие потенци-
ал-зависимых кальциевых каналов, и по-
ложительно заряженные ионы могут сво-
бодно перемещаться внутрь клетки, 

вызывая кратковременное изменение 
мембранного потенциала [9]. Это измене-
ние носит название постсинаптический 
потенциал (ПСП). Выделяют два основ-
ных типа ПСП – возбуждающий и тор-
мозной, в зависимости от того, какого за-
ряда ионы проходят через мембрану. Если 
открытие канала приводит к деполяриза-
ции клетки, то возникает возбуждающий 
ПСП, поскольку потенциал нейрона при-
ближается к порогу активации. Тормоз-
ной ПСП, напротив, является результатом 
гиперполяризации клетки. Движение 
иона внутри клетки завершается в мо-
мент достижения равновесного потенци-
ала – когда силы диффузии и электроста-
тического отталкивания компенсируют 
друг друга. Обычно предполагается, что 
постсинаптические потенциалы, стиму-
лирующие нейрон в коре головного моз-
га, не коррелируют друг с другом, имеют 
малые амплитуды и высокие скорости по-
ступления. Поэтому нейронная динамика 
среднего поля рассматривалась в рамках 
диффузионного приближения [10], а си-
наптические импульсы – как непрерыв-
ный гауссов процесс. 

Однако некоторые эксперименты по-
казали, что редкие постсинаптические 
потенциалы большой амплитуды могут 
оказать значительное влияние на актив-
ность коры. Более того, сети тормозных 
нейронов с низкой связностью (K ~ 30 – 
80) были обнаружены в зрительной коре 
кошки [11, 12] и гиппокампе крысы [13]. 
Эти эксперименты показывают, какое 
значение имеет разработка формализма 
среднего поля, способного учитывать 
дискретность синаптических сигналов 
для случайной нейронной сети [14, 15]. 
Ранее такие формализмы уже были разра-
ботаны для модели IF (Integrate-and-Fire), 
однако такие подходы строго ограничены 
стационарными решениями и непригод-
ны для описания возникновения колеба-
тельного поведения.
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где I представляет собой внешний посто-
янный ток, g – синаптическую связь, а по-
следний член – ингибиторную синапти-
ческую связь. Последнее слагаемое 
представляет собой линейную суперпо-
зицию мгновенных тормозных постси-
наптических потенциалов, испускаемых 
в моменты времени         со стороны пре-
синаптических нейронов, связанных с  
i-ым нейроном; λji – матрица смежности 
случайной сети, значения которой равны 
1 (или 0), если соединение нейронов су-
ществует (или нет). Также предполагает-
ся, что коэффициент K =∑j λji одинаков 
для всех нейронов. Рассматриваются две 
основные парадигматические модели им-
пульсного нейрона: модель QIF, предпо-
лагающая, что F(V) = V2 [17], и вторая 
модель – модель Морриса–Лекара [18], 
основанная на ионной проводимости. 
Эти модели являются представителями 
первого и второго классов возбудимости 
соответственно.

Квадратичные нейроны – пороговые 
интеграторы (QIF)

Это биологическая модель нейрона, в 
которой динамика потенциала действия 
предполагается пропорциональной ква-
драту потенциала. Моделирование пред-
полагает следующий алгоритм: каждый 
раз, когда мембранный потенциал V до-
стигает бесконечности, испускается δ-им-
пульс, который мгновенно доставляется к 
постсинаптическим нейронам, а потенциал 
мембраны при этом сбрасывается до  –∞. 

В работе [16] строго выводится фор-
мализм полного среднего поля для сба-
лансированных нейронных сетей, с уче-
том разреженности нейронной сети и 
дискретности синаптических импульсов. 
Предполагается, что использование тако-
го подхода сделает возможным воспроиз-
ведение всех возможных динамических 
состояний системы. Первый важный шаг, 
проделанный в исследовании [16], – де-
монстрация несостоятельности диффузи-
онного приближения в воспроизведении 
колебательной динамики нейронных се-
тей при достаточно низком возбуждаю-
щем входном токе стимуляции (сильная 
тормозная обратная связь) путем рассмо-
трения моделей, основанных на проводи-
мости и токе.

Кроме того, для модели квадратичных 
нейронов – пороговых интеграторов 
(Quadratic Integrate-and-Fire, QIF) [17] в 
рамках полного среднеполевого подхода 
авторами была получена бифуркацион-
ная диаграмма, охватывающая асинхрон-
ный и колебательный режимы. В частно-
сти, этот подход выявляет суб- и 
суперкритические бифуркации Хопфа 
при переходе от асинхронного к колеба-
тельному режиму, а также область сосу-
ществования этих двух фаз: все это отсут-
ствует в рамках диффузионного 
приближения. Точные событийно-ориен-
тированные симуляции крупных сетей 
подтверждают сценарий, предсказанный 
в рамках теории полного среднего поля. 
Кроме того, было показано, что глобаль-
ные колебания, индуцированные дис-
кретными синаптическими сигналами, 
могут возникнуть посредством двух раз-
ных механизмов – через активацию кла-
стеров при достаточно малых K и через 
дрейф при больших K.

Сбалансированная нейронная сеть
В качестве прообраза динамически 

сбалансированной системы рассматрива-

ется разреженная сеть ингибиторных 
(тормозных) синаптических связей, со-
стоящая из N нейронов, динамика мем-
бранных потенциалов которых описыва-
ется следующим образом:

                                                            

(1)   ( )

1
( ) ( ) ( )

N
n

i i ji j
j n

V t F V I g t tλ δ
=

= + − −∑∑

( )n
jt
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В отсутствии синаптической связи (то 
есть, при нулевом последнем слагаемом в 
(1)) модель QIF воспроизводит возбуди-
мую динамику при I > 0 и колебательную 
при I < 0. С учетом того, что авторами рас-
сматривается только ингибиторная сеть, 
нетривиальная коллективная динамика 
оказывается возможной только в случае, 
когда нейроны являются надпороговыми, 
то есть в случае I > 0 . В отличие от модели 
Морриса–Лекара, модель QIF полностью 
игнорирует динамику ионных каналов. 
Помимо квадратичной зависимости часто 
также рассматривается и экспоненциаль-
ная, причем некоторые эксперименталь-
ные данные показывают лучшее 
совпадение именно с последней [18]. 

Однако вблизи порога бифуркации между 
возбудимым режимом и режимом перио-
дических колебаний модели практически 
перестают различаться: более того, QIF 
является нормальной формой для этой 
бифуркации, что и обуславливает выбор 
данной модели для многих теоретиче-
ских исследований.

Модель Морриса–Лекара
В случае, когда динамика мембранно-

го потенциала решающим образом зави-
сит от активности ионных каналов, более 
уместным оказывается использовать мо-
дель Морриса–Лекара. Нелинейность в 
уравнении (1) эта модель предполагает 
рассчитывать в виде:   

( ) ( ) ( )( ) ( )( )L L Ca Ca K K K cF V g E V g M V E V g N V E V I∞= − + − + − +

( ) ( )( )
( )

K
K

N

N V N VN V
Vτ

∞ −
=

где

( )( )1 2
1( ) 1 th ( ) /
2

M V V E E∞ = + −

( )( )3 4
1( ) 1 th ( ) /
2

N V V E E∞ = + −

( )3 4( ) 15 / sh ( ) / 2N V V E Eτ = −

где gL  – проводимость соответствующих 
каналов, Ic – ток, E – равновесный потен-
циал соответствующих каналов,  

NK – вероятность того, что канал K+ от-
крыт. Динамика NK задается уравнением:

Последние три функциональные зависи-
мости являются традиционной аппрок-
симацией экспериментальных данных, с 
параметрами аппроксимации E1– E4 [18]. 
Параметры моделирования выбираются 
таким образом, чтобы динамика соответ-
ствовала возбудимой мембране II класса. 

Несмотря на то, что фактически мо-
дель Морриса–Лекара представляет со-
бой систему нелинейных уравнений, ее 
исследование оказывается более про-
стым, чем для модели QIF. Эта модель 
вполне может быть решена простыми 
численными схемами, такими, как, 
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( ) ( ) ( )V t F V I gS t= + −

( ) ( ) ( ) ( )S t R t R t tξ= +

например, стандартный метод Эйлера с 
постоянным шагом по времени. Модели-
рование же QIF требует специальных 
дополнительных методов: в работе [16] 
используется точный событийно-ориен-
тированный метод.

Подход среднего поля
В случае, когда сеть нейронов оказы-

вается достаточно разреженной (K N
), 

последовательность испускаемых им-
пульсов от пресинаптических нейронов 
можно считать некоррелированной, то 
есть полагать пуассоновским случайным 
процессом. В таком случае, динамику 
среднего поля для любого нейрона можно 
представить в виде уравнения Ланжевена 
[20]:  

 
где S(t) – пуассоновская последователь-
ность δ-пиков со скоростью R(t) = Kν(t), 
где ν(t) – самосогласованная мгновенная 
частота испускания синаптических им-
пульсов конкретным нейроном, осред-
ненная по ансамблю. Обычно пуассонов-
скую последовательность импульсов 
аппроксимируют в рамках диффузионно-
го приближения, так что

  
где ( )tξ  – нормированный гауссов белый 
шум. Однако, как показывают авторы ра-
боты [16] на примере модели Морриса–
Лекара, диффузионное приближение ока-
зывается не способно воспроизводить 
коллективную нейронную динамику: 
вместо глобальных колебаний определен-
ной частоты, получается асинхронное по-
ведение нейронов со стационарным рас-
пределением состояний.

Также оказывается, что диффузион-
ное приближение некорректно описывает 
поведение и для модели QIF. Поэтому для 
воспроизведения коллективных динами-
ческих режимов, наблюдаемых в сети, ав-

торами был разработан формализм 
полного среднего поля, который включа-
ет в себя синаптический дробовой шум. 
Предполагается, что таким образом будет 
возможно идентифицировать все режи-
мы, отображаемые уравнением динамики 
функции распределения вероятности, а 
также станет возможным анализ устойчи-
вости этих режимов.

В стандартном подходе среднего поля 
динамика популяции описывается 
в терминах функции распределения 
вероятности P(V ,t): 

                                      

Основа формализма полного среднего 
поля состоит в следующем: эволюция мо-
дели QIF преобразуется в фазовый ос-
циллятор путем перехода к фазе колеба-
ний нейрона                      , а затем, 
посредством ввода новой функции рас-
пределения вероятности уже для фаз, в 
задачу вводятся так называемые 
параметры порядка Курамото–Дайдо   

exp( )nz inψ=  [21, 22]:
                                    
 

                                                         ·      (2)

Определить эти параметры можно как 
набор коэффициентов, который показы-
вает степень упорядочения в системе.  
В том случае, когда все осцилляторы дви-
жутся случайным образом, не чувствуя 
друг друга, параметр порядка z1 равен 0, в 
обратном случае его модуль равен 1 (пол-
ная когерентность). По построению z0 = 1 
и z–n  = z*

n. Подстановка (2) позволяет пе-
рейти от рассмотрения динамики функ-
ции распределения вероятности к дина-
мике параметров порядка, а частота 
испускания импульсов оказывается свя-
занной с этими параметрами:

                                            
                                                             

2arctg( / )V Iψ =

2( , ) [( ) ( , )] ( ) ( , )VP V t V I P V t R t P V t+ ∂ + = ∆

1( , )
2

in
n

n
w t z e ψψ

π

∞
−

=−∞
= ∑
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                                                                                                   ,             (3)
  

                                                                                                        ,          (4)

                                                                                               .                                .                        
 

Подобный переход оправдан еще и тем, 
что вся динамика системы в итоге опре-
деляется лишь параметрами K и α =, I–1/2g, 
что позволяет установить все многообра-
зие решений на двумерной фазо-
вой плоскости.

В частности, в источнике [16] было 
получено стационарное решение задачи 
(3)–(4). Анализ линейной устойчивости 
позволил найти границу колебательной 
неустойчивости стационарного (несин-
хронного) режима, а слабонелинейный 
анализ выявил характер соответствую-
щей бифуркации Хопфа (прямой или об-
ратный). По-настоящему удивительным 
результатом оказалось следующее: в то 
время, когда линия бифуркаций Хопфа, 
найденная для диффузионного прибли-
жения, является всюду сверхкритиче-
ской, та же линия, найденная в рамках 
подхода полного среднего поля, может 
быть как суб-, так и суперкритической. 
Это означает, что в одном диапазоне 
управляющих параметров могут сосуще-
ствовать асинхронный и колебательный 
режимы и переходы между ними носят 
гистерезисный характер.

Кроме того, оказалось, что существует 
значительная разница между двумя 
подходами среднего поля при малых 
значениях параметра                 : в рамках 
диффузионного приближения глобаль-
ные колебания наблюдаются только при 

превышении некоторого критического 
значения параметра K. А в рамках форма-
лизма полного среднего поля эти же коле-
бания можно зафиксировать при любом 
значении K, если выполнено условие 
                           .

В зависимости от того, какой порядок 
имеет количество входящих синаптиче-
ских связей K , поведение системы может 
быть кардинально разным. Для относи-
тельно больших K (по-прежнему малых 
по сравнению с размером сети: K N

) 
при каждом всплеске испускания си-
наптических импульсов, постсинаптиче-
ские нейроны получают несколько не-
больших тормозящих ПСП, в результате 
чего часть нейронов может синхронизи-
роваться. Затем, поскольку некоторые из 
мембранных потенциалов теперь являют-
ся чрезвычайно когерентными (параме-
тры порядка близки к 1), возможной ока-
зывается нерегулярная активация других 
нейронов. Несмотря на флуктуации, до-
статочно большая часть нейронов оказы-
вается колеблющейся с примерно 
одинаковым периодом. Механизм воз-
никновения таких колебаний может быть 
назван дрейфовым [16], так как он слабо 
восприимчив к флуктуационной состав-
ляющей динамики.

Если же K, напротив, мало, то колеба-
ния в нейронной сети также могут 
самовозбудиться, но механизм их 
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возникновения меняется. Каждый раз, 
когда очередной нейрон испускает си-
наптический импульс, возникают тормоз-
ящие ПСП большой амплитуды. Они вы-
зывают временную синхронизацию в 
постсинаптическом канале K и подгруппе 
последующих нейронов, не получавших 
в дальнейшем ПСП. В конечном итоге, 
целый кластер нейронов может одновре-
менно достигнуть порога активации за 
примерно одинаковое время. Этот вре-
менный синхронизирующий эффект мо-
жет быть назван «кластерная активиза-
ция» [16], он лежит в основе колебательной 
динамики при малых значениях K. При 
увеличении этого параметра амплитуда 
ПСП повышается, и при достижении кри-
тического значения ( 30K  ) тормозящий 
ПСП больше не способен оказать доста-
точно сильный синхронизирующий эф-
фект на постсинаптические нейроны, и 
динамика вновь становится асинхронной.

Заключение
В настоящей статье представлен под-

робный анализ влияния дискретности 
синаптических сигналов на динамику 
сбалансированных нейронных сетей, те-
оретическое обоснование которого изло-
жено в работе [16]. Также описан форма-
лизм полного среднего поля, который, в 
отличие от диффузионного приближе-
ния, оказался пригоден для полно-
го описания макроскопической динамики 

системы. В частности, он позволяет об-
наружить и корректно описать гистере-
зисные переходы между асинхронной и 
колебательной динамикой. Представлен-
ный формализм пригоден для описания 
системы с учетом конечности времени 
распространения постсинаптических 
импульсов по сети связей и конечности 
их ширины.

Также посредством анализа сбалан-
сированных нейронных сетей было вы-
явлено два механизма возникновения 
глобальных осцилляций, индуцируемых 
дискретными синаптическими сигнала-
ми. Более того, оказалось, что добавле-
ние дробового шума приводит к появле-
нию колебательной динамики даже в 
случае крайней разреженности нейрон-
ной сети.

Разработанная модель полного сред-
него поля (3)–(4) [16] справедлива в раз-
реженных сетях, когда K N  в термо-
динамическом пределе. В случае, если  K  
сопоставимо с N, разреженность сети 
становится недостаточна, корреляции 
между последовательностями импуль-
сов должны быть учтены посредством 
подхода, разрабатываемого в статьях [23, 
24]. Также авторами [16] предложены ва-
рианты будущего обобщения формализ-
ма полного среднего поля – предполага-
ется распространить его на более 
реалистичные нейронные системы, 
включив в него кинетику синапсов.
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In 2024, the Nobel Prize in Physics was awarded for work that laid the foundation for the 
development of machine learning based on artificial neural networks. This event can be considered a 
public recognition of the role of mathematical models like the Hopfield model and the use of the 
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mathematical apparatus of statistical physics and quantum mechanics to describe collective dynamics 
in them. Despite the fact that neuronal network dynamics is mediated by discrete synaptic signals, 
the theoretical description of the endogenous noise in such networks is constructed within the 
framework of the diffusion approximation. This approach has a significant drawback, since in fact a 
discrete set of signals is represented as continuous Gaussian noise. It turns out that the result of this 
approach is the actual “blindness” of the obtained equations to some regimes of collective dynamics 
of the system: in particular, to the possibility of hysteresis transitions between asynchronous and 
oscillatory dynamics in a balanced neural network with a sparse net of connections. The paper 
describes a recently introduced full mean-field formalism that takes into account the effective synaptic 
shot noise in a sparse network of spiking neurons. Two mechanisms of global oscillations in the 
system depending on the degree of network sparsity are also found and explained. The developed 
formalism was tested on two models of neuron dynamics: quadratic integrate-and-fire neurons and 
the Morris–Lecar model.

Keywords: complete mean field, quadratic integrate-and-fire neurons, diffusion approximation, 
shot noise.
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