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Анализ полученных результатов позволил установить, что зависимости поперечных 

деформаций от продольных при длительном нагружении имеют вид, близкий к парабо-

лическому, что не наблюдается при условно-мгновенном сжатии, где аналогичные за-

висимости имеют форму, близкую к S-образной. Данное различие, по всей видимости, 

вызвано эффектом консолидации, наиболее ярко проявляющимся при длительном 

нагружении нарушенных сильвинитовых пород. Так же по результатам проведенных 

исследований можно сделать вывод, что в ряде случаев величина поперечных дефор-

маций является достаточно информативным показателем, показывающим  качествен-

ную картину о характере изменения состоянии соляных междукамерных целиков, ра-

ботающих в условиях ВКМКС. 
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и образования РФ в рамках соглашения по государственному заданию  

№ 075-03-2021-374 от 29 декабря 2020 г. (рег. номер 122012000403-1),  

а также РФФИ и Пермского края по гранту № 19-45-590004. 
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О ПРИМЕНЕНИИ НЕКОТОРЫХ КЛАССИЧЕСКИХ КРИТЕРИЕВ 
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Аннотация: Исследование процессов деформирования и разрушения соляных пород является 

неотъемлемой частью обоснования параметров подземной разработки месторождений 

минеральных солей. Результаты испытаний крупномасштабных образцов соляных пород при 

одноосном сжатии представлены в виде диаграммы нагружения и зависимости поперечных 

перемещений от продольных на различных расстояниях от боковых граней. На основе изотропной 

упругопластической модели выполнено многовариантное численное моделирование, целью 

которого являлась проверка возможности использования классических критериев прочности для 

описания процесса деформирования соляного образца. Рассмотрены такие критерии разрушения, 

как Треска в варианте ассоциированного пластического течения и Кулона-Мора с 

ассоциированным и неассоциированным пластическим течением. Численная реализация 

математического моделирования осуществлялась методом конечных элементов в перемещениях. 

Установлено, что в рамках упругопластической модели среды процесс деформирования при 

одноосном сжатии крупномасштабного соляного образца кубической формы адекватно 

описывается только при применении критерия прочности Кулона-Мора и неассоциированного 

закона пластического течения. 

Ключевые слова: соляные породы, упругопластическая модель, критерии прочности, 

математическое моделирование, метод конечных элементов. 
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Соляные породы относятся к классу квазипластических геоматериалов, обла-

дают выраженными реологическими свойствами и специфической реакцией на 

различные внешние воздействия [1-4]. Исследование их поведения под нагруз-

кой является неотъемлемой частью обоснования параметров подземной разра-

ботки месторождений минеральных солей [5-7]. Значительная часть экспери-

ментальных исследований процессов деформирования и разрушения соляных 

пород при различных режимах нагружения связана с построением их феномено-

логических моделей [8-10] и критериев разрушения [11,12].  Выбор оптималь-

ных критериев разрушения, как правило, ограничен набором представительных 

прочностных характеристик исследуемого материала. В рамках фундаменталь-

ных исследований деформационных процессов несущих элементов камерной 

системы разработки была проведена серия экспериментов на одноосное сжатие 

крупномасштабных соляных образцов кубической формы размера 

300×300×300 мм [13]. В процессе жѐсткого нагружения регистрировалась абсо-

лютная продольная деформация образца и измерялись смещения в его среднем 

поперечном сечении на различном удалении от боковых граней. По результатам 

испытаний крупномасштабных образцов построены диаграммы их нагружения и 

зависимости поперечных перемещений от продольных на различных расстояни-

ях от боковых граней образца. Целью настоящих исследований является про-

верка возможности использования некоторых классических критериев прочно-

сти – таких, как Треска и Кулона-Мора – для описания процесса деформирова-

ния соляного образца с учѐтом экспериментально полученных кривой нагруже-

ния и распределения поперечных деформаций.  

Математическое описание процесса деформирования крупных соляных образцов 

основывалось на изотропной упругопластической модели среды [14]. Упругое де-

формирование описывалось линейным законом Гука. Пластичность среды опреде-

лялась функцией текучести 

 
 ( , , )  A  
  

и потенциалом пластического течения 

 
 ( , , ).  A  
  

В общем случае аргументами функций являются: тензор напряжений – , параметр 

изотропного упрочения – , а также набор переменных внутреннего состояния и кон-

стант материала – . Поверхность текучести определяется как 

 

 0.  (1) 

 

Развитие пластических деформаций описывалось уравнением [15] 

 

 , (2) 

 

где  p и  тензор пластических деформаций и пластический множитель, соответствен-

но. При ассоциированном законе пластического течения функции текучести и пласти-

ческий потенциал тождественны 
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    (3) 

 

и выполняется принцип нормальности (условие Куна-Такера) [14]. В случае идеальной 

пластичности материала поверхность (1) не меняет своей формы. Имплементация изо-

тропного упрочнения подразумевала безразмерный подход (деформационное упрочне-

ние) [15], при котором изменение параметра  зависит от изменения накопленной пла-

стической деформации. В накоплении учитывались только сжимающие пластические 

деформации. Предполагалось, что пластическое растяжение материала не даѐт никако-

го дополнительного отклика. Так, изменение параметра изотропного упрочнения запи-

сывается: 

 

  (4) 

 

где   – евклидова норма, а знак минуса в нижнем индексе указывает на отрица-

тельную (сжимающую) часть тензора скорости пластических деформаций. Изотроп-

ное изменение поверхности текучести реализовывалось за счѐт изменения внутрен-

него состояния материала. Таким образом, уравнение поверхности текучести (1) 

принимает вид: 

 

  p, ( ) 0  A . (5) 

 

Численная реализация описанной выше математической модели осуществлялась 

методом конечных элементов в перемещениях с использованием ресурсов супер-

компьютера «Уран». В качестве элементов дискретизации области решения приме-

нялись 8-узловые трѐхмерные изопараметрические элементы гексаэдрической фор-

мы с восемью точками интегрирования [15]. Область решения (300×300×300  мм) 

разбита на кубические элементы со стороной 10 мм. Граничные условия определя-

лись в соответствии с выполненными экспериментальными исследованиями. На 

нижней грани кубического образца вертикальные перемещения принимались рав-

ными нулю. По периметру верхней и нижней граней ограничивались горизонталь-

ные перемещения (соблюдалось условие полного сцепления образца с плитами 

пресса). На верхней грани задавались вертикальные смещения, соответствующие 

условиям нагружения образца. Решение системы конечно-элементных упругопла-

стических уравнений проводилось по модифицированной схеме Ньютона-Рафсона с 

постоянной матрицей жѐсткости. Численное интегрирование пластических опреде-

ляющих соотношений выполнялось по алгоритму обратного отображения, в частно-

сти его реализации в виде алгоритма касательной секущей плоскости [14,  16]. Для 

удобного применения алгоритма обратного отображения использовалось спектраль-

ное разложение симметричного тензора напряжений [14].  

Критерии прочности Треска и Кулона-Мора имеют плоское представление пре-

дельной поверхности. В этом случае их объѐмное представление выполнялось с 

помощью много-поверхностной формы их записи в пространстве главных напря-

жений [14]. В местах пересечения предельных поверхностей определение направ-

ления развития пластических деформаций представлялось при помощи обобщения 

Койтера [16, 17]: 

 

,                                           (6) 
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где m – количество предельных поверхностей, встречающихся на ребре/вершине общей 

поверхности текучести. В случае проецирования на ребро/вершину предельной по-

верхности выбор целевого ребра/вершины выполнялся с помощью подхода, предло-

женного в [14]. 

 

 
 

Рис. 1. Поверхность текучести Треска 

 

Критерий прочности Треска [14, 16] преимущественно используется для описания 

пластического деформирования металлов и априори не подходит для горных пород. 

Здесь он анализируется в сравнительных целях. В пространстве главных напряжений 

критерий имеет вид: 

 

 max min

1
( )
2

   y , (7) 

 

где max и min, соответственно, максимальное и минимальное главные напряжения, y – 

предельное напряжение сдвига. Критерий можно записать в виде функции текучести: 

 

 
max min( , )       y y

, (8) 

 

где y = 2y – предельное одноосное напряжение. Множество  здесь состоит из един-

ственного параметра y, который обозначает предел прочности материала. В нашем 

случае в качестве предела прочности подразумевался предел на одноосное сжатие c. 

Поверхность текучести Треска изображена на рис. 1. Пластическое течение принято 

ассоциированным с линейным изотропным упрочнением. Поскольку набор  для кри-

терия Треска состоит только из одного элемента – c, то упрочнение в этом случае реа-

лизуется за счѐт его изменения. Для максимального упрощения такая зависимость при-

нята линейной: 
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 p p p

,0( ) ( )      A c c h , (9) 

 

где c,0 – начальное значение предела на одноосное сжатие, а h – модуль упрочнения 

размерности напряжения. 

 
 

Рис. 2. Результаты численного моделирования для ассоциированного критерия пластичности 

Треска с изотропным упрочнением 

(1 – 10 см от боковой грани, 2 – 5 см от боковой грани, 3 – контур боковой грани) 

 
Таблица 1 

Параметры модели соляного образца 

(ассоциированный критерий Треска) 

 

Модуль Юнга, 

Гпа 

Коэффициент 

Пуассона 

Прочность на одноос-

ное сжатие, МПа 

Модуль упрочнения, 

ГПа 

6.7 0.3 22 0.6 

 

Результаты численного моделирования процесса нагружения соляного образца, ос-

нованные на использовании критерия пластичности Треска, показаны на рис. 2. Подо-

бранные механические параметры соляного образца и параметры критерия указаны в 

табл. 1. 

Из рисунков видно, что модельная кривая нагружения приемлемо согласуется с экс-

периментальной на этапе упругого деформирования образца, а также на этапе пласти-

ческого деформирования, начиная с уровня нагрузки примерно 2000-2100 кН. Как и 

ожидалось, распределение поперечных деформаций по ширине кубического образца не 

соответствуют экспериментальным величинам. Ассоциированное пластическое течение 

по критерию Треска даѐт недостаточные поперечные деформации. Это объясняется 

тем, что критерий Треска не зависит от уровня гидростатического напряжения и пла-

стическое течение является изохорным. 

Критерий прочности Кулона-Мора [14, 16, 18] часто используется для описания ме-

ханического поведения грунтов, горных пород и бетона. В отличии от Треска критерий 

Кулона-Мора является чувствительным к гидростатическому давлению. В осях Мора 

критерий представляется в виде линейной зависимости: 
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 tan   y nc . (10) 

 

В выражении (10) y – предельное касательное напряжение, c – коэффициент сцеп-

ления,  – угол внутреннего трения, и n – нормальное напряжение, положительное 

значение которого указывает на растяжение. Соответствующая функция текучести в 

пространстве главных напряжений имеет вид: 

 

   max min max min,{ , } ( )sin 2 cos            c c  (11) 

 

Поверхность текучести в пространстве главных напряжений проиллюстрирова-

на на рис. 3. Пластическое течение деформаций принималось ассоциированным, а 

материал идеально-пластичным. Отметим, что объѐмные пластические деформа-

ции при этом положительны, т.е. материал характеризуется склонностью к дила-

тансии. 

 

 
 

Рис. 3. Поверхность текучести Кулона-Мора 

 

Результаты численного моделирования процесса нагружения кубического соляного 

образца представлены на рис. 4. Соответствующие механические параметры соляного 

образца и критерия пластичности Кулона-Мора указаны в табл. 2. 

Как видно, модельная кривая идеально-пластического деформирования достаточно 

точно описывает все стадии экспериментальной диаграммы нагружения. Вместе с тем 

расчѐтные поперечные деформации кубического образца являются избыточными по 

отношению к результатам эксперимента. Такое поведение материала часто встречается 

при использовании ассоциированного пластического течения для критерия Кулона-

Мора [8, 12]. 
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Рис. 4. Результаты численного моделирования для ассоциированного 

критерия пластичности Кулона-Мора  

(1 – 10 см от боковой грани, 2 – 5 см от боковой грани, 3 – контур боковой грани) 

 
Таблица 2 

Параметры модели соляного образца 

(ассоциированный критерий Кулона-Мора) 

 

Модуль Юнга, 

ГПа 

Коэффициент 

Пуассона 

Коэффициент 

сцепления, МПа 

Угол внутреннего 

трения, град. 

6.7 0.3 4.5 30 

 
Данная проблема решается путѐм принятия неассоциированного закона пластиче-

ского течения, который заключается в введении дополнительного параметра – угла ди-

латансии  ≤ . Другими словами, в функции пластического потенциала угол внутрен-

него трения заменяется на угол дилатансии: 

 

 
   

   

, ,{ , }

, ,{ , }

  

  

  

  

A

A

c

c
 (12) 

 

За счѐт варьирования угла  регулируется уровень дилатансии материла. Предель-

ный случай, когда  = 0, означает отсутствие дилатансии, что соответствует пластиче-

скому течению Треска. 

Результаты численного моделирования нагружения кубического образца при 

неассоциированном критерии Кулона-Мора представлены на рис. 5. Полученные 

путѐм подбора параметры модели указаны в табл. 3. Из рисунков видно, что мо-

дельная и экспериментальная кривые практически совпадают. Характер развития 

поперечных деформаций кубического образца качественно соответствует экспери-

менту. 
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Таблица 3 

Параметры модели соляного образца 

(неассоциированный критерий Кулона- Мора) 

 

Модуль Юнга, 

ГПа 

Коэффициент 

Пуассона 

Коэффициент 

сцепления, 

МПа 

Угол внутрен-

него трения, 

град. 

Угол дилатан-

сии, град. 

6.7 0.3 4 35 18 

 

 
 

Рис. 5. Результаты численного моделирования для неассоциированного  

критерия пластичности Кулона-Мора  

(1 – 10 см от боковой грани, 2 – 5 см от боковой грани, 3 – контур боковой грани) 

 

На основе многовариантного численного моделирования установлено, что ма-

тематическое описание процесса деформирования при одноосном сжатии крупно-

масштабного соляного образца кубической формы в рамках упругопластической 

модели среды с помощью критерия прочности Треска и ассоциированного с ним 

пластического течения в паре с линейным изотропным упрочнением не может 

описать все этапы пластического деформирования соляного образца. Из-за дисло-

кационной природы ассоциированного пластического течения Треска, предназна-

ченной для металлов, поперечные деформации кубического образца получаются 

недостаточными по отношению к результатам эксперимента. Очевидно, что соля-

ные породы проявляют дилатантсионные эффекты, которые не отражаются в кри-

терии пластичности Треска. Для учѐта дилатансии в материале используются чув-

ствительные к гидростатическому давлению критерии прочности. Линейный кри-

терий Мора-Кулона позволяет практически точно описать все этапы пластического 

деформирования по кривой нагружения образца. Тем не менее поперечные дефор-

мации при ассоциированном пластическом законе течения  получаются избыточ-

ными. Однако, при неассоциированном течении пластических деформаций путѐм 

введения в модель дополнительного параметра – угла дилатансии – становится 

возможным регулирование уровня поперечных деформаций, что позволяет доста-

точно точно описать как кривую нагружения соляного образца, так и распределе-

ние поперечных деформаций в его поперечном сечении.  
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