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МОДЕЛИРОВАНИЕ АСИММЕТРИЧНОЙ ПРОДОЛЬНОЙ ДИСПЕРСИИ 

ВРЕДНЫХ ПРИМЕСЕЙ В ГОРНЫХ ВЫРАБОТКАХ 
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Аннотация: Рассмотрено моделирование переноса вредных примесей в системах горных выработок с 

учѐтом асимметрии продольной дисперсии. Показано, что классическое одномерное конвективно-

диффузионное уравнение не отражает наблюдаемую несимметрию фронта примеси, возникающую из-за 

неоднородности поля скоростей воздушного потока. Для корректного описания эффекта продольной 

дисперсии предложено использовать подход аномальной диффузии. Рассмотрены три варианта его реа-

лизации: применение фракционных производных, учѐт анизотропной дисперсии и введение временного 

запаздывания. Сравнение показало, что последний подход наиболее адекватно описывает асимметрич-

ный характер распространения примеси вдоль выработки. 

Ключевые слова: рудничная вентиляция, продольная дисперсия, аномальная диффузия, фракцион-

ное дифференцирование, анизотропная дисперсия. 

 

Перенос концентрации вредных примесей   (а также других скалярных характеристик 

потока) по произвольным системам горных выработок в рудничной вентиляции обычно 

описывается с использованием одномерного конвективно-диффузионного уравнения [1, 2]: 
 

 
  

  
 
   

  
 
 

  
( 
  

  
)  (1) 

 

где   – время,   – координата по пространству,   – средняя скорость потока воздуха в 

сечении горной выработки, а   – коэффициент продольной дисперсии. 
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Уравнение (1) следует из более общего трѐхмерного уравнения переноса скалярных 

пассивных примесей 
 

 
  

  
 
   

  
   (    )  (2) 

 

записанного для условий, когда только одна из компонент усредненного по Рейнольдсу 

поля скорости является ненулевой – компонента  , направленная вдоль оси  . Здесь    – 

турбулентная вязкость, отличная от коэффициента дисперсии в (1),    (       ) – 

функция, описывающая трехмерное поле концентраций в объеме горной выработки 

(в отличие от функции    (   ), которая описывает усредненные по поперечному 

сечению концентрации вдоль оси выработки),    (     ) – трехмерное распределе-

ние компоненты скорости воздушного потока, сонаправленной с осью выработки. 

Несмотря на то, что поле скорости имеет одну ненулевую компоненту, оно суще-

ственно неоднородно в поперечном сечении. Особенно сильная неоднородность наблю-

дается вблизи стенок, где выполняется условие прилипания потока. Эта неоднородность 

поля скорости вызывает соответствующую неоднородность поля концентрации.  

Это неявным образом учитывается в диффузионном слагаемом в (1) справа, где ко-

эффициент продольной дисперсии   много выше турбулентной диффузии и определя-

ется в основном вкладом так называемой Тейлоровской дисперсией [3, 4]. Однако ги-

потеза о том, что пространственная неоднородность поля скорости воздушных потоков 

может быть описана по аналогии с молекулярной и турбулентной диффузией с помо-

щью диффузионного слагаемого вида 
 

 

  
( 
  

  
) 

 

имеет определенную погрешность. Если провести операцию усреднения уравнения (2) 

в поперечном сечении горной выработки, то получится не уравнение (1), а несколько 

иное выражение, где справа присутствует дополнительное слагаемое, зависящее от ве-

личин    и   , характеризующих, соответственно, отклонения концентраций и скоро-

стей потока от своих средних значений в поперечном сечении [5]:  
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)  (3) 

где   – поперечное сечение горной выработки. 

Интеграл в (3) по размерности представляет собой дополнительный эффективный поток 

примеси, обусловленный неравномерностью скоростей и концентраций. Он описывает 

эффект «обгона» быстрых слоѐв медленными, формируя асимметрию фронта загрязнения. 

Поскольку (3) содержит две неизвестные функции      (       ) и      (       ), 
решение в таком виде затруднительно. Поэтому на практике этот член заменяют диф-

фузионным аналогом из (1), что математически удобно, но физически приводит к поте-

ре асимметрии переноса. 

В качестве примера, демонстрирующего ограниченность подхода (1) можно рас-

смотреть ситуацию турбулентного течения воздуха с примесью в длинном канале кру-

гового профиля радиусом  . Для описания профиля скорости турбулентного потока в 

таких каналах часто используется приближенная формула, основанная на степенном 

законе. Скорость в канале зависит от расстояния   от оси трубы. Этот профиль описы-

вается следующим образом: 
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]  (4) 

 

Здесь   – показатель степени (обычно для турбулентного режима равен около 7), 

     – максимальная скорость в сечении канала. Если принять, что 
 

       
   

 
  (5) 

 

то средняя по сечению скорость воздуха   в канале будет равна единице при любом 

   . 

Пусть начальное распределение концентрации имеет вид: 
 

  (       )  {
     
      

  (6) 

 

где    – начальная концентрация. 

Принимается, что в начальный момент концентрация зависит только от одной про-

странственной координаты ( ), а в точке     поле концентрации имеет разрыв. Сам 

канал считается неограниченно протяженным по обоим направлениям вдоль оси  . За-

дачу о «размытии» существующего в начальный момент разрыва поля концентрации в 

результате эффекта продольной дисперсии будем решать в предположении об отсут-

ствии диффузионного слагаемого в уравнении (2), которое в этом случае редуцируется 

до простого адвективного уравнения: 
 

 
  

  
 
   

  
    (7) 

 

Исключение молекулярной и турбулентной диффузии трехмерного потока важно с 

целью выделения эффекта дисперсии, а также для упрощения выкладок.   

Задача Коши (6)-(7) допускает аналитическое решение. Его анализ удобно прово-

дить в терминах средней по поперечному сечению выработки концентрации  . Если 

рассматривать систему координат, двигающуюся вместе с потоком с его средней ско-

ростью  , то величина   рассчитывается так: 
 

   
 

   
∫      
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  (8) 

 

где   – функция Хэвисайда. 

На рис. 1а представлены распределения безразмерной средней концентрации      
при различных значениях параметра  . По оси абсцисс отмечена безразмерная коорди-

ната     (     – расстояние, на которое переместился поток за время  , двигающий-

ся со средней скоростью  ).  

Из рис. 1а видно, что рассчитанные поля безразмерной средней концентрации      

существенно отличаются от начального распределения (6) – изначальный скачок кон-

центрации в точке     стал более размытым. Степень размытия существенно зависит 

от величины  , определяющей профиль поперечной скорости потока. 

Поле безразмерной средней концентрации      во всех рассмотренных случаях су-

щественно несимметрично относительно плоскости     – это связано с несиммет-

ричностью профиля скорости воздушного потока относительно его среднего значения  . 
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Вместе с тем, если бы мы учитывали дисперсионное размытие поля концентрации в 

рамках подхода (1), то полученные поля безразмерной средней концентрации      во 

всех рассмотренных случаях были бы симметричными относительно плоскости     

(рис. 1б) – это следует из свойств решения одномерного уравнения диффузии. Четыре 

различные кривые на рис. 1б соответствует четырем различным временам  . 
 

 
 

Рис. 1. Зависимости средней концентрации примеси в поперечном сечении от безразмерной продольной 

координаты вдоль оси выработки: (а) – точное решение конвективного уравнения с учетом степенного 

профиля скорости воздуха, (б) – решение конвективно-диффузионного уравнения с учетом  

диффузионного члена (1) и однородной по сечению скорости   

 

Зависимости безразмерной средней концентрации      в области     (выше по 

потоку относительно начала координат) на рис. 1а для переходного и турбулентного 

режимов течения (   ) в целом можно считать экспоненциальными и приближенно 

описывать с помощью диффузионного слагаемого (1), однако аналогичный вывод 

нельзя сделать для области     (ниже по потоку). 

Классическое решение одномерного уравнения диффузии предсказывает, что ниже по 

потоку концентрация примеси будет меняться по закону, схожему с тем, что имеет место 

в области выше по потоку. При этом фактическое распределение безразмерной средней 

концентрации      в области     будет иметь другую кривизну и достаточно быстро 

снижаться до нуля, особенно в сильно развитых турбулентных потоках при относительно 

больших  . Т.е. дисперсия примеси в этой области выражена крайне слабо. 

Для учѐта такой асимметрии можно перейти в уравнении (1) от классического диф-

фузионного члена к т.н. «аномальной» диффузии [6]. Можно выделить несколько под-

ходов по модификации диффузионного слагаемого в уравнении (1) для более коррект-

ного описания Тейлоровской дисперсии: 

1) фракционное (дробное) дифференцирование; 

2) анизотропная дисперсия; 

3) введение временного запаздывания. 

В рамках первого подхода слагаемое справа в уравнении (1) заменяется на асиммет-

ричный оператор диффузии [6, 7]: 
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где   – порядок дробной (фракционной) производной (     ), а параметр   харак-

теризует в каком направлении (по потоку или против потока) преимущественно дей-

ствует дисперсия. При −1≤   ≤0 действие дисперсии смещено в направлении вверх по 

потоку, а при 0≤   ≤1 – в направлении вниз по потоку. 

Проведѐнный анализ показал, что введение дробных производных в уравнение пе-

реноса (1) действительно создаѐт математически асимметричное решение. Однако 

физически этот эффект в основном выражается в смещении поля концентрации вверх 

или вниз по потоку, не затрагивая внутреннюю структуру процесса перемешивания 

(см. рис. 2а). На рисунке показано, как со временем происходит размытие границ 

«облака» вредной примеси, заданного в момент времени t = 0 в виде ступенчатой 

функции. Штриховой линией показано решение классического уравнения (1), а 

сплошной линей – уравнения (9). 

Следовательно, данный подход не отражает фактические механизмы дисперсии, по-

казанные на рис. 1а. 

В рамках подхода анизотропной дисперсии в слагаемом справа уравнения (1) учи-

тывается различие коэффициентов дисперсии по потоку и против потока: 
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где    – коэффициент дисперсии по потоку,    – коэффициент дисперсии против по-

тока.  

Такой подход позволяет описать не только смещение поля концентрации вверх или 

вниз по потоку, но и различную скорость изменения наклона кривой  ( ). Иными сло-

вами, при распространении «облака» вредной примеси размытие его передней и задней 

границ происходит с разной скоростью (см. рис. 2б), хотя форма участков нарастания и 

спада концентрации остаѐтся схожей. 

Более сложный подход, полностью отходящий от уравнения (1), связан с введением 

временного запаздывания для поля концентрации  . В этом случае уравнение (1) заме-

няется системой: 
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       (13) 

 

где из уравнения (12) сначала определяется распределение переменной    вдоль выра-

ботки, отражающее чисто адвективный перенос примеси, а затем с помощью уравнения 

(13) учитывается эффект дисперсии. Здесь   – площадь поперечного сечения горной 

выработки. 

Подход (12)-(13) позволяет корректно описывать различный характер дисперсии 

примеси по потоку и против потока как качественно, так и количественно, что нагляд-

но видно из рис. 2в. 
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Рис. 2. Подходы аномальной диффузии: а) – фракционное (дробное) дифференцирование,  

б) – анизотропная дисперсия, в) – введение временного запаздывания 
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