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В работе представлена единая технология расчета всех стадий цунами оползневого типа. Технология основана на численном 

решении системы уравнений Навье–Стокса для многофазных течений. Численный алгоритм решения построен на базе полностью 
неявного метода аппроксимации, в котором связь уравнения неразрывности и уравнений сохранения количества движения 
осуществляется за счет неявных слагаемых градиента давления и массового потока. Предложенный метод снимает жесткие 
ограничения на шаг по времени и позволяет моделировать распространение цунами на сколь угодно большие расстояния. Оползневой 
источник имеет вид отдельной фазы – ньютоновской жидкости со своей плотностью и вязкостью и отделенной поверхностью раздела 
от водной и воздушной фаз. В статье приводятся основные формулы дискретизации уравнений и вид коэффициентов, а также 
ключевые шаги вычислительной процедуры. Для возможности расчета распространения цунами в больших акваториях создан 
параллельный алгоритм реализации технологии с помощью алгебраического многосеточного метода, использующего алгоритмы 
глобального уровня и каскадного сбора, которые не накладывают ограничений на масштаб распараллеливания и делают 
разработанную технологию применимой к системам петафлопсного класса. Показана возможность рассмотрения всех стадий цунами 
оползневого типа – образование, распространение и накат. Верификация технологии проведена на задачах, имеющих 
экспериментальную информацию. Описан механизм учета батиметрических данных для моделирования цунами в реальных 
акваториях Мирового океана. Представлены результаты сравнения с нелинейно-дисперсионной теорией на примере расчета 
исторического цунами, возникшего в результате извержения вулкана на острове Монтсеррат Карибского моря, которые 
продемонстрировали хорошее согласование. 

Ключевые слова: уравнения Навье–Стокса, многофазные течения, цунами, оползни, свободная поверхность, многосеточный 
метод, моделирование 
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The paper presents an integral technology simulating all phases of a landslide-driven tsunami. The technology is based on the numerical 

solution of a set of Navier–Stokes equations for multi-phase flows. The numerical algorithm uses a fully implicit approximation method,  
in which the equations of continuity and momentum conservation are coupled through implicit summands of pressure gradient and mass flow. 
The method we propose removes strict constraints on the timestep and makes it possible to simulate tsunami propagation to arbitrarily large 
distances. The landslide origin is simulated as an individual phase being a Newtonian fluid with its own density and viscosity and separated 
from the water and air phases by an interface. The paper presents the basic equation discretization formulas and expressions for coefficients  
and describes the main steps of the computational procedure. To enable simulations of tsunami propagation across wide water areas,  
we propose a parallel technology implementation algorithm that employs an algebraic multi-grid method. The multi-grid method 
implementation is based on the global and cascade collection algorithms, which impose no limitations on the paralleling scale and make  
this technology applicable to petascale systems. We demonstrate the possibility of simulating all phases of a landslide-driven tsunami, including 
its generation, propagation and uprush. The technology has been verified against the problems supported by experimental data. The paper 
describes the mechanism of incorporating bathymetric data to simulate tsunamis in real water areas of the world ocean. Results of comparison  
with the non-linear dispersion theory, which demonstrated good agreement, are presented for the case of a historical tsunami of volcanic origin 
on the Montserrat island in the Caribbean Sea. 
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1. Введение 
 
Банк данных о волнах цунами содержит более 2200 зарегистрированных на Земле событий и свыше 

9000 наблюдений об их береговых высотах [1]. При этом более 10% составляют цунами, порожденные 
обвалами подводных и надводных оползней, а 5% — вулканогенными источниками, сходом 
пирокластических потоков, образующихся в результате вулканического взрыва. Согласно накопленным 
данным, волны цунами вследствие оползней имеют самую высокую амплитуду заплеска на берег, она 
может достигать нескольких сотен метров. К наиболее известным цунами оползневого типа относятся 
случившиеся в заливе Литуйя на Аляске (1853, 1936, 1958 гг.), в Норвегии (1936 г.) и Гренландии (2000 г.) 
[2–5]. Самая большая волна цунами высотой 60 метров наблюдалась в бухте Литуйя 10-го июля 1958 года, 
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вызванная сходом сейсмогенного обвала, при этом максимальный заплеск в самой бухте составил 525 
метров. Обзор исторических оползней и порожденных ими цунами приведен в [3, 6]. 

Волны, возбуждаемые подводными и надводными оползнями, достигают максимально возможных 
заплесков непосредственно около источника — на расстояниях 10–15 километров вдоль береговой линии 
[6]. Однако, если оползень является следствием землетрясения, цунами такого типа способно 
распространяться существенно дальше, и сохранять свой разрушительный потенциал на протяжении сотен 
километров. 

Цунамигенные оползни условно можно поделить на три категории: надводные, частично погруженные 
в воду и подводные. Начальное положение оползня служит основой для выбора физико-математической 
модели, приемлемой для описания генерации и распространения цунами. Надводные и частично 
подводные оползни целесообразно изображать в виде трехфазной системы «жидкость – воздух – 
оползень», тогда как для подводного оползня достаточно ограничится двухфазной или двухслойной 
моделью со слоями различных плотностей. При этом сам оползень моделируется как недеформируемое 
твердое тело или система таких тел, как несжимаемая жидкость, либо как отдельный слой со своими 
значениями коэффициентов плотности и вязкости [7–10]. 

Порождаемые сходом оползня поверхностные волны имеют свою специфику. Они возникают в 
прибрежной зоне с малой глубиной и формируются в течение достаточно длительного времени, 
сравнимого со временем перемещения оползня, а характерный размер оползня зачастую сопоставим с 
глубиной. В отличие от цунами сейсмического происхождения цунами оползневого типа более короткие 
по длительности [11], что обуславливает необходимость учета дисперсии волн. В таком случае для 
моделирования используются нелинейно-дисперсионные уравнения теории мелкой воды, способные 
воспроизводить дисперсию. Уравнения решаются конечно-разностными методами, построенными на базе 
схем второго порядка точности [7]. Однако по причине того, что системы подобного типа содержат 
смешанные производные высокого порядка, построение эффективных численных алгоритмов их 
реализации является нетривиальной задачей. Проблематика применения нелинейно-дисперсионных 
уравнений для моделирования цунами оползневого типа обсуждается в [7, 12]. 

Стоит отметить, что цунами оползневого типа уделяется пристальное внимание. Большая серия 
экспериментальных исследований [3, 8, 13–17] (в работе [15] приводится обширный библиографический 
список по проведенным экспериментальным и аналитическим исследования цунами оползневого типа), а 
также ряд теоретических работ [3, 6–8, 10–12, 18, 19] позволили существенно продвинуться в разработке 
численных методов расчета таких цунами. Для калибровки и тестирования разрабатываемых методов, 
кроме экспериментальных данных, доступны и аналитические решения [20, 21]. В многочисленных статьях 
обсуждаются результаты изучения исторических цунами оползневого типа [4, 5, 9, 13–15, 22] и различные 
эффекты, сопровождающие это явление [7, 8, 18–20, 23]. До недавнего времени, согласно [24], 
большинство моделей цунами оползневого типа опирались на нелинейную теорию мелкой воды (NLSW — 
Nonlinear Shallow Water), которая, вообще говоря, описывает неправильно взаимодействие оползня и 
образуемой волны на мелководье, то есть начальную стадию возмущения водной поверхности. Для 
наиболее близкого к реальности моделирования цунами оползневого типа (см. [24]) необходимо 
использовать два подхода: решать или полные трехмерные уравнения гидродинамики, или упрощенную 
систему на их основе, полученную интегрированием по глубине. Интегрирование по глубине, по сути, 
исключает вертикальную координату и сводит трехмерную систему к двумерной, на базе которой и 
строится класс NLSW моделей. Эти модели хорошо зарекомендовали себя при учете распространения 
сейсмических цунами на большие расстояния. В приложении к цунами оползневого типа NLSW модели 
приводят к неправильному представлению формы волны и времени её распространения, поскольку эти 
цунами генерируют волны, более короткие в сравнении с волнами от сейсмических источников [24]. Для 
большинства цунами оползневого типа наиболее рационально прибегать к уравнениям Буссинеска, хотя 
они также имеют ограничения [25]. Трехмерные модели генерации цунами оползневого типа, сводятся к 
специальным системам на базе уравнения Лапласа [26, 27]. Попытки применения трехмерных моделей, 
основанных на полных уравнениях Навье–Стокса, вследствие их вычислительной дороговизны, имеются 
пока в единичных работах [15, 28, 29]. Однако, с существенным развитием вычислительных ресурсов, 
наблюдающимся в последнее время, и их возрастающей доступностью разработка таких моделей 
становится актуальной задачей. Достаточно перспективным представляется использование уравнений 
Навье–Стокса совместно с уравнением расчета концентраций [28] для моделирования движения 
деформируемого оползня. LES (Large Eddy Simulation) подход для решения данного класса задач [29] 
выглядит пока сомнительным по причине весьма жестких требований к численным схемам для 
аппроксимации и расчета каскадного переноса кинетической энергии турбулентности вихревых структур 
различных масштабов [30, 31]. В [15] с помощью упрощенной трехмерной модели описывалась генерация 
цунами оползневого типа в Мексиканском заливе. Хорошая перспектива просматривается и в применении 
полной трехмерной модели для расчета всех стадий расчета волн цунами, включая накат. В настоящее 
время для расчета распространения (включая образование волн) и наката используются многослойные 
модели [32], для распространения — одна модель, а для расчета наката — другая. Обзор современных 
физико-математических моделей цунами оползневого типа, представлен в [17].  
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Главная проблема при применении уравнений Навье–Стокса в научных и индустриальных 
приложениях — их существенная вычислительная дороговизна. В настоящее время ведутся системные 
исследования, направленные на разработку методов ускорения гидродинамических расчетов и повышения 
их точности [33–35]. В данной работе обсуждается технология расчета цунами оползневого типа на основе 
полностью неявного метода решения полных трехмерных уравнений Навье–Стокса, описывающих 
многофазные течения. При этом существенно ослабляются требования к шагу интегрирования по времени, 
что является одним из главных преимуществ предлагаемого подхода при моделировании распространения 
цунами на большие расстояния. Для аппроксимации уравнений привлекается полностью неявная схема, 
которая имеет весьма высокую устойчивость. Представлен алгоритм ускорения сходимости процесса счета 
с использованием многосеточных технологий. Приведены наиболее важные формулы дискретизации, 
этапы вычислительной процедуры, а также алгоритм учета батиметрических данных. Работоспособность 
технологии проверяется на известных экспериментальных данных. Демонстрируется возможность 
приложения технологии к расчету всех стадий цунами оползневого типа, а также к моделированию цунами 
на любой акватории Мирового океана. 

 
2. Основные уравнения модели и способ численного решения 

 
Рассмотрим систему «воздух – вода» как совокупность двух несжимаемых сред, имеющих границу 

раздела. Ограничимся односкоростным приближением, в котором уравнение неразрывности и уравнение 
сохранения импульса едины как для воды, так и для воздуха и решаются для обобщенной среды, свойства 
которой линейным образом зависят от объемной доли компонентов [36]. Такой подход достаточно 
распространен и дает хорошие результаты при решении задач со свободной поверхностью [37, 38], в том 
числе и для волн цунами [15]. В рамках этого приближения движение среды описывается уравнениями 
Навье–Стокса, включающими уравнения неразрывности, сохранения импульса, а также уравнением связи 
объемных долей фаз [39]: 
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падения. Система уравнений (1) решается напрямую, без использования осреднения по Рейнольдсу и 
последующего замыкания моделью турбулентности. Это позволяет рассматривать турбулентные 
структуры, минимальный масштаб которых сопоставим с сеточным разрешением. 

Дискретизация системы (1) может быть осуществлена любым известным способом [39, 40]. 
Оптимальным для дискретизации является метод конечных объемов [40], обладающий хорошими 
консервативными свойствами и позволяющий дискретизировать сложные вычислительные области на 
неструктурированных сетках с ячейками произвольной формы. 

При численном решении системы (1) главная сложность заключается в определении связи поля 
давления с полем скорости. Процедура согласования полей должна приводить к одновременному 
удовлетворению уравнений неразрывности и сохранения импульса. Наиболее приспособлены для этого 
методы типа SIMPLE, основанные на коррекции давления при переходе с одного временного слоя на 
другой (принципе расщепления неизвестных) [35, 40]. Для получения SIMPLE-процедуры опустим 
уравнение для объемных долей фаз и массовые силы. Рассмотрим объемную ячейку P  с гранями f  и 
запишем систему уравнений (1) в дискретном виде: 
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где n  — номер временного слоя, τ  — временной шаг, fS  — площадь грани f , разделяющей 
контрольные объемы расчетной сетки (Рис. 1), fu  — величина скорости на грани (здесь и далее индекс f  
означает принадлежность величины к грани), ( )f nb P=  — количество граней ячейки (в данном случае 
ячейки P ), V  — объем ячейки интегрирования (см. Рис. 1). 
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Решение системы (1), согласно алгоритму 
SIMPLE, подразумевает, что уравнение переноса 
объемных долей на ( )1n − -м временном слое для 

объемной доли ( ) ( )1n k

k n≠

α = − α∑  фаз k  решается 

отдельно от уравнений неразрывности и сохранения 
импульса. 

В классической формулировке алгоритма 
SIMPLE скорость и давление связаны полунеявно  
за счет использования давления с предыдущего 
итерационного шага, что зачастую приводит  
к медленной сходимости решения. Для повышения 
эффективности работы и улучшения сходимости 
алгоритма SIMPLE разрабатываются его 
модификации, наиболее точно подстраивающие 
поля скорости и давления. Одной из таких 
модификаций является совместное решение 
уравнений для скоростей и давления [41]. 
Совмещение осуществляется посредством неявной 

дискретизации слагаемых градиента давления и массового потока в уравнениях сохранения импульса  
и неразрывности, что позволяет избежать шагов предиктора и корректора. Получаемые таким образом 
неявные коэффициенты суммируются в одну общую диагонально-доминантную матрицу, решаемую  
с использованием многосеточных методов [33, 34]. 

Построим совмещенный алгоритм решения системы (1), для чего перепишем систему (2) в виде: 
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Здесь: f f fV a=D  — коэффициент, связывающий уравнения движения и неразрывности, где fV  и fa  — 
усреднённые на грани f , соответственно, объем ячеек P  и N  и арифметически усредненный 
диагональный коэффициент матриц трех компонент скоростей; черта сверху означает, что величина  
на грани найдена путем интерполяции из соседних контрольных объемов. В уравнении неразрывности 
системы (3) использована поправка Рхи–Чоу [42], нивелирующая разницу приближений градиента 
давления в уравнениях неразрывности и сохранения импульса и связывающая поля скорости и давления 
при одновременном решении уравнений неразрывности и движения. 

Для реализации полностью неявного алгоритма решения системы (3) удобно переписать ее  
в алгебраической форме: 
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Суммирование по индексу « j » в уравнении (41) — уравнении неразрывности, дает коэффициенты общей 
матрицы системы для вычисления давления в контрольных объемах дискретной модели. Коэффициенты 
имеют вид: 
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Рис. 1. Соседние контрольные объемы P  и N  расчетной 
сетки; PNd  – вектор нормали, направленный и точки P   
в точку N , модуль которого равен расстоянию между 
этими точками; fS  – вектор нормали к грани f , модуль 

которого равен площади грани 



222 Вычислительная механика сплошных сред. – 2016. – Т. 9, № 2. – С. 218-236  

При записи данных коэффициентов использовался алгоритм неортогональной коррекции [43]  
для правильности расчета на произвольных неструктурированных сетках, а также формула  
для вычисления давления fp  на грани с помощью линейной интерполяции по значениям в центрах  
ячеек P  и N  [40]: 
 
 ( )1f f P f Np p p= λ + − λ . (6) 
 
где fλ  — интерполяционный коэффициент, основанный на расстоянии от центров соседних ячеек  

до грани, PN
f

Pf Nf

d
d d

λ =
+

, здесь PNd  — расстояние от центра ячейки P  до центра ячейки N , Pfd  — 

расстояние от центра ячейки P  до грани f , Nfd  — расстояние от центра ячейки N  до грани f .  
 

В результате правая часть уравнения (41) принимает вид: 
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Суммирование по индексу « i » в уравнении (42) — уравнении сохранения импульса, дает следующие 

коэффициенты общей матрицы системы для вычисления компонент скорости: 
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Первое слагаемое в выражениях (8) есть диффузионная составляющая, и коэффициенты общей матрицы 
системы будут иметь вид: 
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Для их записи, как и для коэффициентов (5), использовался алгоритм неортогональной коррекции. 

Второе слагаемое в выражениях (7) — конвективная составляющая, которая аппроксимируется  
с помощью любой известной дифференциальной схемы, применимой на произвольных 
неструктурированных сетках [30, 31, 33–35, 44]. Обычно — это противопотоковая схема (Upwind 
Differences — UD), а также противопотоковая схема с линейной интерполяцией (Linear Upwind 
Differences — LUD), схема QUICK, центрально-разностная схема (Central Differences — CD),  
схемы семейства Normalized Variable Diagram — NVD, гибридная схема. Все перечисленные схемы 
являются смешанными с противопотоковой схемой для увеличения монотонности. Описание последних 
достижений в области численных методов и более подробную информацию о разностных схемах, 
распространенных в задачах вычислительной гидродинамики на неструктурированных сетках можно 
найти в [44]. 

Дискретизация нестационарного слагаемого осуществима по одной из известных неявных схем [45] — 
схеме Эйлера, схеме Адамса–Бэшфорта. Здесь использована схема Эйлера. Тогда диагональные 
коэффициенты общей матрицы системы с учетом нестационарного слагаемого и вкладов диффузионного  
и конвективного слагаемых уравнений сохранения импульса запишутся так:  
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В уравнении (42) правая часть будет следующей: 
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где fµ  — молекулярная вязкость на грани f . 

Таким образом, совмещенная система линейных алгебраических уравнений полностью неявного 
алгоритма, моделирующего многофазный поток, имеет вид: 
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Она позволяет вычислять общую скорость и общее давление многофазного потока, однако может быть 
обобщена и на случай, когда каждая фаза обладает собственной скоростью и физическими свойствами, такими 
как сжимаемость и турбулентность. Эти обобщения будут представлены в последующих публикациях. 

Для моделирования границ раздела фаз вслед за системой (12) решается уравнение переноса объемных 
долей (уравнение (13)) для объемной доли фаз на ( 1)n − -м временном слое. Его дискретизация методом 
конечных объемов осуществляется по схеме, полностью аналогичной той, что используется для уравнения 
сохранения импульса. Конвективное слагаемое уравнения переноса объемных долей аппроксимируется  
с помощью схемы M-CICSAM [46], которая относится к классу сжимающих схем высокого разрешения  
и обеспечивает сохранение как минимально возможной толщины границы раздела сред, так и формы 
распределения объемных долей при параллельном переносе и вращении. Дискретизация нестационарного 
слагаемого также осуществляется по схемам Эйлера или Адамса–Бэшфорта. 

В алгебраической форме система уравнений (12) для k -й фазы имеет вид: 
 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

k k k k k
P P N N P

N NB P
a a b

=

α + α =∑ . (13) 

 
Коэффициенты матрицы неявного решения уравнения (13) вычисляются по формулам: 
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где ( ) ,k

MCα  ( )k
UDα  — значения объемной доли на грани, найденной по схеме MCICSAM и по противопоточной 

схеме соответственно, ( ), 1k n
P

−α  — значение объемной доли на предыдущем шаге по времени. 
Представленные слагаемые получены с помощью дискретизации методом отложенной коррекции [43]. 

Для осуществления численного решения итоговая система уравнений должна быть дополнена 
начальными и граничными условиями. На твердых стенках (например, на дне бассейна) градиент давления 

и объемных долей, а также и значение скорости полагаются равными нулю: 0,p
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 0=u . На 

«свободных» границах фиксируется статическое давление, градиенты скорости и объемных долей обнуляются: 
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. При моделировании геофизических задач верхнюю границу необходимо 

располагать на высоте, достаточной для исключения «выплескивания» воды из расчетной области. 
В начальный момент времени вода и воздух находятся в состоянии покоя: 0 0 0 0u v w= = = , давление 

имеет гидростатическое распределение, то есть удовлетворяет уравнению: 
 
 ( ) ( )g k k

k
p∇ = ρ α∑ . (15) 
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Объемная доля фаз (например, воды и воздуха) определяется в соответствии с заданным уровнем 
положения свободной поверхности. 

Расчет движения оползневых структур в рамках данной модели осуществляется с помощью отдельной 
фазы, имеющей свою плотность и вязкость, также как вода и воздух, то есть получается трехфазная 
гидродинамическая система. Дополнительных граничных условий для моделирования оползня  
не требуется — все взаимодействия с жидкостью и воздухом учитываются соответствующими слагаемыми 
исходной системы уравнений. Полностью неявная формулировка численной схемы снимает жесткие 
ограничения на шаг по времени и гарантирует устойчивость итерационного процесса при максимально 
возможном числе Куранта [47]. 

Представленная методика реализована в пакете ЛОГОС — программном продукте, предназначенном 
для решения сопряженных трехмерных задач конвективного тепломассопереноса, аэродинамики  
и гидродинамики на параллельных ЭВМ [30–35]. Пакет ЛОГОС успешно прошел верификацию и показал 
достаточно хорошие результаты в различных гидродинамических задачах [33, 35, 44, 48, 49], том числе  
при расчетах турбулентных и нестационарных течений [30, 31, 50], а также волн цунами космогенного 
происхождения [51–53].  

 
3. Численные эксперименты 

 
Валидация предложенной методики может быть осуществлена на множестве доступных 

экспериментальных данных [3, 8, 13–17, 54]. Здесь будем опираться на результаты работ [14, 16, 17],  
в которых описывается серия экспериментов, проведенная в трехмерном бассейне (NEES Tsunami Wave 
Basin) с пневматической установкой для генерации цунами деформируемыми гранулированными 
оползнями. Схематично конфигурации бассейна изображены на рисунке 2. 
 

 
 

 
Рис. 2. Конфигурации бассейна для изучения цунами оползневого типа: 1-я (а), 2-я (б); (  – расположение оползня,  – 
расположение мареографов); стрелкой показано направление движения оползня 

 
Оползень начинает движение по наклонной плоскости с заданной начальной скоростью 3,8 м/с.  

Во время эксперимента измеряется скорость входа оползня в воду, а также высота поверхности воды  
в ряде точек фьорда, которые расположены как на «открытой» воде (фиксируют марегорафы с номером 1), 
так и в непосредственной близости к искусственным препятствиям с целью установления заплеска 
(фиксируют мареографы с номерами 2, 3). При этом мареограф 1 в конфигурации 1 располагается 
непосредственно на пути распространения волны, а в конфигурации 2 он замеряет параметры огибающей 
препятствие волны. 

Для моделирования использовалась расчетная сетка, состоящая из 10 млн. ячеек (Рис. 3). В области 
схода оползня и распространения волны сетка имела сгущение для более точного описания движения 
оползня и характеристик течения. 

Параметры всех фаз — воды, воздуха и оползня, выбирались в соответствии с экспериментом (Табл.). 
Высота уровня воды от дна бассейна равнялась 0,6 м. Размеры оползня составляли 2,1 1, 2 0,3× × (м), причем 
его задний край находился на расстоянии 2,8 м от верхнего края наклонной плоскости. 

Моделирование осуществлялось с автоматическим выбором шага по времени в соответствии с заданным 
числом Куранта, равным единице. Картина входа оползня в воду и распространения до преград для обеих 
конфигураций была одинаковой, поэтому ниже ограничимся демонстрацией результатов для конфигурации 1. 

а б 
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Таблица. Значения параметров воды, воздуха и оползня 

Фаза Молекулярная вязкость (кг/(м∙с)) Плотность (кг/м3) 

Вода 0,001 1000 

Воздух 1,85е-05 1,205 

Оползень 26 2600 

 

 

 
 

Рис. 3. Расчетная сетка для конфигурации 1: общий вид (а), в сечении Oxz  (б) 
 
На рисунке 4 представлено поле скорости среды в различные моменты времени входа оползня в воду. 

Из рисунка видно, что при 0,6t = c оползень, как и в эксперименте, имеет скорость около 5,5 м/с. 
Максимальная скорость движения водной фазы наблюдается в момент опрокидывания волны ( 1,2t = c) и 
превышает 6 м/с. Картина распределения скоростей позволяет видеть возмущения и воздушной среды, 
которые совсем незначительны по сравнению с возмущениями других фаз (около 1 м/с), что говорит о 
правомерности пренебрежения сжимаемостью воздуха. В момент опрокидывания волна имеет амплитуду 
около 0,5 м, что практически соответствует уровню воды в бассейне (Рис. 5). 
 

 

 

 

 
 

  

Рис. 4. Поле скорости среды в различные моменты времени 
 
 

 

 

Рис. 5. Изменение уровня воды в бассейне в различные моменты времени 

а 

б 
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Рис. 5. Продолжение 
 

 

 

 

Рис. 6. Волновая картина при различных конфигурациях: 1-я (а) и 2-я (б) 

 
После опрокидывания первой волны оползень еще продолжает движение по дну бассейна. Сход 

основной его массы в момент времени 2,0 с характеризуется образованием второй волны с амплитудой,  
в два раза меньшей, чем у первой волны. Ко времени 4,0t =  с оползень полностью сходит в бассейн,  
а по его поверхности друг за другом движутся две волны. 
 

   

   

Рис. 7. Записи мареографов для различных конфигураций: 1-я (а–в) и 2-я (г–е); сплошные линии – расчет, штриховые – 
эксперимент 

а б 

а б в 

г е д 
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В момент времени 6,0t =  с наблюдается картина заплесков волн на препятствия, причем амплитуды 
заплесков примерно одинаковы и составляют около 0,10 м (Рис. 6). Заплески происходят и на препятствия, 
с которых сошел оползень, и примерно с такой же амплитудой. 

Получаемые в результате моделирования количественные характеристики волновой картины в бассейне 
можно оценить по мареографным данным. Как видно из рисунков, в численном расчете мареографами 
регистрируются все пришедшие волны, причем их амплитуды практически совпадают с полученными  
в эксперименте. Это касается как первых волн, так и последующих. Единственное существенное отличие  
в численном эксперименте было зарегистрировано мареографом 1 в конфигурации 1 для «средних» 
пришедших волн. Здесь в численном расчете процессы переотражения волны усилили, по сравнению  
с экспериментом, ее амплитуду, хотя и в эксперименте некое усиление тоже имело место, но оно было 
существенно слабее. Для конфигурации 2 все мареографы также дали хорошее совпадение по волновой 
картине. Небольшое отличие в высотах волн показал 3-й мареограф. 
 
4. Учет батиметрических данных и технология ускорения расчетов 

 
Численное моделирование цунами на реальной акватории Мирового океана возможно лишь при учете 

батиметрических данных, то есть распределения высот рельефа поверхности Земли в интересующих 
точках. Для использования этой информации, как правило, применяются специализированные форматы: 
она представляется в виде упорядоченного набора значений высот в каждой точке. Построение трехмерной 
расчетной модели с учетом этих сведений удобнее всего производить путем исключения из расчетной 
области ячеек, размещенных ниже батиметрической линии. Такой способ построения расчетной модели 
включает три этапа: 
– построение расчетной сетки при условии плоского дна, положение которого определяется максимальной 
глубиной под рассматриваемым участком акватории согласно батиметрическим измерениям; 
– вычисление локальной глубины в пределах акватории, то есть вертикальной координаты центра каждой 
расчетной ячейки путем интерполяции данных из ближайших батиметрических точек; 
– исключение из расчетной модели ячеек, вертикальная координата центра которых лежит ниже уровня дна. 

Такая технология проста в реализации, но приводит к ступенчатому изменению уровня дна (Рис. 8), 
степень ступенчатости определяется характерным размером ячеек находящихся вблизи дна и может быть 
уменьшена путем локального измельчения расчетной сетки. Очевидно, что чем мельче сетка около дна, 
тем точнее она описывает батиметрическую линию. 

 

 
 

Рис. 8. Расчетная сетка вблизи дна, линия – батиметрическая линия, построенная на основе картографических точек ( ) 
 
Дискретизация уравнений осуществляется в каждом элементарном объеме. Для метода конечных 

объемов и метода дискретизации уравнений Навье–Стокса, представленного в разделе 2, элементарным 
объемом является сама ячейка сетки. 

С помощью полученной дискретной модели для любой акватории Мирового океана может быть 
сформирована общая матрица системы линейных уравнений на основе неявных схем. Применение неявных 
схем, в том числе схемы, предложенной в настоящей работе, снимает ограничения на шаг интегрирования 
по времени, который выбирается исходя из соображений необходимой точности вычислений. Однако 
неявная дискретизация уравнений Навье–Стокса порождает систему разностных уравнений, которая 
решается тем или иным итерационным методом. Выбор подходящего итерационного метода и его 
реализация во многом определяют общую эффективность вычислительного алгоритма. На практике 
прибегают к классическим итерационным методам, таким как методы сопряженных и бисопряженных 
градиентов, метод глобальной минимизации невязки и другим. 

В большинстве прикладных задач дискретизация уравнений Навье–Стокса дает систему разностных 
уравнений с плохо обусловленной матрицей, число обусловленности которой составляет 7 810 10− , 
а в некоторых случаях может приближаться к 1010  [34]. Это является причиной того, что наиболее 
затратным этапом оказывается решение матрицы СЛАУ, на реализацию которого классическими 
итерационными методами тратится около 90% вычислительного времени расчетного шага. При этом 
классические итерационные методы либо перестают работать, либо дают очень медленную скорость 
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сходимости. Один из универсальных методов решения систем разностных уравнений — это 
многосеточный метод Федоренко [55], основанный на использовании последовательности вложенных 
сеток и операторов перехода от одной сетки к другой, при этом различают алгебраический  
и геометрический подходы [33]. В алгебраическом подходе дискретные уравнения формируются  
без построения вложенных сеток, на матричном уровне, тогда как в геометрическом — иерархия сеток 
создается при помощи слияния контрольных объемов сетки верхнего уровня (подробной). 

Простота построения сеточных уровней с исходными матрицами, порождаемыми неявной 
дискретизацией уравнений Навье–Стокса, приводит к упрощению построения операторов ограничения и 
продолжения, что делает алгебраический подход привлекательным с вычислительной точки зрения. 
Геометрический метод требует дополнительных алгоритмов перестроения расчетной сетки, что может 
быть оправдано для определенных классов задач. Преимущества и недостатки обоих подходов 
обсуждаются в [33]. 

Построение алгебраического многосеточного метода для геофизических задач подразумевает 
автоматическое огрубление исходной сетки на матричном уровне (Рис. 9). Организацию вычислений 
согласно системе уравнений (12) с помощью многосеточного метода можно представить следующим 
образом. Сначала (12) записывается в общем виде: 
 
 h h

hA x b= , (16) 
 
где h  означает принадлежность к сетке h . Оператор интерполяции P  с грубой ( H ) сетки на подробную 
( h ) позволяет на грубой сетке изобразить оператор HA  в виде: 
 
 H hA RA P= , (17) 
 
где TR P=  (верхний индекс обозначает операцию транспонирования). Далее осуществляется коррекция 
решения с шагом  
 
 h h H

new oldx x Pe= + . (18) 
 
Здесь He  является точным решением уравнения: 
 
 H

H
HA e r= , (19) 

 

где ,H hr Rr=   h h h
h oldr b A x= − . 

 

 
 

Рис. 9. Последовательность вложения сеток на матричном (снизу) и сеточном уровнях (сверху) (в верхней части рисунка 
изображен остров Гваделупа Малых Антильских островов Карибского моря) 
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Таким образом, многосеточный метод, использующий схему коррекции решения, включает следующие 
шаги (Рис. 10а): 
1. Делается 1 µ  приближений решения на сетке  h  при помощи метода Зейделя (предварительное 

сглаживание). 
2. Невязка  h h h

h old hr b A x V= − ∈  проецируется на пространство HV , то есть H hr Rr= . 

3. Находится приближенное решение H H
HA e r=  на грубой сетке, для этого рекурсивно совершается γ  

циклов многосеточного метода. 
 

  

Рис. 10. Последовательность матриц (а); V- и W-циклы (б)  
 
4. Коррекция He  интерполируется на подробную сетку, и производится коррекция решения на подробной 

сетке h h H
new oldx x Pe= + . 

5. Выполняется 2 µ  приближений решения на подробной сетке для подавления ошибки интерполяции 
(заключительное сглаживание). 
В зависимости от числа γ  — рекурсивных вызовов метода, на каждом сеточном уровне выделяют 

различные типы циклов. При 1γ =  имеет место V-цикл, а при 2γ =  — W-цикл (Рис. 10б). Если на каждом 
уровне рекурсивно сначала вызывается один W-цикл, а затем V-цикл, получается F-цикл [33, 34, 49]. 

В агрегативном методе огрубления с постоянной интерполяцией [33, 34] все переменные разделяются 
на агрегаты kI , содержащие все индексы i , соответствующие ячейкам, которые включены в агрегат k . 
Построение же оператора на грубой сетке производится при помощи соотношения: 
 
 ( ),H

H h klA RA P a= =           ( ,  )
k l

H h
kl ij

i I j I

a a k l C
∈ ∈

= ∈∑∑  (20) 

 
(более подробную информацию об особенностях применения алгебраического многосеточного метода в 
задачах вычислительной механики можно найти в [48]). 

Распараллеливание многосеточного метода подразумевает, что огрубление матриц при переходе от 
уровня к уровню происходит независимо в каждом MPI-процессе [34, 56]. Огрубление в параллельном 
режиме порождает две проблемы. Во-первых, оно останавливается в случае, если для рассмотрения 
остается одна ячейка. Во-вторых, на грубых уровнях, где размерность матриц невелика, время, 
затрачиваемое на межпроцессорные обмены, из-за латентности коммуникационной среды начинает 
многократно превосходить время, затрачиваемое на вычисления. Для решения данных проблем в [56] 
предложено выполнять сбор всех матриц небольшого размера в рамках одного процесса, формировать из 
них глобальный уровень, а затем продолжать огрубление и решение в последовательном режиме 
(Рис. 11а). Использование глобального уровня позволяет не только завершить процесс огрубления 
полностью в параллельном случае, но и из-за хранения глобального уровня на одном процессоре, удается 
избежать накладных расходов из-за избыточных межпроцессорных обменов при обработке уровней с 
самыми грубыми сетками. 

Анализ эффективности предложенного алгоритма, проведенный в [34], показал, что в среднем скорость 
счета, по сравнению с классическими итерационными методами, увеличивается в 4–6 раз. Существенным 
недостатком при формировании глобального уровня является то, что оно выполняется в последовательном  
 

а б 
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Рис. 11. Формирование глобального уровня (а) и его каскадный сбор (б)  
 
режиме, поэтому при определенном размере решаемой задачи, необходимой памяти для узла, который 
обрабатывается основным процессором, может просто не хватить ресурсов . Этот аспект также может 
ограничить алгоритм в использовании масштабных сеток (сеток с сотнями миллионов ячеек; такие сетки 
характерны для геофизических задач).  

Выход из ситуации нашелся в применении алгоритма каскадных уровней, позволяющего постепенно 
уменьшать число процессов, участвующих в счете, с сохранением при этом преимущества глобального 
уровня. Алгоритм каскадных уровней представлен в [56]. Он включает в себя этап разбиения всего исходного 
набора остаточных после огрубления матриц на пары и выполнение их попарного объединения. На втором 
этапе операция повторяется до тех пор, пока не будет получена общая матрица грубого уровня (Рис. 11б). 

Само по себе объединение уровней, помимо формирования информации о новом уровне, содержит  
в себе процедуру переопределения сведений о межпроцессорных обменах, которая при расчете также 
требует затрат какой-то части процессорного времени. Кроме того, параллельная процедура огрубления 
каскадного уровня нуждается в проведении дополнительных межпроцессорных обменов, которые в случае 
со скалярной реализацией сбора глобального уровня отсутствуют. Основным преимуществом каскадной 
схемы суммирования служит наличие масштабируемости алгоритма. При этом фактически снимается 
ограничение на максимальный размер решаемой задачи из-за возможной нехватки памяти для узла,  
в котором производится формирование глобального уровня. Кроме того, увеличивается скорость 
построения глобального уровня, поскольку его составные части формируются и огрубляются независимо 
друг от друга. 

 
5. Моделирование распространения цунами 

 
С целью проверки работоспособности представленной методологии был проведен расчет 

распространения цунами на реальной акватории Мирового океана. За основу взято цунами, 
сгенерированное сходом пирокластического потока в воду вследствие извержения вулкана Суфриер Хиллз 
на острове Монтсеррат в Карибском море [57–59]. В [59] данное цунами моделировалось с помощью  
двух подходов. В первом случае начальным приближением был модельный источник в виде конуса,  
а распространение цунами рассчитывалось по программе TUNAMI [60] (рекомендована ЮНЕСКО  
для исследования цунами), в основе которой лежит теория мелкой воды. Во втором случае 
пирокластический поток представлялся согласно модели, описанной в [61], а распространение 
вычислялось по программе FUNWAVE [62], базирующейся на нелинейно-дисперсионной теории (позднее, 
после добавления блока для расчета различных начальных возмущений, эта программ получила название 
GEOWAVE). В [59] показано достаточно существенное различие в результатах, полученных с помощью 
этих подходов, как в предсказании высот волн, так и в волновой картине в целом и отмечается,  
что наиболее правильно использовать нелинейно-дисперсионную теорию. 

Учитывая то, что в обоих расчетах в [57–59] начальным приближением цунами служил конус,  
для адекватного сравнения распространения цунами здесь взят источник, генерируемый согласно модели 
из [61]. Этот источник также имеет вид конуса, геометрические параметры которого соответствуют 
сошедшему пирокластическому потоку. Амплитуда начальной волны цунами в источнике составляет  
1,26 метра. Батиметрическая карта загружена с сайта международного центра данных по цифровой 
батиметрии [63]. Расстояние между узлами расчетной сетки имеет разрешение 500 метров.  

На рисунке 12 представлены волновые картины, отвечающие различным подходам. Видно, что 
качественно картины практически идентичны. 

а б 
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Рис. 12. Волновые картины распространения цунами в различные моменты времени, рассчитанные по программе GEOWAVE 
(слева – взяты из [59]) и в пакете ЛОГОС (справа) 

  

 
Количественное сравнение по мареографным записям, приведенным на рисунке 13, также можно 

считать весьма удовлетворительным. Первые волны, пришедшие на северо-западную часть острова 
Гваделупа и на остров Антигуа, по характеру практически одинаковы. Рисунок свидетельствует, что  
 

  

Рис. 13. Сравнение записей мареографов на острове Гваделупа (а) и Антигуа (б); сплошная линия – расчет в пакете ЛОГОС, 
пунктирная – результаты из [56] 

а б 



232 Вычислительная механика сплошных сред. – 2016. – Т. 9, № 2. – С. 218-236  

первые три волны предсказываются обоими расчетами, хотя их высоты несколько отличаются. 
Последующие волны описываются уже по-другому, и уравнения Навье–Стокса дают более выраженный 
колебательный характер, тогда как волны, рассчитанные по нелинейно-дисперсионной модели (в пакете 
FUNWAVE), быстрее затухают. 

Различия могут быть связаны со многими факторами и требуют дополнительного исследования. К этим 
факторам, в первую очередь, относятся сами модели — они разные и реализуются с помощью различных 
численных подходов (конечных разностей и конечных объемов). К второстепенным факторам можно 
отнести разрешение сеточных моделей и используемые численные схемы аппроксимации. Сеточная 
модель для программ, основанных на уравнениях мелкой воды и нелинейно-дисперсионных уравнениях 
всегда двумерная с фиксированной высотой над уровнем моря в каждой расчетной точке. Для 
представленной задачи общее количество точек составляет всего-то около 200 тысяч (при сетке 430×430). 
На такой сетке с помощью этих моделей рассчитывается только распространение цунами, для чего 
требуется около 3 часов машинного времени при 40 минутах физического на одном процессоре. В пакете 
программ ЛОГОС численное решение уравнений Навье–Стокса осуществляется исключительно  
в трехмерной постановке. На трехмерной сетке (Рис. 9) с учетом особенностей рельефа (Рис. 8) 
распространение цунами в течение 40 минут физического времени нуждается приблизительно в 15 часах 
на 96 процессорах, то есть счет почти в 5 раз продолжительнее, чем двумерный расчет, и занимает  
в 100 раз больший объем процессорного поля. Вся разница заключается, естественно, в моделях. 
Рассмотренные двумерные модели, описывают только распространение волн и не позволяют дополнить их 
расчетом наката и очага (см. Рис. 6). В этом плане трехмерная модель на базе уравнений Навье–Стокса 
универсальна: она включает в себя наличие этих стадий, а также не ограничивает учет физических свойств 
распространения, таких как вязкость, дисперсия и нелинейность.  

Следует отметить, что в любом случае уравнения Навье–Стокса будут воспроизводить процесс более 
точно, однако они требуют больших ресурсов при реализации, то есть более затратны, чем упрощенные 
модели типа уравнений мелкой воды.  

 
6. Заключение 

 
В работе описана технология расчета цунами оползневого типа, основанная на численном решении 

системы уравнений Навье–Стокса. Оползневой источник моделируется отдельной фазой, являющейся 
ньютоновской жидкостью со своей плотностью и вязкостью. Для численного решения многофазной 
системы применяется полностью неявный метод, снимающий жесткие ограничения на шаг по времени  
и позволяющий моделировать распространение цунами на сколь угодно большие расстояния. 

Приведены формулы дискретизации уравнений и вид коэффициентов. Для эффективного расчета 
распространения цунами на больших акваториях представлен алгоритм, использующий алгебраический 
многосеточный метод. Показаны результаты расчета натурного эксперимента, подтверждающие 
возможность моделирования с помощью разработанной технологии всех стадий цунами оползневого  
типа — образования, распространения и наката. Описан механизм учета батиметрических данных для 
моделирования цунами на реальных акваториях Мирового океана.  

На примере моделирования исторического цунами вулканического происхождения проведено 
сравнение расчетных данных, полученных автором с помощью разработанной численной технологии и по 
нелинейно-дисперсионной теории, которое обнаружило их достаточно хорошее согласование. 

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 16-01-00267-а). 
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