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Рассмотрено численное моделирование и экспериментальное исследование термомеханического поведения стеклующихся 

полимерных материалов с учетом больших деформаций. Для случая одноосного напряженного состояния реализована процедура 
численного решения, предусматривающая предварительную линеаризацию построенных определяющих соотношений. Проведена 
серия термомеханических экспериментов для образцов из слабосшитой эпоксидной смолы. Найдены материальные константы 
модели, достигнуто удовлетворительное соответствие экспериментальных данных и результатов численного прогноза. 
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An experimental research and numerical simulation of thermomechanical behavior of glassy polymers at large deformations  

are considered. The obtained constitutive equations are linearized for numerical implementation and applied to uniaxial compression case.  
A series of thermomechanical experiments for lightly-linked epoxy specimens has been conducted. Material constants for constitutive model 
are obtained. A satisfying accordance of numerical and experimental data is shown. 

Key words: mathematical simulation, thermomechanics, glass transition, stress-strain state, numerical and physical experiments 
 
 
1. Введение 

 
Полимерные материалы характеризуются значительной зависимостью механических свойств  

от температуры, что определяется их высокомолекулярным строением и ярко проявляется, например,  
в терморелаксационных переходах, из которых наиболее выраженными являются стеклование при 
охлаждении и обратное явление — размягчение при нагреве (расстекловывание). Большинство 
технологических процессов производства изделий из полимерных материалов включает изменение 
температуры в достаточно широком диапазоне, что может приводить к формированию остаточных 
напряжений и деформаций в изделиях. Стеклование аморфных полимеров служит одной из причин 
проявления эффекта памяти формы — способности материала временно сохранять деформированную форму 
и восстанавливать исходную форму под воздействием внешних параметров. Такие материалы находят 
широкое применение в медицине [1, 2], микроэлектронике и некоторых других отраслях промышленности. 
Поэтому актуальной становится проблема изучения термомеханического поведения полимеров. 

В настоящее время имеется ряд работ, посвященных моделированию термомеханического поведения 
аморфных и кристаллических полимеров в случае малых [3–11] и больших [12–19] деформаций. В данной 
работе рассматривается вариант построения определяющих соотношений, учитывающих большие 
деформации стеклующихся полимеров, и приводится экспериментальное обоснование полученных 
соотношений, а также методика численной реализации задачи деформирования при одноосном 
нагружении стеклующегося полимерного стержня. Следует отметить, что для корректного описания 
эффекта памяти формы необходим учет именно больших деформаций.  

 
2. Построение определяющих соотношений 

 
Стеклование сопровождается изменением механических свойств охлаждающегося материала  

при переходе через некоторый температурный интервал (интервал стеклования с границами 1gT  и 2gT ),  
что связано с ограничением сегментарной подвижности макромолекул полимера. Для математического  
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описания данного эффекта вводится функция 
стеклования ( )N T  (Рис. 1), представляющая собой 
степень застеклованности материала и принимающая 
значения от 0 до 1 [11].  

При температурах выше 2gT  материал находится  
в размягченном состоянии, ниже 1gT  —  
в застеклованном состоянии. В процессе охлаждения 
увеличение ( )N T  внутри интервала стеклования 
соответствует наращиванию межмолекулярных связей 
в материале, причем считается, что каждая новая связь 
в момент своего возникновения не деформирована. 

В данной работе принята упругая модель  
поведения материала как в застеклованном, так  

и в размягченном состояниях. Предполагается также, что в процессе деформирования материал сохраняет 
изотропию свойств. 

Для описания поведения среды при больших деформациях используются понятия начальной и текущей 
конфигураций [20]. Первой из них соответствует радиус-вектор ( )iqr , второй — ( )iqR , где iq  — 
материальные координаты ( 1, 2, 3i = ). В каждой конфигурации введем ее локальный базис: ir  и iR . 

Упругий потенциал стеклующейся системы можно записать в виде [12]: 
 

 1
ˆ(С ) (С )t tW W= + 2 *

0

ˆ(С ) ( ),
t

tW dNτ − τ∫
 

(1) 

 
где 1W  соотносится с размягченным состоянием, 2W  — с дополнительными связями полностью 

застеклованного состояния; Tˆ ˆ ˆС F Ft = ⋅  — тензор меры деформаций Коши–Грина, характеризующий 

деформирование от начального до текущего момента времени t ; T 1
* * *

ˆ ˆˆ ˆC F C Ft t
− −

τ − τ τ= ⋅ ⋅  — тензор меры 
деформаций Коши–Грина при деформировании от момента времени *τ , соответствующего степени 

стеклования ( )N τ  на этапе охлаждения, до текущего момента времени; 
T

TF̂ ( )i
iq

 ∂
= = ∇ ∂ 

Rr R  — градиент 

места, преобразующий начальную конфигурацию в текущую; *F̂τ  — градиент места, перестраивающий 
начальную конфигурацию в соотносящуюся с моментом времени *τ . Символ « T− » означает операцию 
транспонирования обратной матрицы. 

Упругий потенциал позволяет перейти к энергетическому тензору напряжений: 
 

 1ˆ ˆ ˆQ 2 (C ) Ct tJ W−= ∂ ∂ ,
 

(2) 
 
где J G g=  — якобиан; ( )det ijG G=  — определитель матрицы ковариантных компонент метрического 

тензора в текущей конфигурации; ( )det ijg g=  — определитель матрицы ковариантных компонент 
метрического тензора g  в начальной конфигурации. 

Выберем конкретный вид составляющих упругого потенциала 1W  и 2W  одинаковым; воспользуемся 
двухконстантным потенциалом Пенга–Ландела (3), рекомендуемым в [21] для описания поведения 
полимерных материалов: 

 

 1/3 1/2 2
1 3 3

1 1( 3) ( 1)
2 2

W I I B I−= µ − + − .
 

(3) 

 
Здесь µ  — модуль сдвига; B  — объемный модуль; 1

ˆˆ CI g= ⋅⋅ , 3
ˆdet(C)I =  — первый и третий инварианты 

тензора меры деформаций Коши–Грина. 
На основании выражений (1)–(3) определяющие соотношения, учитывающие большие деформации 

стеклующихся полимеров, принимают вид: 
 

 
 

Рис. 1. Зависимость функции стеклования ( )N T   
от температуры; I – область застеклованного 
состояния, II – переходная область, III – область 
размягченного состояния 
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где 1 1, Вµ  — материальные константы, характерные для размягченного состояния; 2 1,gµ = µ −µ  

2 1;gB B B= −  ,gµ gB  — материальные константы для застеклованного состояния; 1/2
3( ) ( ) 1t tC I Cθ = −  — 

относительное изменение объема; ( ), ( )V CN t N t  — функции стеклования, соответствующие объемной 
деформации и деформации сдвига. 

 
3. Описание экспериментов 

 
С целью верификации модели и определения ее параметров проведена серия экспериментов с 

применением динамического механического анализатора DMA Q800 V20.24 Build 43. Ведущим инженером 
Института технической химии УрО РАН (г. Пермь) С.Н. Лысенко для испытаний были изготовлены 
образцы из эпоксидной смолы специального состава с относительно слабой сшивкой, так что в 
размягченном состоянии возможно проявление больших деформаций. Образцы имели вид цилиндров 
диаметром 5,8 мм и высотой 7,8 мм. Проводился нагрев образцов с разной скоростью при постоянной 
сжимающей нагрузке. Получена серия термомеханических кривых при нагрузке 1,55 Н и разных скоростях 
нагрева: 0,63; 1,25; 2,5; 5ºС/мин (см. Рис. 2, жирные линии). 

В численной модели, описывающей экспериментальные данные, в качестве функции стеклования ( )N T  
использовалось распределение Лапласа: 

 

1 0,5exp , ;

0,5exp , ,

g
g

L

g
g

L

T T
T T

N T T
T T

 − 
− <  γ  =  −  − ≥  γ 

 

 
где Lγ  — параметр, отвечающий за ширину температурного интервала стеклования, а gT  — за его 
положение на температурной оси. Считалось, что C VN N N= = . 

Также выполнены эксперименты по температурному деформированию образцов без нагрузки (Рис. 3). 
Полученная кривая аппроксимировалась двумя прямыми за пределами интервала стеклования при помощи 
метода наименьших квадратов. Отсюда были найдены линейные коэффициенты температурного 
расширения, соответствующие размягченному и застеклованному состояниям материала: 5

1 3 10−α = ⋅ ºС-1 
при gT T α> , 5

2 19 10−α = ⋅ ºС-1, при gT T α≤ . Здесь gT α  — средняя температура интервала стеклования. 
Таким образом, в соотношения (4) входят шесть независимых материальных параметров: 

1 2 1 2 1 2, , , , , ,В В µ µ α α  и три параметра модели, зависящие от скорости нагрева: , ,L g gT T αγ . 

Таблица. Параметры модели 

Скорость нагрева, ºС/мин  Lγ , ºС gT , ºС gT α , ºС 

0,63 3,5 52,5 77 

1,25 4,6 52 80 

2,5 5,5 54 95 

5 5,6 66 105 

 
Экспериментально получены диаграммы деформирования образцов, из анализа которых в зоне малых 

деформаций определены значения модулей упругости материала в размягченном и застеклованном 
состояниях: 1 378E = КПа, 0,77gE = ГПа. Так как материал в размягченном состоянии ведет себя как 
несжимаемый, его коэффициент Пуассона 1ν  принят равным 0,49. Проведена серия численных  
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исследований и установлено, что значение коэффициента Пуассона для застеклованного состояния 
фактически не влияет на результат. По этой причине в данной работе в соответствии с [11] принято 
значение 0,42gν = . От этих материальных характеристик нетрудно перейти к сдвиговому и объемному 
модулям. Остальные параметры (см. Табл.) определялись на основе аппроксимации экспериментально 
измеренных термомеханических кривых. Анализ полученных данных показывает, что увеличение скорости 
нагрева ведет к росту температуры стеклования и увеличению ширины интервала стеклования. 

 
4. Алгоритм численного решения задачи 

 
Для построения численных алгоритмов нелинейные определяющие соотношения (4) линеаризуются с 

использованием методики, предложенной в [22]. Согласно этой методике вводится в рассмотрение 
промежуточная конфигурация с радиус-вектором 0R , близкая к текущей. Справедливо равенство 

0= + εR R u , где u  — вектор перемещения точки, ε  — малый формальный параметр. Ниже приведены 
входящие в (4) линеаризованные кинематические величины с удержанием линейных слагаемых 
относительно ε : 

 
 

0
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0 0 0
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*
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3 3 3
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0 0 0

5 6 5 6 5 6 T *
3 3 3

10ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(C ) (C ) (C )(C ) e
6t t t tI I I− − − −= − ε ⋅⋅ , 

0 0 0

0

T *
3

3

1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(C ) (C ) (C )(C ) e
ˆ(C )

t t t t

t

I
I

−θ = θ + ε ⋅⋅ . 

 

Здесь 
0 0

* Tˆ ˆˆ ˆe F e Ft t= ⋅ ⋅  — тензор малых деформаций; ( )Tˆ ˆê h h 2,= +  где ( )T
0ĥ = ∇ u ; 0 0

i
iq

∂
∇ =

∂
R  — 

оператор Гамильтона относительно промежуточной конфигурации, близкой к текущей; 0t  — момент 
времени, соответствующий промежуточной конфигурации. Для величин с индексами * tτ −  (см. (4)) 
линеаризованные выражения аналогичны выражениям (5), но вместо *ê  в них входят * T 1

* *
ˆ ˆˆ ˆe ' f e f −
τ τ= ⋅ ⋅ ,  

где *f̂τ  — градиент места, преобразующий конфигурацию в момент времени *τ  в текущую. 
Подставляя (5) в (4), получаем линеаризованные определяющие соотношения для сложного 

напряженного состояния стеклующихся материалов в случае больших деформаций: 
 
 

0 1
ˆ ˆQ( ) Q( )t t= +µ 0

0 0

15/6 1
3

ˆ(С )ˆ ˆ(С ) 2 (С )
3

t
t t

I
I − −
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( )0 0 0 0 0 0 0
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Здесь 0Q̂( )t  — начальные напряжения, найденные на предыдущем шаге линеаризации. Форма перехода  

от энергетического тензора к тензору истинных напряжений имеет вид Tˆˆ ˆ ˆT F Q F= ⋅ ⋅ . Для учета 
температурной деформации используется мультипликативное разложение градиента места на упругую 
( F̂E ) и температурную ( F̂T ) составляющие [23]: ˆ ˆ ˆF F FE T= ⋅ , где F̂T  — шаровой тензор. 

Рассмотрим случай однородного одноосного напряженного состояния, соответствующий продольному 
нагружению стержня. Осевые напряжения считаются известными: 11( ) ( )t P S tσ = , где ( )S t  — площадь 
сечения стержня, изменяющаяся в процессе деформирования; P  — нагрузка. Остальные компоненты 
тензора напряжений равны нулю. Полный градиент места представим через величины относительного 
удлинения ( )i tλ ; 3 2( ) ( )t tλ = λ  в силу изотропии материала. Запишем также его температурную 
составляющую: 

 

1

2

2

( ) 0 0
F̂ 0 ( ) 0 ;

0 0 ( )
t

t
t

t

 λ
 = λ  λ 

          
1 0 0

F̂ 0 1 0
0 0 1

Tt

T
T

T

+α∆ 
 = + α∆
 + α∆ 

, 

 
где α  — коэффициент линейного температурного расширения (ЛКТР); T∆  — приращение температуры. 

Кинематические величины, входящие в (5), выраженные через относительные удлинения,  
будут иметь вид: 

 

 

2
1

2
2

2
2

( ) 0 0
Ĉ 0 ( ) 0

0 0 ( )
t

t
t

t

 λ
 

= λ 
 λ 

; (7) 

2 2
1 1 2

ˆ(C ) ( ) 2 ( )tI t t= λ + λ , 2 4
3 1 2

ˆ(C ) ( ) ( )tI t t= λ λ , 2
1 2

ˆ(C ) ( ) ( ) 1t t tθ = λ λ − ; 

 

2 2
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2 2
* 2 2

2 2
2 2
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0 0 ( *) ( )
t

t
t

t

−

−
τ −

−

 λ τ λ
 = λ τ λ  λ τ λ 

; (8) 

2 2 2 2
1 * 1 1 2 2

ˆ(C ) ( *) ( ) 2 ( *) ( )tI t t− −
τ − = λ τ λ + λ τ λ ; 

2 2 4 4
3 * 1 1 2 2

ˆ(C ) ( *) ( ) ( *) ( )tI t t− −
τ − = λ τ λ λ τ λ , 

2
1 2

* 2
1 2

( ) ( )ˆ(C ) 1
( *) ( *)t

t t
τ −

λ λ
θ = −

λ τ λ τ
; 

 
( )

( )
( )

1 1 0 1 0
*

2 2 0 2 0

2 2 0 2 0

( ) ( ) ( ) 0 0
ê 0 ( ) ( ) ( ) 0

0 0 ( ) ( ) ( )

t t t
t t t

t t t

λ −λ λ 
 = λ −λ λ  λ − λ λ 

. (9) 

 
Подстановка выражений (7)–(9) в соотношения (6) приводит к системе двух линейных алгебраических 
уравнений относительно неизвестных 1( )tλ  и 2 ( )tλ  на каждом шаге линеаризации: 
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 11 11 0 1 0 1 0 1 1 0 2

2 0 2 0 1 2 0 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( );
0 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
Q t Q t a t b t t c t t

a t b t t c t t
= + + λ + λ

 = + λ + λ  
(10) 

 
где выражения для коэффициентов , ,i i ia b c  опущены в силу их громоздкости.  

Полученное решение использовалось для описания экспериментальных термомеханических кривых, 
представленных на рисунках 2, 3. Путем численных исследований установлено, что при увеличении 
количества шагов линеаризации наблюдается сходимость решения. Задача решалась с числом шагов 100, 
500, 1000 и 10000, и поскольку два последних варианта дали практически совпадающий результат,  
в дальнейшем применялось значение 0t , соответствующее 1000 шагов. Сопоставление экспериментальных 
данных и результатов численного расчета подтверждает их хорошее соответствие во всем температурном 
диапазоне, в том числе в диапазоне температур релаксационного перехода (стеклования). 
 

  

Рис. 2. Деформирование образца сжимающей 
нагрузкой 1,55 Н при различных скоростях нагрева 

, CT ° : 0,63 (кривая 1); 1,25 (2); 2,5 (3); 5 (4) 

Рис. 3. Нагрев образца без нагрузки со скоростью 1,25 C° /мин 

 
5. Заключение 

 
Таким образом, для описания термомеханического поведения стеклующихся материалов предложен 

вариант определяющих соотношений, учитывающих большие деформации. Применительно к задаче 
исследования одноосного напряженного состояния реализована процедура численного решения, 
предусматривающая предварительную линеаризацию полученных соотношений. Проведена серия 
термомеханических экспериментов для образцов из слабосшитой эпоксидной смолы. Установлены 
материальные константы модели. Получено удовлетворительное соответствие экспериментальных данных 
и результатов численного прогноза. 

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты № 12-08-00832-а, 13-01-00553а,  
13-08-96038-р_урал_а). 
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