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Рассмотрена задача закачки углекислого газа в водонасыщенный проницаемый пласт. Методами прямого численного 

моделирования определена граница области, занимаемой CO2 в пласте при различных параметрах нагнетания. Проведено сравнение 
результатов трёхмерных расчётов по полной модели фильтрации с приближённым автомодельным решением задачи. Установлены 
условия применимости автомодельной асимптотики. Исследована производительность вычислений и дана оценка эффективности 
распараллеливания алгоритмов численного моделирования. 
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In this work, the problem of carbon dioxide injection into a water saturated permeable layer is investigated. Using direct numerical 
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1. Введение 
 
В последнее десятилетие интенсивно исследуются проблемы, связанные с подземным захоронением 

углекислого газа (CO2) [1–3]. Цель захоронения заключается в снижении выбросов парниковых газов,  
в частности CO2, в атмосферу и, таким образом, в замедлении развития глобального потепления на Земле. 
Возможные источники CO2 — промышленные предприятия и теплоэлектростанции, а также,  
как в наиболее крупномасштабном действующем проекте захоронения в геологической формации  
Sleipner [4], этот газ является побочным продуктом при разработке месторождений углеводородов.  
В данном случае растворённый в нефти CO2 извлекают из недр и после отделения от него полезных 
углеводородных компонентов газ не выбрасывают в атмосферу, а закачивают обратно в водонасыщенные 
породы для захоронения. 

Закачка углекислого газа в недра сопряжена с рисками загрязнения атмосферы, обусловленными 
возможной утечкой CO2 через проницаемые породы и геологические разломы поверхности Земли.  
Для определения наиболее вероятных направлений течения CO2 и оценки рисков проводят математическое 
моделирование процесса захоронения в рамках уравнений многофазной фильтрации [5, 6]. При этом  
в модели должны учитываться нелинейные эффекты, обусловленные многофазным характером течения  
и фазовыми переходами [7, 8]. В результате исследование фильтрации аналитическими методами 
сопряжено со значительными трудностями, а точные решения задач удаётся построить только  
при введении предположений, которые зачастую не выполняются в реальных процессах, протекающих  
в недрах Земли. Например, в работе [9] аналитическое решение задачи, имеющей приложение  
к захоронению CO2, получено в сильных предположениях однофазного течения и стремящейся к нулю 
вязкости воды. Данное решение использовалось для оценки распространения CO2 в формации Sleipner 
[10]. В случае применения для описания фильтрации полной модели точных решений задач, связанных  
с захоронением CO2, не существует, поэтому для надёжного прогнозирования последствий этого процесса 
необходимы методы прямого численного моделирования. 

http://dx.doi.org/10.7242/1999-6691/2013.6.4.46


 А.А. Афанасьев, О.Э. Мельник, Ю.Д. Цветкова. Моделирование фильтрации при подземном захоронении углекислого… 421 

Авторами данной работы ранее предложена модель трёхфазной фильтрации [11, 12], описывающая 
течения в пористой среде с фазами сжиженного и газообразного CO2 и фазой воды (H2O). Обсуждались 
проблемы конечно-разностной аппроксимации уравнений с учётом силы тяжести.  

Здесь приводятся и анализируются результаты, которые получены с помощью программы для ЭВМ, 
разработанной для моделирования трёхфазной фильтрации [11, 12] на высокопроизводительных 
вычислительных системах. Дополнительно к исследованиям фильтрации даётся оценка эффективности 
распараллеливания алгоритмов численного моделирования, используемых в созданной программе.  
Для тестирования программы проведено сравнение численного решения задачи закачки CO2  
в водонасыщенный пласт с приближённым автомодельным решением [9, 10] и продемонстрировано,  
что решения совпадают, если устремить вязкость воды, в соответствии с постановкой автомодельной 
задачи, к нулю. Осуществлённые расчёты захоронения в полной постановке, то есть с конечной вязкостью, 
показали, что скорость распространения CO2 в недрах, найденная с помощью приближённого 
аналитического решения, существенно занижена. Таким образом, вязкость воды в задачах захоронения 
CO2 играет важную роль, и пренебрегать ею нельзя. 

 
2. Математическая модель 
 
2.1. Законы сохранения 

 
Для описания течений в пористой среде, связанных с закачкой углекислого газа в водонасыщенный 

пласт, используется математическая модель фильтрации бинарной смеси CO2–H2O [11, 12], которая 
применима к одно-, двух- и трёхфазным течениям сжиженного и газообразного CO2 и пластовой воды.  
В настоящей работе исследуются только закритические термодинамические условия для CO2 [11, 13],  
при которых возможна лишь одна фаза сверхкритического CO2, поэтому уравнения модели 
формулируются для одно- и двухфазных течений, а трёхфазные течения не рассматриваются. 

Предполагается, что различные компоненты бинарной смеси формируют не смешивающиеся друг  
с другом различные фазы. Первая фаза газовая — CO2 в закритическом состоянии, а вторая фаза жидкая — 
H2O. В данном случае система законов сохранения, описывающих фильтрацию, принимает вид [5, 6, 12] 
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Здесь индекс i  обозначает параметры фаз — углекислого газа ( 1i = ) и воды ( 2i = ), а индекс r  — 
параметры материала породы; m  — пористость породы; s  — насыщенность фаз; ρ  — плотность; e  — 
внутренняя энергия, h  — энтальпия; w  — скорость фильтрации; λ  — коэффициент теплопроводности 
породы ( rλ ) и эффективный в пласте ( mλ ); T  — пластовая температура; K  — проницаемость породы; 
f  — относительная фазовая проницаемость; µ  — вязкость; P  — пластовое давление; g  — вектор 

ускорения свободного падения. Уравнения (1), (2) и (3) — это законы сохранения массы CO2, массы воды  
и энергии соответственно, (4) — многофазный закон фильтрации Дарси. 
 
2.2. Уравнения состояния 

 
Теплофизические свойства CO2 задаются в виде: 
 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1, , , , , , ,P h T P h P h P hρ µ λ , (5) 
 
где 1h  — энтальпия CO2, а функции (5) — полиномиальные сплайны, рассчитываемые по кубическому 
уравнению состояния CO2 [11].  

Свойства воды определяются линейными соотношениями [14, 15]: 
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Здесь: 2(0)ρ  —  плотность при опорных значениях давления и температуры 0P P= , 0T T= ;  
α  — коэффициент сжимаемости; β  — коэффициент теплового расширения; 2C  — теплоёмкость  
при постоянном давлении.  

Во многих случаях захоронения углекислый газ находится при околокритических условиях,  
и его термодинамические параметры изменяются сложным нелинейным образом [7, 11, 13]. Такое их 
поведение не может быть описано простыми соотношениями, например типа (6), и требует привлечения 
более сложных, вообще говоря, итерационных методов расчёта [11], которые и используются в настоящей 
работе. При этом выбор в (5) энтальпии 1h  в качестве независимой переменной позволяет избежать 
математических особенностей в критической точке CO2 [16]. При подземном захоронении вода находится 
при существенно докритических условиях, поэтому для описания её теплофизических свойств 
применяются более простые уравнения состояния — (6). 

Теплофизические свойства материала породы принимаются в виде 
 

 , , constr r r re C T= ρ λ = , (7) 
 
где rC  — теплоёмкость породы. 

Относительные фазовые проницаемости являются функциями насыщенности жидкой фазы, то есть 
воды 2s  [17] 
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Подставляя уравнения (4)–(8) в (1)–(3) и учитывая термодинамическое соотношение i i ih e P= + ρ , можно 
получить замкнутую систему трёх уравнений относительно неизвестных  

 
 1 2, ,P h s . (9) 

 
3. О расчёте фильтрации 

 
3.1. Алгоритм расчёта 

 
Для прямого численного моделирования фильтрации, описываемой уравнениями (1)–(8), разработана 

программа на языке Фортран, позволяющая проводить трёхмерные параллельные расчёты на системах  
с распределённой памятью. В рамках метода конечных объёмов используется классическая  
при исследовании течений в пористой среде полностью неявная схема первого порядка точности  
при аппроксимации по времени и по пространству [5, 8]. Двухточечные аппроксимационные выражения 
для потоков между смежными ячейками расчётной сетки сформулированы в [12]. На отдельном шаге  
по времени решение нелинейной системы конечно-разностных уравнений находится в рамках метода 
Ньютона [18]. На каждой итерации метода коэффициенты матрицы системы линейных алгебраических 
уравнений (СЛАУ) вычисляются методом численного дифференцирования в соответствии  
с математическим определением производной функции нескольких переменных.  

Согласно идеям параллельного решения задач механики сплошной среды, сначала проводится 
декомпозиция расчётной области [19], и затем в каждой из подобластей осуществляется отдельный 
вычислительный процесс. В частности, нахождение теплофизических свойств смеси CO2 – H2O  
и породы, а также линеаризация конечно-разностных уравнений в ячейках каждой подобласти 
производится в рамках одного процесса. Для коммуникаций используется MPI — наиболее 
распространённый стандарт интерфейса обмена. 

Программа для ЭВМ тестировалась на задачах фильтрации, имеющих аналитическое или численное 
решение, полученное с помощью существующих пакетов программ [20]. В данной работе результаты 
расчётов в описанной ниже задаче закачки сравнивались с её автомодельным решением. Тестирование 
подтвердило корректность программной реализации алгоритма. 
 
3.2. Параметры линейного решателя 

 
При численном моделировании прикладных задач фильтрации на сетках, содержащих 5 710 10−  ячеек, 

наиболее трудоёмким является решение СЛАУ, соответствующей линеаризованной системе  
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конечно-разностных уравнений [19, 21, 22]. Затраты вычислительных ресурсов центрального 
процессорного устройства (ЦПУ) на данный процесс могут превышать 95%, поэтому эффективность 
набора процедур для решения СЛАУ, который ниже называется линейным решателем, является 
критичной. Правильная настройка и распараллеленность линейного решателя может снизить на порядки 
величину общего времени расчёта фильтрационной задачи. 

В программе для ЭВМ решение СЛАУ осуществляется с помощью библиотеки параллельных 
подпрограмм Aztec [23, 24], которая свободно распространяется в составе пакета Trilinos (разработчик — 
Национальная лаборатория Сандия, США) [25]. Разреженная матрица представляется в формате MSR.  
Для решения системы применяется обобщенный метод минимальных невязок GMRES, 
предобусловленный алгоритмом ILUT. Размерность подпространства Крылова — 30; коэффициент 
заполненности предобуславливателя — 5; порог отбрасывания ненулевых элементов — 610−  [23, 26]. 
Перед решением СЛАУ с помощью алгоритмов ILUT и GMRES применяется блочное предобуславливание 
методом Якоби [23]. Также выполняется обезразмеривание неизвестных, входящих в (9): P P P= , 

1 1 1h h h= , 2 2s s= , где 610P = Па, 6
1 10h = Дж/кг. СЛАУ представляется в переменных P , 1h , 2s , имеющих 

один порядок величины, а не в переменных (9), различающихся на 6 порядков. Это повышает скорость 
сходимости итерационного метода GMRES. 

Параметры линейного решателя, которые не описаны выше, приведены в таблице 1. Значения 
подобраны экспериментально, исходя из результатов серии расчётов задач фильтрации, проведённых  
с целью определения настроек решателя, минимизирующих затраты ЦПУ на решение СЛАУ.  
Также учитывались рекомендации авторов работ [23, 27]. 

Таблица 1. Параметры линейного решателя (описание аббревиатур дано в [23]) 

Параметр  
линейного решателя 

Значение или библиотечное 
средство для его 

определения 

Параметр  
линейного решателя 

Значение или библиотечное 
средство для его 

определения 

solver gmres overlap 2 

kspace 30 reorder 1 

max_iter 300 subdomain_solve ilut 

conv r0 ilut_fill 5 

tol 10-6 ilut_drop 10-6 

precond dom_decomp   

 
4. Решение задачи закачки углекислого газа 
 
4.1. Постановка задачи 

 
Задача нагнетания углекислого газа в водонасыщенный пласт рассматривается в радиально-

симметричной постановке (Рис. 1). Пласт, имеющий толщину H  ( [0, ])z H∈ , ограничен сверху ( 0z < )  
и снизу ( z H> ) непроницаемыми породами, а в горизонтальном направлении имеет бесконечную 
протяжённость ( [0, ))r∈ +∞ . Распределение петрофизических параметров ( m  и K ) предполагается 
однородным (Табл. 2). В начальный момент времени ( 0t = ) проницаемый резервуар насыщен водой 
( 2 1s = ); температура пласта составляет 40 CT = ° ; давление распределено по гидростатическому закону, 
причем при 2z H=  15P = МПа. Начальные условия в пласте соответствуют породам, залегающим  
на глубине 1,5 км. 

Закачка CO2 в пласт производится с постоянным 
расходом mQ  (Табл. 3) через вертикальную скважину,  
с которой совпадает ось r . Температура нагнетаемого 
CO2 равняется пластовой температуре 40 CT = ° . 
Следовательно, по постановке задача практически 
является изотермической, а значения параметров rρ , 

rC , rλ , 2C , 2λ , определяющих распределение 
температуры, по сути, не влияют на решение (Табл. 2). 
Незначительное отклонение температуры  
от начальной 40 CT = °  связано с изменением 
энтальпии углекислого газа при его расширении.  

 
 

Рис. 1. Схема задачи (выделена область, насыщенная 
CO2); r  – радиальная координата, z  – глубина 
нагнетания; прямая 1 – нагнетательная скважина,  
2 – кровля пласта 
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Так как пластовое давление ( 15P ≈ МПа) выше критического давления газа (7,3 МПа), то в течении 
присутствует только одна фаза закритического CO2 [13]. Согласно уравнению состояния [11]  
при 15P ≈ МПа, 40 CT = °  плотность углекислого газа ( 1 762ρ = кг/м3) меньше плотности воды (Табл. 2), 
поэтому CO2, как более легкая фаза, всплывает в водонасыщенной пористой среде, растекаясь  
вдоль непроницаемой кровли (Рис. 1). Таким образом, наибольшая горизонтальная скорость  
течения CO2 в пласте достигается именно у кровли. Определение значения этой скорости  
важно для прогнозирования распространения CO2 в недрах и оценки возможных последствий  
захоронения [4, 10].  

Таблица 2. Параметры для задачи о закачки CO2 

Характеристики породы Характеристики насыщающей пласт воды 

Толщина пласта ,H м 50 Коэффициент сжимаемости α , Па-1 104,55 10−⋅  

Пористость m  0,25 Коэффициент  
теплового расширения β , К-1 42,78 10−⋅  

Проницаемость K , м2 1310−  Опорное давление 0P , МПа 15 

Плотность rρ , кг/м3 2500 Опорная температура 0T , °С 40 

Теплоёмкость rC , Дж/(кг·K) 1000 Теплоёмкость  2C , Дж/(кг·K) 4207 
Коэффициент 

теплопроводности rλ , Вт/(м·К) 2 Коэффициент 
теплопроводности 2λ , Вт/(м·К) 0,62 

   Плотность при 0P  и 0T  2(0)ρ , кг/м3 993 

 
4.2. Автомодельное решение 

 
В работах [9, 10] получено приближённое автомодельное решение сформулированной задачи  

в аналитическом виде. При этом предполагалось, что  
1) течение изотермическое; 
2) вытеснение воды углекислым газом носит поршневой характер, то есть в каждой точке пористой 

среды имеется однофазное состояние H2O или закритическое состояние CO2, а области двухфазной 
фильтрации не формируются; 

3) вязкость воды стремится к нулю ( 2 0µ → ), то есть H2O создаёт только гидростатическое 
распределение давления в пласте и не препятствует фильтрации CO2. 

С учётом данных предположений решение задачи закачки CO2 задаётся уравнениями 
 

 
1/41/4

21( ) , ( , ) 1 , ( );
2 ( )

Q Q rr t t r t r r t
m m r t∗ ∗

∗

   = ω γ ζ = ω − →    γ     
 (10) 

 
( )1/4

2 1

2 1

6 , , .mK g Q
Q

m
ρ −ρ ω = γ = = π µ ρ 

 

 
Здесь: ( )r t∗  — радиус пятна CO2 на непроницаемой кровле пласта (Рис. 1); ( , )r tζ  — толщина области, 
насыщенной CO2 при r r∗→ ; constQ =  — объёмный расход, а mQ  — массовый расход CO2  

через скважину; ω , γ  — константы. Согласно (10) r∗  растёт пропорционально t , а в фиксированный 
момент времени ζ  есть линейная функция радиуса r .  

В дальнейшем рассматриваются два варианта нагнетания при различных расходах CO2 (Табл. 3). 
Согласно уравнениям (10) и таблице 2 прямая ( , )z r t= ζ  на плоскости { },r z  проходит в случае A   
через точку (0, 2)H , а в случае B  — через точку (0, )H . 

Таблица 3. Скорость нагнетания CO2 

Вариант 
нагнетания (0, )z t= ζ  Q , м3/с mQ , кг/с 

A  2H  20, 416 10−⋅  3,44 

B  H  21,806 10−⋅  13,76 
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4.3. Численное решение в полной постановке 
 

В соответствии с постановкой задача обладает симметрией, поэтому достаточно провести численное 
моделирование течения в области, ограниченной сектором 2π  радиального угла (Рис. 2). Таким образом, 
в качестве расчётной области выбирается прямоугольный параллелепипед, одно из вертикальных рёбер 

которого совпадает с нагнетательной скважиной 1  
(и осью z ). Оси x  и y  направлены по взаимно 
перпендикулярным горизонтальным рёбрам 
параллелепипеда. Размеры области вдоль осей x   
и y  одинаковые — 1775L =  м, а её высота равна 
H . На границах x L=  и y L=  для давления 
выполняются условия гидростатического 
равновесия, а температура поддерживается равной 
начальной 40 CT = ° . Границы 0x = , 0y = , 0z =   
и z H=  — непроницаемые и теплоизолированные. 

Число ячеек вдоль оси z  равнялось 25,  
а в горизонтальных направлениях разрешение сетки 
варьировалось. Рассмотрены сетки, состоящие  
из ячеек ( x y z× × ): I  — 25 25 25× × , II  — 
50 50 25× × , III  — 100 100 25× × , IV  — 
200 200 25× × . В области закачки CO2 
( , [0,1000]x y∈  м) применяется равномерная сетка,  

а на периферии ( , 1000x y >  м) размер ячеек увеличивается по мере удаления от нагнетательной скважины 
(Рис. 2). Границы области, насыщенной CO2, совпадают для всех сеток I  – IV , что подтверждает 
сеточную независимость численного решения. 

На рисунке 3 представлены результаты для вариантов нагнетания A  и B  (см. Табл. 3). Сначала 
рассматривался случай малой вязкости воды 2 0µ →  (Рис. 3, а, в), соответствующий предположениям,  
при которых получено автомодельное решение. В расчёте, согласно закону Дарси (4), нельзя положить 2 0µ = , 
поэтому берётся вязкость 5

2 6,53 10−µ = ⋅ кг/(м·с), что в 10 раз меньше вязкости воды ( 46,53 10−⋅  кг/(м·с))  
при рассматриваемых пластовых условиях 15P ≈ МПа, 40 CT = °  [15]. Радиус пятна CO2 на кровле r∗   
и функция ( , )r tζ , описывающая границу области насыщения CO2 при r r∗→ , установленные при численном  
и автомодельном решениях, совпадают. Этим подтверждается корректность разработанной программы для ЭВМ. 
При 0r →  решения не обязаны совпадать в силу того, что уравнения (10) асимптотические ( r r∗→ ) [9, 10]. 

На рисунках 3, б, г приведены результаты расчётов для реальной вязкости воды 4
2 6,53 10−µ = ⋅  кг/(м·с), 

то есть 2 0µ → . При этом CO2 растекается по кровле пласта намного быстрее,  
чем это предсказывается автомодельной асимптотикой. Вытеснение воды углекислым газом  
не является поршневым: в области распределения CO2 насыщенность воды не равна нулю, поэтому 
формируется двухфазное течение.  
 

 

 

 

  
Рис. 3. Насыщенность CO2 ( 1s ) при различных вариантах нагнетания: вариант A , насыщенность через 15000t =  дней  

при 2 0µ →  (а), при 2 0µ →  (б); вариант B , насыщенность через 6000t =  дней при 2 0µ →  (в), при 2 0µ →  (г); прямая 
линия ограничивает область CO2 в автомодельном решении 

 
 
Рис. 2. Трёхмерная визуализация (в перспективе) 
расчётной области и сетки; распределение CO2 
(насыщенность 1s ) отвечает нагнетанию A  с сеткой III  

в момент времени 12000t =  дней (масштаб вдоль оси z  
увеличен в 7,5 раз)  

а в 

б г 
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Таким образом, обсуждаемые решения существенно различаются. Это связано с тем,  
что предположения, при которых получена автомодельная асимптотика (10) (см. подраздел 4.2), 
нарушаются и, в частности, нельзя пренебрегать вязкостью воды. Действительно, в пластовых условиях 

2 1 1µ µ >  [1–4], а объёмы CO2 и H2O, перемещаемые в результате закачки, одинаковы (одна жидкость 
вытесняет другую). Так как вязкость велика во всём объёме перемещаемой жидкости, то вязкими 
эффектами в области H2O можно пренебречь только при условии 2 1 1µ µ  . Однако данное неравенство  
в реальных процессах не выполняется [1–4]. 

Из анализа рисунка 3 следует, что автомодельное решение не работает в важных для практических 
приложений вариантах нагнетания. В частности, оно даёт существенно недооцененную (в полтора раза,  
см. Рис. 3, г) скорость распространения CO2 в пласте. Кроме того, в реальных течениях важную роль 
играют эффекты, связанные с растворимостью CO2 в воде [7] и с остаточной насыщенностью H2O, 
приводящей к двухфазному течению смеси. Роль гидродинамической неустойчивости фронта вытеснения, 
о которой упоминается в [10], по-видимому, вторична (Рис. 2). Отмеченные эффекты относительно легко 
могут быть учтены в численной модели, но не в аналитическом решении. 

 
5. Исследование масштабируемости 

 
Для определения зависимости производительности разработанной программы для ЭВМ от числа 

параллельно работающих процессов p  проведена серия расчётов задачи закачки CO2 на различных сетках 
(Табл. 4). В вычислительных экспериментах использовался многопроцессорный комплекс, произведённый 
компанией Т-Платформы. Кластер имеет 70 узлов по 24 ядра на основе процессоров Intel Xeon 5472 
Harpertown (тактовая частота 3,0 ГГц), объединённых через локальную сеть Infiniband. 

В таблице 4 приведено время работы ЦПУ, затраченное на численное решение задачи на отрезке 
времени [7000,8000]t∈  дней при параметрах нагнетания A  и меньшей в 10 раз по сравнению с реальной 
вязкости воды. Данное время содержит в себе как затраты непосредственно на расчёт течения, так и 
на инициализацию вычислительной задачи, загрузку начальных условий при 7000t = дней и выгрузку 
результатов при 8000t =  дней. При каждом числе ячеек сеток I – IV  используются одинаковые настройки 
программы для ЭВМ; в частности, максимальный шаг по времени ограничен величиной 50–100 дней. 

Таблица 4. Время расчёта t , с при различном числе процессов 

Сетка 
Число 
процессов p  

I  
( 25 25 25× × ) 

II  
( 50 50 25× × ) 

III  
( 100 100 25× × ) 

IV  
( 200 200 25× × ) 

1 162 1026 6822 – 

2 93 532 3260 – 

4 58 311 1785 – 

8 39 205 1212 – 

16 22 119 628 – 

24 18 88 475 8332 

32 14 75 382 6067 

48 – 55 272 4328 

64 – 44 205 3462 

96 – 36 166 2622 

128 – – 140 2145 

144 – – 127 1894 

160 – – 119 1730 

 
Применяется декомпозиция расчётной области на прямоугольные подобласти, число которых вдоль 

осей x  и y  задаётся как можно более близким друг другу. Разбиение по оси z  отсутствует. Например, 
при распараллеливании на 160 процессов используется декомпозиция 16 10 1× × , то есть 16 (или 10) 
подобластей вдоль оси x  (или y ), а при 144 процессах — 12 12 1× × . В случае сетки IV  расчёты  
при 24p <  не проводились из-за ограничений оперативной памяти: настройки линейного решателя 
настолько ресурсоёмки (см. Табл. 1), что её объём недостаточен. 



 А.А. Афанасьев, О.Э. Мельник, Ю.Д. Цветкова. Моделирование фильтрации при подземном захоронении углекислого… 427 

Обозначим: pτ  — время счёта при разбиении задачи на p  процессов, 1p pS = τ τ  — ускорение,  
а p pE S p=  — эффективность распараллеливания. Величину pS  часто описывают законом Амдала [28]: 

 

 ( )( ) 1
1pS p

−
= χ + −χ , (11) 

 
где χ  — доля нераспараллеленных операций. 

На рисунке 4, а точками показано достигнутое ускорение в соответствии с таблицей 4. Для каждой  
из сеток I – IV  построена регрессия (сплошные линии, Рис. 4, а) в виде функции (11). Доля 
последовательных вычислений χ  (Рис. 4, б) составляет: I  — 6,65%; II  — 2,92%; III  — 1,26%; IV  —
 0,68%. Возрастание количества параллельных операций и, следовательно, ускорения pS  при увеличении 
числа ячеек сетки N  связано с уменьшением доли затрат на пересылку информации между процессами  
в более сложной вычислительной задаче [19]. 
 

  
Рис. 4. Зависимость ускорения pS  от числа процессов (а); доля последовательных операций χ  (б) и эффективность 

распараллеливания 24E  (в) как функция числа ячеек N  

 
Согласно таблице 4 в случаях I  – III  эффективность распараллеливания 24E  при использовании 24 

процессов вычисляется явно ( I  — 24 37,5E = %, II  — 24 48,6E = %, III  — 24 59,8E = %).  
Для рассматриваемой задачи величина 24E  с хорошей точностью аппроксимируется линейной функцией 
логарифма числа ячеек lg N  (Рис. 4, в), с учётом которой получается оценка 24E  для сетки IV  
( 24 71,0E = %; выколотая точка). Учитывая это значение, величину ускорения pS  для сетки IV  можно 

найти по формуле ( )24 2424p pS E= τ τ , где 24τ  — время расчёта при распараллеливании на 24 процесса. 
Проведённое исследование подтверждает хорошую масштабируемость алгоритмов расчёта фильтрации. 

В частности, для сетки, содержащей 610  ячеек (случай IV ), можно получить ускорение в 60 раз при 
распараллеливании на 100 процессов. Вместе с тем следует отметить, что полученные экспериментальные 
точки для ускорения (Рис. 4, а) довольно плохо удовлетворяют закону Амдала (11). Вероятно, это можно 
объяснить тем, что, во-первых, декомпозиция расчётной области не оптимизируется. На различные 
процессы приходится, вообще говоря, различное количество ячеек, а число граничных ячеек [23], для 
которых необходимо выполнять пересылку информации между процессами, не минимизируется. Разброс 
точек в окрестности кривых (11) связан с тем, что некоторые из разбиений не оптимальны. Для улучшения 
качества декомпозиции необходимо применять более совершенные методы [29]. Во-вторых, на практике 
нельзя провести чёткое разделение вычислительного алгоритма на последовательные и параллельные 
процедуры. По-видимому, корректнее рассматривать процедуры с различной степенью распараллеленности 
и использовать более сложное, чем (11), соотношение для оценки производительности [28]. 

а б 

в 
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6. Заключение 
 
Проведено трёхмерное исследование закачки углекислого газа в водонасыщенный пласт  

с использованием высокопроизводительных вычислительных систем. Сравнение результатов расчёта  
с приближённым автомодельным решением, описывающим течение в пласте, подтвердило корректность 
разработанной программы для моделирования фильтрации. Показано, что автомодельное решение даёт 
существенно заниженную оценку для скорости распространения углекислого газа в пласте при значимых 
для практических приложений условиях. Для различных сеток оценена масштабируемость алгоритмов 
расчёта. Показано, что эффективность распараллеливания на 100 процессов достигает 60%. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования и науки Российской 
Федерации (госконтракт № 07.514.11.4157). 
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