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Работа посвящена трехмерному численному моделированию наката нелинейных поверхностных гравитационных волн на основе 

уравнений Навье–Стокса. Сформулирована постановка трехмерной задачи, описаны граничные и начальные условия. С помощью 
метода расщепления по физическим процессам построена дискретная модель с учетом коэффициента заполненности ячеек. 
Приведены особенности конструкции моделируемого трехмерного бассейна. Представлены трехмерные модели поэтапного наката 
нелинейной поверхностной гравитационной волны на береговой склон. Описаны волновые процессы, происходящие при накате  
и откате нелинейных поверхностных гравитационных волн. 
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The paper is devoted to three-dimensional numerical modeling of a runup of nonlinear surface gravity waves based on Navier–Stokes 
equations. The three-dimensional formulation of the problem is considered, and the boundary and initial conditions are described.  
The decomposition method for physical processes is used to construct a discrete model capable of accounting for the factor of filled cells. 
Features of a design of the simulated three-dimensional shallow water area are described. Three-dimensional models of the staged runup  
of surface gravity waves on the coastal slope are presented. The wave processes occurring at the runup and back draft of nonlinear surface 
gravity waves are described. 
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1. Введение 
 

В мелководных акваториях береговые образования подвергаются постоянному волновому воздействию. 
Исследование процессов изменения береговых линий являются актуальными для прогнозирования  
и развития экосистемы мелководья. При описании волновых явлений часто используются различные 
модификации уравнений мелкой воды. Однако наиболее адекватно волновые процессы описывают 
уравнения Навье–Стокса. Эти уравнения учитывают как нелинейные эффекты, так и турбулентные 
процессы в вязкой несжимаемой жидкости.  

Рассмотрим работы, посвященные трехмерному моделированию наката поверхностных волн  
на береговые образования. В статьях [1, 2] проводится трехмерное моделирование обрушения 
поверхностной волны. В работе [2] представлены результаты трехмерного моделирования наката  
и обрушения волны при распространении по наклонному берегу. Для моделирования используется 
уравнение Навье–Стокса с учетом двухфазной среды воздух – вода.  

В [3] на примере трехмерного фрагмента заплеска цунами на реальное побережье исследован 
численный метод моделирования наката длинных волн на берег. Метод позволяет решать двумерные 
задачи со сложной геометрией. В рамках теории мелкой воды в [4] предложен метод для моделирования 
набегания прерывных волн на наклонный берег и их распространения по сухому руслу. Представлена 
трехмерная модель частичного разрушения плотины с локальным эллипсоидальным препятствием и сухим 
руслом в нижнем бьефе. В [5] рассмотрены прерывные волны, возникающие и распространяющиеся 
внутри расчетной области при численном моделировании течений с прерывными волнами. Статья [6] 
посвящена численному моделированию распространения штормовых волн и цунами на основе 
нелинейного уравнения мелкой воды. В работе используется трехмерная модель поэтапного наката цунами 
на прибрежные акватории. 

В ряду экспериментальных исследований процесса наката можно отметить работы [7] и [8]. В [7] 
экспериментально исследованы деформации профиля обрушивающихся поверхностных волн в зоне 
прибоя. Приведены поэтапные снимки деформации профиля волны при распространении по наклонному 
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дну до и после обрушения. В работе [8] проанализированы результаты экспериментальных исследований 
процесса наката и обрушения поверхностной волны на наклонный берег.  

Данная работа посвящена трехмерному моделированию наката поверхностных гравитационных волн  
в условиях мелководных заливов. Математическая модель строится на основе уравнений Навье–Стокса  
в привязке к гидрофизическим условиям такой мелководной акватории, как Азовское море. Вопросы 
численного моделирования волновых явлений для данного бассейна на основе уравнений мелкой воды  
и двумерное моделирование наката на основе уравнений Навье–Стокса рассматривались автором ранее, 
результаты исследований отражены, соответственно, в публикациях [9] и [10]. Трехмерные модели 
волновых процессов при этом являются не только наиболее информативными, но и позволяют учитывать 
реальный трехмерный рельеф дна и берега мелководных заливов. 

 
2. Постановка задачи 

 
Согласно геометрии расчетной области задачи ось x  декартовой системы координат совмещена  

с поверхностью невозмущенной жидкости и ориентирована в сторону берега, ось y  направлена вдоль 
берега, ось z  — вертикально вверх (Рис. 1). 
В начальный момент времени жидкость 
находится в состоянии покоя. На некотором 
расстоянии от берега в точке 0x =  задается 
возмущение давления в виде импульса, 
меняющееся по мере удаления от начала 
координат по гармоническому закону.  

Проследим последующее движение 
водной массы в сторону берега.  
Для описания трехмерных гравитационных 
волн на поверхности жидкости с учетом её 
вязкости воспользуемся трехмерными 
уравнениями Навье–Стокса, уравнением 

неразрывности для несжимаемой жидкости и уравнением гидродинамического давления [11]: 
– уравнения Навье–Стокса 
 

 
2 2 2

2 2 2

1u u u u P u u uu v w
t x y z x x y z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + = − +µ +µ + η

∂ ∂ ∂ ∂ ρ ∂ ∂ ∂ ∂
,  
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1v v v v P v v vu v w
t x y z y x y z
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + + = − +µ +µ + η
∂ ∂ ∂ ∂ ρ ∂ ∂ ∂ ∂

, (1) 

 
2 2 2

2 2 2
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∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + = − +µ +µ + η +

∂ ∂ ∂ ∂ ρ ∂ ∂ ∂ ∂
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– уравнение неразрывности для несжимаемой жидкости 
 

 0u v w
x y z
∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂

; (2) 

 
– уравнение полного гидродинамического давления с учетом глубины 
 
 ( , , , ) ( , , , )P x y z t p x y z t gz= +ρ , (3) 
 
где p  — давление, обусловленное возмущением; ,u  v  — горизонтальные и w  — вертикальная 
составляющие вектора скорости V  движения частиц водной среды; ρ  — плотность жидкости; g  — 
гравитационная постоянная; ,µ  η  — горизонтальная и вертикальная составляющие коэффициента 
турбулентного обмена. 

Рассмотрим граничные условия.  
На свободной поверхности жидкости предполагаем, что 
 

 атм( , , , )P x y z t P= ;     1( , , , ) Pw x y z t
g t

∂
=

ρ ∂
, (4) 

 

 
 

Рис. 1. Геометрия трехмерной задачи наката поверхностной 
гравитационной волны 
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при этом вертикальная скорость выражается через производную давления, получаемую 
дифференцированием выражения для полного гидродинамического давления. 

На дне области выполняются условия непротекания и скольжения:  
 

 ( , , , ) 0x y z t∂
=

∂
V

n
,     ( , , , ) ( )xu x y z t t

z
∂

ρη = −τ
∂

; (5) 

( , , , ) ( )yv x y z t t
z
∂

ρη = −τ
∂

,     ( , , , ) ( )zw x y z t t
x
∂

ρµ = −τ
∂

. 

 
Здесь: n — вектор нормали к донной поверхности; ( ),x tτ  ( )y tτ , ( )z tτ  — компоненты тангенциального 
напряжения на дне, возникающие из-за донного трения, рассчитываются по формулам [11] 
 
 ( ) ( ) , ( ) ( ) , ( ) ( )x p y p z pt C u t C v t C wτ = ρ τ = ρ τ = ρV V V V V V , (6) 
 

где 
0,0088,

( )
0,0026,pC 

= 


V  
6,6<V м/с; 

— безразмерный коэффициент; горизонтальная и вертикальная 
6,6≥V м/с 

составляющие коэффициента турбулентного обмена принимают значения 0 1< µ ≤ м2/с,  0 1< η ≤ м2/с.  
На левой и правой боковых границах условия аналогичны условиям на дне. 
На противоположной берегу (в дальнейшем тыльной) границе 0x = , где располагается источник 

импульса, 
 

 ( , , , )P x y z t
n
∂

= α
∂

,   (0)( , , , )u x y z t u= ,   (0)( , , , )v x y z t v= ,   (0)( , , , )w x y z t w= , (7) 

 
параметр α  задается исходя из начальных условий (гармоническое возмущение);  

В начальный момент времени 0t =  жидкость находится в покое, поэтому  
 

 ( , , ,0) 0u x y z = ,    ( , , ,0) 0v x y z = ,    ( , , ,0) 0w x y z = ,    ( , , ,0)P x y z gz= ρ . (8) 
 
3. Расщепление уравнений 

 
С помощью метода расщепления по физическим процессам проводится аппроксимация исходных 

уравнений (1)–(3) и граничных условий (4)–(7) по временной переменной [12, 13]. Согласно данному 
методу расчет осуществляется в три этапа: 
– на первом этапе определяется поле скоростей на основе уравнений  
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– на втором этапе рассчитывается давление: 
 

 
2 2 2

2 2 2

n n nP P P u v w
x y zx y z

+σ +σ +σ ∂ ∂ ∂ ρ ∂ ∂ ∂
+ + = + + τ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂  

;  

 
– на третьем этапе по найденному давлению уточняется поле скоростей  
 

 
1 1n nu u P

x

+ +σ− ∂
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τ ρ ∂
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1 1n nv v P
y
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= −

τ ρ ∂
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z
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где nu , nv , nw  — составляющие вектора скорости на текущем временном слое; nu +σ , nv +σ , nw +σ — 
составляющие вектора скорости на вспомогательном временном слое; 1nu + , 1nv + , 1nw + — составляющие 
вектора скорости на следующем временном слое.  

 
4. Построение и исследование дискретной модели 

 
Разработана дискретная конечно-объемная модель задачи с учетом коэффициента заполненности ячеек 

[14, 15]. Расчетная область по пространственным направлениям представляет собой куб. Для численной 
реализации дискретной математической модели вводится равномерная сетка [16, 17]: 

 

{ }, , ( 0, , 0, , 0, ); , ,h i x j y k z x z k x x x y y y z z zx ih y jh z kh i N j N k N N h l N h l N h lϖ = = = = = = = = = = , 

 
где , ,i j k  — индексы по направлениям , ,x y z ; , ,x y zh h h  — шаги по пространству; , ,x y zN N N  — 
количество узлов по пространству; , ,x y zl l l  — пространственные размеры области. Для аппроксимации 
исходных дифференциальных уравнений по пространственным координатам используется интегро-
интерполяционный метод. 

Получены дискретные аналоги уравнений для расчета составляющих вектора скорости, поля давления, 
а также дискретные аналоги граничных условий. Проведено исследование консервативности дискретной 
модели. Установлено, что для сеточного аналога разностного уравнения соблюдается интегральный закон 
сохранения импульса. Погрешность аппроксимации конечно-разностной схемы по временной координате 
имеет первую степень, по пространственным координатам — вторую степень. Проанализирована 
устойчивость задачи на основе принципа максимума, получены ограничения на шаги по времени  
и пространственным координатам.  

Дискретные уравнения для расчета составляющих вектора скорости и поля давления строятся  
на основе неявной схемы, для уточнения компонент поля скорости используется явная схема. 
Построенные дискретные уравнения решаются методом верхней релаксации. Для расчета трехмерного 
поля скоростей и поля давления водной среды при численном моделировании наката и обрушения 
нелинейной поверхностной гравитационной волны разработана программа «3DBayWaves» [18]. 

 
5. Результаты численного моделирования и их анализ 

 
Рассмотрим процесс трехмерного численного моделирования набегания нелинейных поверхностных 

гравитационных волн на береговые склоны мелководных акваторий. Согласно постановке задачи слой 
вязкой несжимаемой жидкости заполняет трехмерный прибрежный бассейн до определенного уровня, при 
этом линия дна переходит в береговую линию (Рис. 1).  

Перед запуском программы «3DbayWaves» задаются размеры расчетной сетки ( , ,x y zN N N  —  
границы по пространству), трехмерная геометрия берегового склона и количество итераций по времени 
( tN  — верхняя граница по времени). Далее вводятся параметры поверхностной гравитационной волны: 
амплитуда — a , длина волны — λ , начальный уровень покоящейся жидкости — H . Затем строится 
трехмерная сетка (см. Рис. 2), визуализирующая заполненный водой бассейн. 

Дно бассейна медленно поднимается  
и переходит в береговой склон. 
Батиметрические условия трехмерного 
бассейна привязаны к условиям 
Таганрогского залива Азовского моря 
[19, 20]. Конструкция трехмерного 
бассейна разработана с учетом 
особенностей берегов Азовского моря 
согласно СНиП 33-01-2003 
«Гидротехнические сооружения.  
Основные положения» и относится  
к берегозащитным сооружениям откосного 
типа с вертикальной стенкой [21].  

Для соблюдения корректности 
физического процесса учитывается 
постепенное накопление нелинейных 
эффектов при распространении 
поверхностной волны. Размеры сетки 
составляют 100 40 60× ×  ячеек, уровень 

 
 

Рис. 2. Трехмерная сетка для мелководного бассейна в состоянии покоя 
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поверхности воды по вертикали находится в интервале 5÷25 ячеек. Исходя из глубины залива 5H ≤ м, 
участок акватории имеет следующие геометрические размеры (Рис. 2): длину 40 м; ширину 15 м; 
протяженность по вертикали 25 м (от дна). Длина шага по пространству составляет 0, 42x y zh h h= = = м. 

На рисунке 3 представлен последовательный процесс набегания нелинейной поверхностной 
гравитационной волны на пологий береговой склон. На тыльной стенке бассейна, имеющей глубину 

5H = м, задано гармоническое возмущение среды с частотой 0,13f = Гц. Расчеты проведены  
при следующих начальных параметрах волны: скорости 6,6c = м/с; длине волны 50λ = м; амплитуде 
вертикального смещения свободной поверхности воды 4,2a = м; параметре мелководности 0,6kH = ; 
параметре нелинейности 0,8ε = . Поверхностная гравитационная волна удовлетворяет начальным 
требованиям мелководности [22]: 1 5H λ < .  

С уменьшением глубины трехмерного бассейна волна выходит на сухой берег; из-за возрастания 
нелинейных эффектов происходит укручение переднего фронта гребня волны (Рис. 3, а, б), он становится 
отвесным. Затем волна обрушивается, рассыпается и ударяется о переднюю вертикальную стенку 
бассейна. Этот процесс можно видеть на рисунке 3, в. Потом водная масса начинает стекать по береговому 
склону обратно, происходит откат волны (Рис. 3, г, д). Откатывающаяся волна сбивает гребень  
следующей волны, ещё больше укручивая передний фронт и ускоряя его обрушение (Рис. 3, е). При этом  
к приходу следующего гребня уровень покоящейся жидкости в бассейне поднимается. Описанные этапы 
набегания соблюдаются поверхностными гравитационными волнами и с другими начальными 
параметрами мелководности.  
Анализируя результаты трехмерного моделирования наката, следует отметить, что по сравнению  
с двумерным моделированием [10], в целом наблюдаются те же физические процессы. Однако в связи  
с увеличением трудоемкости вычислений усложняется процесс задания геометрии бассейна. Поэтому  
для большей выразительности процесса наката поверхностная гравитационная волна (Рис. 3) задавалась  
с высокой начальной крутизной. 

 

  

  

  
Рис. 3. Последовательные этапы набегания поверхностной гравитационной волны в различные моменты времени t , с: 
3,7 (а); 4,3 (б); 6,3 (в), 7,7 (г); 9,9 (д); 10,8 (е) 

а б 

г в 

д е 
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Для проверки адекватности разработанной трехмерной модели полученные результаты прошли 
сравнение с существующими численными [2] и экспериментальными [8] данными; установлено их 
хорошее согласие на основных этапах распространения и обрушения поверхностной волны. 
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