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Предложена математическая модель процесса разрушения тканевых композиционных материалов, основанная на использовании 

метода асимптотического осреднения и конечно-элементного решения локальных задач на ячейках периодичности. В качестве 
критерия прочности матрицы используется модифицированная модель Писаренко–Лебедева, а критерия прочности армирующих 
нитей — двухуровневая модель повреждаемости пучка моноволокон. Модель позволяет прогнозировать процесс распространения 
микроразрушения в ячейке периодичности композита при изменении действующей на композит системы нагрузок. Приведены 
численные примеры, демонстрирующие возможности разработанной модели при применении ее к численному исследованию 
процессов микроразрушения тканевых композитов. 
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COMPUTATIONAL MODELING OF FAILURE OF TEXTILE COMPOSITES 
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A mathematical model of failure of textile composite materials is proposed. The model is based on the asymptotic averaging method  

and the application of the finite-element method to solving local problems in the periodicity cell. As a criterion of the matrix strength,  
the modified Pisarenko–Lebedev model is used. As a criterion of the reinforcing fiber strength, the two-level damage model for a monofiber 
bundle is applied. The model developed allows us to forecast the propagation of micro-destruction in the periodicity cell of a composite under 
varying load combinations. Computational results show the possibilities of the developed model for numerical investigation of micro-
destruction of textile composites.  
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1. Введение 
 
Композиционные материалы, армированные тканями (текстолиты), являются одним из наиболее 

широко распространенных в настоящее время типов композитов. Экспериментальное определение полного 
набора упругих и прочностных характеристик тканевых композитов, являющихся ортотропными 
материалами с 9 упругими константами и, минимум, 9 прочностными характеристиками (пределами 
прочности на растяжение и сжатие по трем главным осям ортотропии и пределами прочности при трёх 
сдвигах), достаточно сложно, а таких характеристик, как прочности при поперечном растяжении  
и межслойных сдвигах — технически трудно реализуемо. Приближенных методов расчета  
упруго-прочностных характеристик тканевых композитов довольно много, укажем лишь некоторые  
работы [1–7], однако в последнее время возник значительный интерес к численным методам  
конечно-элементного моделирования микроразрушения композитов [8–26]. Одним из наиболее 
перспективных методов такого рода является метод асимптотического осреднения (или метод 
гомогенизации) [27–30], применение которого для конечно-элементного анализа микромеханики 
композиционных материалов и расчета их эффективных характеристик осуществлено в работах [31–38]. 

Настоящая работа является продолжением исследований в этой области и посвящена разработке 
конечно-элементного метода моделирования процессов разрушения тканевых композитов и методике 
численного определения их прочностных характеристик. 

 
2. Математическая постановка локальных задач теории упругости 

 
Тканевый композиционный материал имеет достаточно четко выраженную периодическую структуру, 

ячейка периодичности (ЯП) которой показана на рисунке 1 для одного из возможных типов плетения 
ткани — сатинового. Для периодических структур можно применять метод асимптотического осреднения 
[31–38], позволяющий при расчете эффективных характеристик композитов сформулировать специальные, 
так называемые локальные, задачи на ЯП. Так, при определении эффективных упругих характеристик 
тканевых композитов формулируются локальные задачи pqL  ( , 1, 2,3p q = ) в Vξ

  — на 1 8  части ЯП:  
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( ) 0ij pq jσ =/                              в    ,Vξ
  1 

(1) 
( ) 1 2 ( )( , , )l

ij pq ijkl kl pqC z zσ = ξ ε    в     ,s sVξ ′∪ Σ ∪ Σ  2 

( )( ) ( ) ( ) 2ij pq i pq j j pq iU Uε = +/ /  в     ,Vξ
  3 

( ) ( )0, 0i pq ij pqU   = σ =         на  ,NξαΣ  
4 

 
где ( ) ( )i pq iU ξ  — компоненты вектора перемещений (искомые неизвестные функции задачи); ( )ij pqσ ,  

( )kl pqε  — компоненты тензоров напряжений и деформаций в ЯП; lξ  — «локальные» безразмерные 

координаты в ЯП, изменяющиеся в диапазоне 0 l
la≤ ξ ≤ , где la  — длины сторон Vξ

 . В системе (1) также 

обозначено: l
l = ∂ ∂ξ/  — производные по локальным координатам; ( ) 0i pqU  =   — скачки функций  

на поверхностях раздела NξαΣ  компонентов композита, где 1 ... 1Nα = −  — номера армирующих 

компонентов (нитей) композита, Nα =  — индекс, соответствующий матрице композита; 1 2( , , )l
ijklC z zξ  — 

компоненты тензоров модулей упругости структурных компонентов композита (их различие для разных 
компонент описывает зависимость от координат lξ ); 1,z  2z  — параметры повреждаемости компонентов 
композита, выражения для которых будут представлены далее. 
 

  
Рис. 1. Фотография реальной микроструктуры тканевого композита (а) и ее компьютерная модель (б) (показаны нити  
в отсутствие матрицы) 

 
Система (1) дополняется специальными граничными условиями на торцевых поверхностях 

{ }s
s sa′Σ = ξ =  объема Vξ

 :  
 

( ) ( )/ ( )/на : 2, 0, 0 ( ),i i pp pp ip j pp i k pp iU U U i j k i′Σ = ε δ = = ≠ ≠ ≠  

 ( ) ( )/ ( )на : 4, 0, 0 ( , { , })j i pq pq ip j pq j k pqU U U i j p q′Σ = ε δ = = = , (2) 

( )/ ( )/ ( )на : 0, 0, 0 ( , )k i pq k j pq k k pqU U U i j k i p q′Σ = = = ≠ ≠ ≠ ≠ . 
 
Граничные условия на плоскостях симметрии { 0}s sΣ = ξ =  имеют аналогичный вид, но на них полагается 
отсутствие осредненных по ЯП деформаций, являющихся входными данными (задаваемыми величинами) 
задачи pqL : 0pqε = . Если повреждаемость матрицы и нитей отсутствует ( 1 2 0z z= = ), то при каждом 
фиксированном наборе значений , 1,2,3p q =  задача (1), (2) представляет собой задачу линейной теории 
упругости с граничными условиями специального вида; если же 1 0,z >  2 0z > , то задача (1), (2) нелинейная. 

 
3. Расчет компонент тензоров модулей упругости матрицы и армирующих нитей  

с учетом повреждаемости 
 

В ЯП тканевого композита имеется три структурных компоненты ( 3N = ): армирующие нити двух 
типов, ориентированные по двум взаимно-ортогональным направлениям 1Oξ  и 2Oξ , и окружающая их 
матрица. Нити 1-го и 2-го типов искривлены в плоскостях 1 3Oξ ξ  и 2 3Oξ ξ  соответственно, при этом форма 
искривления обычно близка к волне синусоиды (Рис. 2). В реальных композитах нити образуют  
не монолитный материал, а материал, состоящий из большого числа (обычно из нескольких тысяч) 
моноволокон, которые также соединены между собой связующей их матрицей (вопросы исследования 
влияния эффекта неполной пропитки моноволокон нитей связующим, который иногда имеет место  
в реальных тканевых композитах, в данной работе не рассматриваются). 

а б 
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Рис. 2. Модель искривленной нити в ЯП (а) и 1D-элемент моноволокон в составе нити (б) 
 
Ввиду такой специфической структуры, даже если моноволокна изотропны (например, стеклянные), 

нить уже является криволинейно-трансверсально-изотропным материалом; ось ее трансверсальной 
изотропии 1O ′ξ  (или 2O ′ξ  для 2-й системы нитей) в каждой точке kξ  ориентирована по касательной  
к средней линии нити (Рис. 2). Для вычисления компонент тензора модулей упругости нити 

( )
1 2 1 2( , , ) ( , , ),ijkl k ijkl kC z z C z zα ξ = ξ  k Vξαξ ∈   (Vξα

  — область в ЯП, занятая α -й нитью, в системе координат 
O iξ , связанной с ЯП) воспользуемся приближенной моделью смесевого типа [3, 4], согласно которой нить 
рассматривается как система последовательно расположенных однонаправленных 1D-элементов, 
повернутых на некоторый угол ( )kαϕ ξ , соответствующий углу поворота средней линии α -й нити. Тогда  
в системе координат O i′ξ  нити (ось O α′ξ  направлена по касательной к средней линии нити) технические 
модули упругости нити можно вычислить по следующим формулам: 
 

(1 )l f f m fE E E= ϕ + − ϕ ,       ( ) 1
(1 )t f f f mE E E

−
= ϕ + − ϕ , 

 (1 )l f f m fν = ν ϕ + ν − ϕ ,            t mν = ν , (3) 

( ) 1
2 (1 ) 2(1 )(1 )l f f f f m mG E E

−
= ϕ + ν + − ϕ + ν , 

 
где lE  — продольный модуль упругости нити в направлении O α′ξ ; tE  — поперечный модуль упругости  
в плоскости, ортогональной к O α′ξ ; lν  и tν  — продольный и поперечный коэффициенты Пуассона; lG   
и ( )2(1 )t t tG E= + ν  — продольный и поперечный модули сдвига нити. В (3) также обозначено: ,fE  mE  — 
модули упругости моноволокон и матрицы; mG  — модуль сдвига матрицы; ,fν  mν  — коэффициенты 
Пуассона волокон и матрицы; fϕ  — относительное объемное содержание моноволокон в нитях. 

По полученным значениям упругих констант нити (3) вычисляется тензор упругих податливостей (α)Пijkl
′  

1D-элемента первой нити: 
 

 ( )

1 0 0 0
1 0 0 0

1 0 0 0
(П )  

0 0 0 1 (2 ) 0 0
0 0 0 0 1 (2 ) 0
0 0 0 0 0 1 (2 )

l l l l l

l l t t t

l l t t t
ijkl

t

l

l

E E E
ν E E ν E
ν E ν E E

G
G

G

α

−ν −ν 
 − − 
 − −′ =  
 
 
 
  

. (4) 

 

Тензор второй нити находится также по формуле (4), но в (α)Пijkl
′  необходимо сделать циклическую 

перестановку индексов: 1 2, 2 3, 3 1→ → → . Тензор модулей упругости нитей в системе координат O i′ξ  

является обратным тензору упругих податливостей: ( )
ijklC α ′ = ( ) 1(П )ijkl

α −′ .  
В развиваемой здесь модели предполагается, что нить может частично разрушиться, когда параметр 

повреждаемости ( )
1z

α  достигнет значения 1; при этом обнуляются все упругие модули, кроме ( )C α
αααα

′ . 
Частичное разрушение происходит вследствие того, что в составе нити теряет целостность только матрица, 
а моноволокна ее сохраняют. Если же значение 1 примет параметр повреждаемости ( )

2z α , то происходит 
полное разрушение нити, так как разрыв моноволокон влечет за собой и разрушение окружающей их 

а б 
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матрицы. При полном разрушении нити обнуляются все упругие модули ( )
ijklC α ′ . С учетом сказанного 

выражение для компонент тензора модулей упругости нити в системе координат O i′ξ  можно записать так: 
 

 ( )( ) ( )
11 ( 1)ijklC h zα α′ = − − ( )( )

21 ( 1)h z α− − ( ) 1(П )ijkl
α −′ + ( )

2( 1)h z α − ( )
i j k lC α

αααα α α α α
′δ δ δ δ , (5) 

 
где ( )

2( 1)h z α −  — функция Хевисайда:  ( )
2( 1) 0h z α − = ,  если  ( )

2 1z α < ,  и  ( )
2( 1) 1h z α − = ,  если  ( )

2 1z α ≥ . 
Для нахождения компонент тензора модулей упругости нити в единой системе координат O iξ  

используются формулы преобразования компонент тензора 4-го ранга при повороте системы координат  
на угол ( )kαϕ ξ  
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 2( , , ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )l m n s r

ijkl ijkl i k j k k k l kC z z C z z Q Q Q Qα α α α α α α α′ξ = ξ ξ ξ ξ , (6) 
 
где ( ) ( )m

i kQ α ξ  — матрицы преобразования поворота вокруг осей 2Oξ  и 1Oξ  соответственно: 
 

 
1 1

(1)

1 1

cos ( ) 0 sin ( )
( ) 0 1 0

sin ( ) 0 cos ( )

k k
m

i k

k k

Q
ϕ ξ ϕ ξ 

 ξ =
 − ϕ ξ ϕ ξ 

,         (2)
2 2

2 2

1 0 0
( ) 0 cos ( ) sin ( )

0 sin ( ) cos ( )

m
i k k k

k k

Q
 
 ξ = ϕ ξ ϕ ξ
 − ϕ ξ ϕ ξ 

. (7) 

 
Материал композитной матрицы предполагается изотропным, тензор его упругих податливостей (3)Пijkl  

одинаков в системах координат O i′ξ  и O iξ , и выражается через технические упругие константы ,m mE ν  
стандартным образом [39]: 

 
 ( ) ( )( )( ) ( )(3)П 2 1ijkl m m ij kl m m ik jl il jkE E= − ν δ δ + ν + δ δ + δ δ , (8) 

 
где ilδ  — символ Кронекера. Если происходит разрушение матрицы в какой-либо точке ЯП, то все 
компоненты тензоров модулей упругости обнуляются: (3) (3) 1(П ) 0ijkl ijklC −= = . 
 
4. Эффективные упругие характеристики композита 

 
Тензор эффективных модулей упругости композита ijpqC , связывает осредненные напряжения  

и деформации композита: ij ijkl klCσ = ε . Для определения компонент этого тензора воспользуемся решением 
серии локальных задач pqL  (1), (2). После численного решения задач pqL  становятся известными поля 

перемещений ( )i pqU α  и напряжений ( ) ( )ij pq kσ ξ  в ЯП при заданных значениях средних деформаций klε .  
По этим полям найдем средние напряжения в ЯП 
 

 ( )

3

,
ij ij pq

p q
σ = σ∑ ,  где  ( ) ( ) ( ) ( )kij pq ij pq ij pq

V

dV
ξ

ξσ = σ = σ ξ∫


. (9) 

 
Тогда компоненты тензора эффективных модулей упругости композита вычисляются по формулам 
 
 ( )ijpq pqij pqC = σ ε ,  (10) 

 
где по p  и q  суммирование отсутствует. Вслед за компонентами тензора модулей упругости ijpqC  

рассчитаем компоненты эффективного тензора упругих податливостей ijpqΠ , являющиеся обратными ijpqC . 

В результате становятся известными девять технических упругих констант композита: 1Eα αααα= Π  — 
модули Юнга; v Eαβ α ααββ= − Π  — коэффициенты Пуассона; G Cαβ αβαβ=  — модули сдвига. Затем, используя 
формулу (10), осуществим проверку качества численного решения на предмет выполнения условий 
симметрии по парам индексов [39]: ijpq pqijC C= . 
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5. Компоненты тензоров концентраций напряжений в матрице и в нитях 
 
Компоненты тензоров концентраций напряжений ijklBα  связывают микронапряжения в матрице  

и в нитях klσ  со средними напряжениями в композите — ( )

3
( )

,
( ) ( )ij k kij pq

p q

ασ ξ = σ ξ∑ , согласно формулам: 

 
 ( ) ( )( ) ( ) ,ij k ijkl k kl kB Vα α

ξασ ξ = ξ σ ξ ∈    ( 1, 2, 3)α = . (11) 
 
Сами компоненты ijklBα  в матрице и в нитях зависят от компонент эффективного тензора упругих 
податливостей следующим образом [32, 36]: 
 
 ( )

( )( ) ( )ijpq k ij kl kB α ξ = σ ξ Пklpq ,     k Vξαξ ∈    ( 1, 2, 3)α = . (12) 
 
Коэффициенты концентрации напряжений в той части матрицы, которая находится в составе нити, 
вычисляются по формулам [4]: 

 
 1m m tB E E= ,    2m m lB E E= ,    3m m lB G G= ,    4 tg( )m fB = ϕ . (13) 

 

Напряжения в нитях ( ) ( )ij k
α ′σ ξ  в системе координат O i′ξ  определяются с помощью матриц 

преобразования поворота 
 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )l n
ij k ln k i k j kQ Qα α α α′ ′σ ξ = σ ξ ξ ξ . (14) 

 
6. Критерии прочности матрицы и нити 

 
Критерий прочности изотропной матрицы в составе ЯП (вне нитей) выбирается в данной работе в виде 

модифицированного критерия прочности типа Писаренко–Лебедева [40], который образуется 
совокупностью трех отдельных критериев разрушения: при растяжении, сжатии и совместном нагружении. 
При растяжении ( (3)

Tmσ > σ ) и сжатии ( (3) ,Cmσ < −σ ) критерий прочности является критерием Мизеса 
 

(3) ,u Tmσ = σ    и   (3)
u Cmσ = σ , 

 
а в области ( (3) ,Cm Tm−σ < σ < σ ) — критерием типа Ягна 
 

 ( ) ( )2 2(3) (3) (3)
1 0 2 1,uB B Bσ + σ + σ =  (15) 

 
где обозначено: ,Cmσ  ,Tmσ  Smσ  — пределы прочности матрицы на сжатие, растяжение и сдвиг; 
коэффициенты 
 
 ( ) ( )1 ,Cm Tm Cm TmB = σ − σ σ σ     ( ) ( )2

0 1 1 3 ,Cm Tm SmB = σ σ − σ     ( )2
2 1 3 SmB = σ ;  (16) 

 
1-й и 2-й инварианты тензора напряжений 
 

(3) (3)
iiσ = σ , 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )1/22 2 2 2 2 2(3) (3) (3) (3) (3) (3) (3) (3) (3) (3)
11 22 11 33 22 33 12 23 13

1 6
2uσ = σ − σ + σ − σ + σ − σ + σ + σ + σ . (17) 

 
Критерий прочности (15) можно записать в единой форме с помощью функции Хевисайда ( )h X : 

 
 (3) (3)( ) 1,ijz σ =  (18) 
 
где (3) (3)( )ijz σ  — параметр повреждаемости матрицы: 
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 ( )
(3) (3)(3) (3) (3) (3)

(3) (3) (3) (3) 2 (3) 2
1 0 2( ) ( ) ( ) 1 .u u

ij u
Tm Tm Cm Cm Tm Cm

z h h B B B h h
        σ σσ σ σ σ

σ = + − + σ + σ + σ − − −         σ σ σ σ σ σ        
 (19) 

 
Критерий прочности α -й нити формулируется для каждого ее отдельного 1D-элемента в собственной 

системе координат. Этот критерий имеет следующий вид [4]: 
 

 ( ) ( )
1 ( ) 1ijz α α ′σ =     или    ( ) ( )

2 ( ) 1ijz α α ′σ = , (20) 
 
где ( )

1z
α и ( )

2z α  — параметры повреждаемости 1D-элемента ( ( )
1z

α  описывает накопление повреждений 
вследствие разрыва отдельных моноволокон, а параметр ( )

2z α  — накопление повреждений вследствие 
растрескивания матрицы без разрушения моноволокон): 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( )
1 2 2Tl Cl

z
α α α α

αα αα αα αα
α

′ ′ ′ ′σ + σ σ − σ
= +

σ σ
       ( 1, 2)α = ; 

 ( )( ) 2 2 2 2 2
2 2 4 32 2 2 2 2

1 1 1 1 112 3
12 3 3Y

S C S T S

z Y k Y Y Y Yα
− +

   
= + + + − + −   σ σ σ σ σ   

. (21) 

 
В (21) обозначено: инварианты тензора напряжений ( )

ij
ασ  относительно группы трансверсальной изотропии 

[41, 42] 
 

 ( ) ( )
2 33Y α α

ββ
′ ′= σ + σ ,   ( ) ( )2 2

2 ( ) ( ) ( )
3 33 34Y α α α

ββ β
′ ′ ′= σ − σ + σ ,   ( ) ( )2 2

2 ( ) ( )
4 3 12Y α α

α
′ ′= σ + σ ,   ( )2 2 2Y Y Y± = ± ; (22) 

 
( )2

3 1Y m mk B B= ; пределы прочности 1D-элемента при поперечном растяжении 1Tt Tm mBσ = σ ,  
при поперечном сжатии 1Ct Cm mBσ = σ , при поперечном сдвиге 1St Sm mBσ = σ , при продольном сдвиге 

3Sl Sm mBσ = σ , при продольном сжатии 2 2
2 4 2 4( )Cl Sm m m ST m mB B y B Bσ = σ − ⋅ + , при продольном 

растяжении ( ) ( )( ) ( )0 (1 ) 2 f ff f
sr s

Tl f f f f m Sm fH E G
ω

σ = σ ϕ − ϕ σ σ  (здесь fσ  — средняя прочность 

моноволокна, 0H , fr , fs , fω  — статистические характеристики моноволокон в нити, характеризующие 
вероятностные свойства: масштабный эффект прочности, разброс прочностных характеристик 
моноволокон в нити [4] ). В формулу предела прочности при продольном сжатии входит величина STy , 
которая определяется как ST Sm Tmy = σ σ  при условии 2 4m mB B> , иначе ST Sm Cmy = σ σ .  
 

 
7. Критерий прочности композита 

 
При вычислении предельных значений напряжений композита, как правило, используется 

пропорциональное (простое или так называемое мягкое) нагружение, при котором осредненные 
напряжения изменяются линейно во времени: ( )kl klt tσ = σ , где klσ  — компоненты тензора скоростей 
изменения напряжений. При мягком нагружении композита сначала находятся предельные значения 
напряжений *( )kl tσ , при которых происходит первоначальное разрушение (то есть впервые выполняется 

условие (23)) в одном из компонентов (матрице или в нитях) в некоторой точке ЯП *
k Vξαξ ∈   в момент 

времени *t . При дальнейшем увеличении параметра *t t>  область разрушения компонентов композита 
увеличивается, и при некотором значении ***t  композит полностью разрушается. Под полным 
разрушением понимается распространение зоны разрушения на всю область между противоположными 
сторонами ЯП. После подстановки сначала соотношений (11) в (14), а затем найденных выражений  
в критерии прочности матрицы (19) или нитей (22), получается условие первоначального разрушения 
композита 
 

{ }( ) ( ) * ( ) * ( ) * * ( ) ( ) * ( ) * ( ) * * (3) (3) * *
1 2max ( ( ) ( ) ( ) ( )), ( ( ) ( ) ( ) ( )), ( ( ) ( )) 1l n l n

i r j r lnkm r km i r j r lnkm r km lnkm r kmz Q Q B t z Q Q B t z B tα α α α α α α αξ ξ ξ σ ξ ξ ξ σ ξ σ = . (23) 
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Первоначальное разрушение может иметь место в матрице или в нитях (частичное разрушение в нитях 
является следствием разрушения матрицы, окружающей моноволокна) и влечет за собой изменение 
модулей упругости в разрушенных областях матрицы или/и нитей в соответствии с описанной выше 
моделью. При тех значениях **( )km tσ , при которых выполняется условие 
 
 { }( ) ( ) ** ( ) ** ( ) ** **

2max ( ( ) ( ) ( ) ( )) 1l n
i r j r lnkm r kmz Q Q B tα α α αξ ξ ξ σ = , (24) 

 
частично разрушаются нити; при значениях ***( )km tσ , при которых выполняется условие 
 
 { }( ) ( ) *** ( ) *** ( ) *** ***

1max ( ( ) ( ) ( ) ( )) 1l n
i r j r lnkm r kmz Q Q B tα α α αξ ξ ξ σ = , (25) 

 
по причине разрыва моноволокон в нитях разрушается композит. Дальнейшее увеличение напряжений 

***( ) ( )km kmt tσ > σ  невозможно, так как при этом происходит разрушение всей ЯП. Таким образом, 

значения ***( )km tσ  определяют прочность композита при простом нагружении. 
 

8. Методика численного решения локальных задач  
 
Для численного решения локальных задач (1), (2), являющихся, вообще говоря, нелинейными  

из-за наличия параметров повреждаемости, применялся метод конечных элементов (МКЭ) в сочетании  
с итерационным методом. На каждой итерации осуществлялась линеаризация определяющих соотношений 

1 2( , , )l
ijklC z zξ , в которых параметры повреждаемости 1,z  2z  брались с предыдущего шага итерационного 

цикла. Необходимая для реализации МКЭ вариационная формулировка линеаризованной задачи (1), (2) 
имела вид: 

 
 T T

V

dV U Sd
Σ

δε σ = δ Σ∫ ∫ . (26) 

 
Здесь обозначено: U  — столбцы перемещений, σ , ε , S  — столбцы напряжений, деформаций  
и поверхностных усилий, образуемые компонентами вектора перемещений ( )i pqU , тензоров напряжений 

( )ij pqσ  и деформаций ( )ij pqε , вектора усилий ( )i pqS , соответственно. 
Линеаризованные определяющие соотношения, следующие из уравнений (12), записываются  

в матричном виде: Сσ = ε , где C  — матрица модулей упругости размером [ 6 6× ], составленная  
из компонент тензора ( )

ijklС α  стандартным образом [41]. Соотношения Коши (13) при матричном 
представлении имеют вид: DUε = , где D  — матрица линейных дифференциальных операторов [32]. 
Аппроксимация перемещения U  в конечных элементах (КЭ) линейными функциями координат: U q= Φ , 
где q  — столбец узловых перемещений в КЭ, а ( )j iΦ ξ  — матрица функции формы, дает итоговую 
разрешающую систему линейных алгебраических уравнений (СЛАУ).  

Для решения СЛАУ применялся метод сопряжённых градиентов с различными предобуславливателями, 
основанными на разложении Холецкого. Рассматривались два типа КЭ: 4-узловой тетраэдр, 
обеспечивающий линейную аппроксимацию псевдоперемещений U  и приводящий к постоянным 
напряжениям σ  в каждом КЭ, а также 10-узловой тетраэдр, обеспечивающий квадратичную 
аппроксимацию перемещений и линейную аппроксимацию напряжений в КЭ. Конечно-элементные  
сетки генерировались с помощью свободно распространяемых генераторов сеток. Были созданы три  
типа сеток с различным числом узлов (Рис. 3): сетка 1 содержала 20 592 узла и 103 693 КЭ;  
сетка 2 — 201 663 узла и 1 087 938 КЭ; сетка 3 — 454 281 узел и 2 503 187 КЭ. Сетка 1 была достаточно 
крупной: число КЭ по толщине одной нити не превышало 2–3 элементов; для сетки 2 это число равнялось 
5–6 элементам, для сетки 3 — 10–12 элементам.  

После начала микроразрушения задача (1), (2) становится нелинейной. Для ее решения применялся 
итерационный метод. При этом число итераций внешнего цикла по времени t  до достижения полного 
разрушения в зависимости от типа КЭ-сетки составляло 50–100; для более мелкой сетки 3 число  
итераций было максимальным. Число итераций внутреннего цикла (в котором реализовался метод 
сопряженных градиентов) до начала микроразрушения составляло 250 для сетки 1, 500 — для сетки 2  
и 1100 — для сетки 3, при условии достижения одной и той же точности решения СЛАУ. После начала 
микроразрушения число итераций, необходимое для достижения заданной точности, при всех сетках 
увеличивалось примерно на 25–30%.  
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Рис. 3. Конечно-элементные сетки 1 (а) и 3 (б), 
созданные для расчета тканевого композита (показаны 
только нити, матрица не показана); увеличенный 
фрагмент КЭ-сетки 3 (в) 

 
Сравнение решений задачи на различных КЭ-сетках позволило провести анализ влияния сеточного 

эффекта на их точность. Было установлено, что решение линейной задачи (1), (2) слабо зависит  
от измельчения КЭ-сетки в рассмотренных пределах: компоненты тензоров концентрации ( )

ijpqB α  изменяют 
свои значения не более чем на 5–6% при увеличении числа КЭ. После появления области разрушения 
сеточное влияние становится более существенным, однако и в этом случае максимальное различие 
компонент тензоров концентрации ( )

ijpqB α  не превышает 10% и уменьшается с измельчением сетки:  
для сетки 2 было получено максимальное отличие от результатов на сетке 1 на 10%,  
а для сетки 3 — на 8%. Численное решение СЛАУ, препроцессинг и постпроцессинг, в том числе  
3D визуализация и анимация микроразрушения осуществлялись с помощью программного обеспечения, 
разработанного в научно-образовательном центре «Суперкомпьютерное инженерное моделирование  
и разработка программных комплексов» МГТУ им. Н.Э. Баумана (г. Москва) [33]. 
 
9. Результаты численного моделирования микроразрушения тканевых композитов 

 
Численные расчеты проводились для тканевого углепластика с простейшим типом переплетения — 

полотняным. Свойства эпоксидной матрицы и углеродных волокон брались из работы [4]: для матрицы 
0,016mTσ = ГПа; 0,025mCσ = ГПа; 0,015mSσ = ГПа; 3,3mE = ГПа; 0,35mν = ; для монолокна 2,2fσ = ; 

0 3,0H = ; 0,33fω = ; 0,07fs = ; 0,25fr = ; 250fE = ГПа; 0,25fν = . Коэффициент содержания 
моноволокон в нитях составлял 0,7fϕ = . 

Некоторые результаты расчета представлены на рисунках 4–7 для сетки 1. На рисунках 4 и 5 показаны 
распределения компонент тензора концентрации напряжений ( )

ijpqB α  в матрице и нитях композита  

(для матрицы введено обозначение ( ) (3)m
ijpq ijpqB B= ), вычисленные по формулам (12) на основе КЭ решения 

задач (1), (2) до начала микроразрушения. Из рисунков видно, что вследствие значительно более высокой 
жесткости моноволокон максимальные значения компонент тензоров концентрации ( )

ijpqB α  достигаются  
в нитях: они почти на порядок превышают значения компонент концентрации напряжений в матрице. 
Распределение компонент тензоров концентрации ( )m

ijpqB  в матрице неравномерно: максимумы ( )m
ijpqB   

для индексов , , , 1, 2i j p q =  располагаются в окрестности краев нитей (зон с максимальной кривизной 
поверхности разделы матрицы и нитей), а максимумы ( )m

ijpqB  с индексом 3 располагаются в прослойках 

между соседними нитями по направлению 3Oξ . В нитях максимальные значения принимают 
коэффициенты концентрации напряжений ( )

1111B α  и ( )
2222B α , а также ( )

1112B α , ( )
2211B α . Компоненты ( )

1111B α , ( )
2222B α  

практически равномерно распределены по соответствующим нитям, максимум же компонент ( )
1112B α , ( )

2211B α , 
( )
1313B α  и других, в которых участвуют сдвиговые напряжения, приходится на края нити. 

 

а б 

в 
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Рис. 4. Компоненты тензора концентрации напряжений в матрице тканевого композита 
 

 
 

  

Рис. 5. Компоненты тензора концентрации напряжений в нитях тканевого композита 
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В тех зонах, где достигают максимальных значений компоненты ( )B α
αααα , ( )B α

αβαβ , ( )B α
αααβ , реализуются и 

максимальные значения параметра повреждаемости до появления первого микроразрушения. После начала 
первого микроразрушения при дальнейшем увеличении значений макронапряжений klσ (t) полностью 
изменяется распределение компонент тензора концентрации напряжений ( )

ijpqB α  в ЯП — эти компоненты зависят 
уже от конкретного вида нагружения, то есть от klσ . До начала микроразрушения такой зависимости нет: 
распределение компонент ( ) ( )ijpq sB α ξ  в ЯП имеет универсальный характер при всех значениях klσ . 

На рисунке 6, а показаны зоны появления микроразрушения в тканевом композите при растяжении  
в направлении 1Oξ  — в направлении укладки одной системы нитей. Эти зоны располагаются в матрице  
в местах наибольшего искривления нитей, а именно вблизи линий их контакта, и ориентированы 
ортогонально направлению растяжения. Рисунок 6, б демонстрирует распределение нормальной 
компоненты напряжений ( )

11 ( )k
ασ ξ  в ЯП при этом же виде деформирования. Напряжения имеют локальные 

максимумы в матрице в окрестности краев нитей, а также в самих нитях.  
 

 

 
Рис. 6. Первоначальное микроразрушение тканевого композита при растяжении вдоль нитей (а) и поле распределения 
компоненты тензора напряжений ( )

11 ( )k
ασ ξ , МПа в ЯП, соответствующее задаче L11 (б) 

 
На рисунке 7 показаны последовательные стадии распространения микроразрушения в тканевом 

композите при растяжении, соответствующие разным значениям напряжения 11( )tσ , увеличивающегося  
со временем. Первоначальное микроразрушение в нитях возникает из-за их частичного разрушения 
(растрескивается матрица без разрушения моноволокон). Затем в месте наибольшего искривления нитей 
появляется зона разрушения в матрице, ориентированная перпендикулярно направлению растяжения.  
С ростом растягивающего напряжения микроразрушение из этой зоны матрицы распространяется на края 
двух нитей, ориентированных в направлении действия нагрузки. После этого обе нити частично 
разрушаются по всей длине в пределах ЯП, а также возникает поперечное разрушение матрицы вследствие 
появления разрушенных зон на поверхности раздела нитей и матрицы. И, наконец, при дальнейшем 
увеличении напряжения происходит распространение зоны разрушения от одной грани ЯП до ее 
противоположной грани, что в модели трактуется как полное разрушение композита. 
 

  
Рис. 7. Стадии распространения микроразрушения в тканевом композите при растяжении вдоль одного из направлений 
укладки нитей (показаны области разрушения в разные моменты времени) 

а б 

а 

б 
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Рис. 7. Продолжение 

 
На рисунке 8 показаны эффективные диаграммы деформирования композита 11 11( )σ ε  при одноосном 

растяжении, рассчитанные для различных КЭ-сеток. Точки на диаграммах отмечают появление 
первоначального разрушения композита, которому соответствуют значения напряжения *

11( )tσ , а также 
полное разрушение при напряжениях **

11( )tσ . Различие между *
11( )tσ  и **

11( )tσ  составляет 
приблизительно 10–15%. С измельчением сетки *

11( )tσ  монотонно уменьшается от 212 до 190 МПа,  
а **

11( )tσ  ведет себя немонотонно, но остается в относительно узком диапазоне: от 237 до 221 МПа. 
Несмотря на то, что данные по числу рассмотренных сеток, будучи ограниченными, формально не дают 
оснований говорить о сходимости предельных значений *

11( )tσ  и *
11( )tσ , однако то обстоятельство,  

что увеличение размера сетки (то есть числа КЭ) более чем в 25 раз приводит к изменению пределов 
прочности лишь на 7–10%, делает обоснованным вывод о правомерности применения  
разработанного метода к численному исследованию разрушения тканевых композитов.  

 

 
 
Рис. 8. Диаграммы деформирования тканевого углепластика, рассчитанные с использованием трёх видов КЭ-сеток:  
сетки 1 (цифра 1), сетки 2 (2), сетки 3 (3); кружками показаны точки первоначального разрушения, квадратиками – точки 
полного разрушения композита 
 
Следует отметить, что описанный сценарий микроразрушения тканевого композита зависит главным 

образом от сочетания упруго-прочностных характеристик матрицы и моноволокон, а также от геометрии 
расположения нитей в композите. При этом тип сетки практически не влияет на параметры разрушения. 
Так, линейно-упругие участки диаграмм деформирования (см. Рис. 8), как и весь комплекс эффективных 
упругих модулей композита ijpqC , несущественно (всего на 2-3%) изменяются с измельчением сетки. Ввиду 
того, что непосредственное экспериментальное исследование процесса микроразрушения тканевых 
композитов затруднено, поскольку оно происходит в объеме материала и недоступно для визуального 
обнаружения, численное моделирование микроразрушения является практически единственным 
инструментом для изучения особенностей геометрии микроразрушения композитов. В этом смысле 
разработанный метод компьютерного моделирования процессов микроразрушения может быть полезным 
при создании и внедрении в технику новых композиционных материалов со сложными структурами. 

д 

г в 
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10. Выводы 
 
Разработана математическая модель микроразрушения тканевых композиционных материалов, 

основанная на использовании метода асимптотического осреднения и конечно-элементного метода 
решения локальных задач на ячейке периодичности композита. Показано, что модель позволяет проводить 
численные исследования процессов микроразрушения тканевых композитов и может служить в качестве 
инструмента при изучении этих процессов и проектировании композиционных материалов с заранее 
заданными свойствами. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования и науки РФ (соглашения 
№ 14.B37.21.0448, 14.B37.21.1869, госконтракт № 14.514.11.4052) и грантов Президента РФ  
(МК-6421-2012-9,  МК-765.2012.8,  МК-6573.2013.3). 
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