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В работе рассматривается задача исследования колебаний вязкоупругих цилиндрических панелей переменной толщины. Колебания 

относительно прогибов описываются системой интегро-дифференциальных уравнений (ИДУ) в частных производных. При помощи метода 
Бубнова–Галеркина, основанного на многочленной аппроксимации прогибов, задача сводится к системе обыкновенных ИДУ, где 
независимой переменной является время. Решения ИДУ определяются численным методом, базирующемся на исключении особенности в 
ядре релаксации интегрального оператора. Представляется алгоритм численного решения, созданный на основе этого метода. При 
исследовании нелинейных колебаний вязкоупругих цилиндрических панелей переменной толщины выявлен ряд новых механических 
эффектов. 
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The problem of vibrations of viscoelastic cylindrical panels of variable thickness is considered. The system of integro-differential equations 

(IDE) in partial derivatives is applied to describe the relation between vibrations and deflections. Using the Bubnov-Galerkin method based on the 
polynomial approximation of deflections, the problem is reduced to the study of the system of ordinary integro-differential equations, in which time is 
the independent variable. The integro-differential equations are solved by the numerical method, which is based on elimination of the singularity from 
the relaxation kernel of the integral operator. A numerical algorithm that has been derived using this method is presented. The analysis of nonlinear 
vibrations of viscoelastic cylindrical panels of variable thickness has revealed a number of novel mechanical effects. 
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В современной технике широкое распространение получили тонкостенные элементы конструкций типа 
пластин, панелей и оболочек переменной толщины. Такие элементы часто подвергаются значительным 
силовым нагрузкам, как статическим, так и динамическим. Обеспечение прочности, жесткости, надежности  
и высокой экономичности таких элементов имеет большое значение. Следует отметить, что в тех местах 
элементов, где необходима дополнительная жесткость или прочность, часто прибегают к наиболее простому 
способу — увеличению толщины оболочки. 

В литературе имеется ряд работ, посвященных исследованию этой проблемы [1–7]. Здесь закон изменения 
толщины пластин и оболочек берется в виде линейной, квадратичной и других функций  
и рассматриваются различные вопросы поведения тонкостенных элементов конструкций при действии 
статических и динамических нагрузок. 

Быстрый темп технического прогресса обусловливает необходимость решения всё более сложных задач.  
К усложнению приводит использование в инженерных конструкциях материалов с заданным комплексом 
физико-механических свойств. К числу таких материалов относятся композиционные материалы. Поэтому 
проектирование и последующее создание легких, но вместе с тем прочных и надежных конструкций требует 
дальнейшего совершенствования механических моделей деформируемых тел, а также разработки новых 
интегральных методов их расчета с учетом реальных свойств конструкционных материалов (например, 
вязкоупругости). 

Кроме того, изготовление пластин, панелей и оболочек с плавным изменением толщины до недавнего 
времени было связано с реальными технологическими трудностями. В настоящее время достигнуты успехи  
в технологиях изготовления тонкостенных элементов конструкций любой формы по заранее заданным законам 
изменения толщины. В таком случае всю конструкцию следует рассматривать как конструкцию переменной 
толщины.  

Расчет пластин и оболочек переменной толщины ставит перед исследователями сложные и трудоемкие 
задачи. С одной стороны, — это решение довольно громоздких уравнений, которые получаются в 
математической модели при стремлении отразить реальную механическую сущность рассматриваемой 
проблемы; с другой стороны, — отсутствие для решения полученных уравнений подходящих универсальных 
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численных методов и, как следствие, единых вычислительных 
алгоритмов. Широкое применение персональных компьютеров 
способствовало появлению программных продуктов для 
расчета пластин и оболочек переменной толщины и все 
большему использованию численных методов. 

Для получения более адекватной картины напряженно-
деформированного состояния тонкостенных элементов 
конструкций переменной толщины необходимо проводить 
исследования одновременно и в геометрически нелинейной 
постановке, и с учетом вязкоупругих свойств материала. 
Однако анализ доступных авторам источников информации 
показал, что исследования колебаний и динамической 
устойчивости указанных элементов с учетом вязкоупругих 
свойств в рамках нелинейных подходов почти не встречаются.  

В данной работе рассматриваются нелинейные колебания 
вязкоупругой цилиндрической панели со сторонами a и b  
и радиусом кривизны срединной поверхности R  
в геометрически нелинейной постановке на основе гипотезы 

Кирхгофа–Лява. Панель имеет переменную толщину ( ),h h x y= , изготовлена из однородного изотропного 
вязкоупругого материала и нагружена внешними силами xp , yp  и q , означающими интенсивность заданных 
внешних нагрузок, приложенных к элементу, соответственно, в направлении x, y и z (Рис. 1). 

Подробный вывод уравнений математической модели этой задачи осуществляется в работе [8], поэтому 
здесь приводится только окончательная система интегро-дифференциальных уравнений относительно прогиба 

( ), ,w w t x y=  и перемещений ( ), ,u u t x y= , ( ), ,v v t x y=  [8]: 
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Рис. 1. Вязкоупругая цилиндрическая панель 
переменной толщины 
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где *Γ  — интегральный оператор с ядром релаксации ( )tΓ , действующий на функцию θ : 
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t

t dΓ θ = Γ − τ θ τ τ∫ , t — время наблюдения; τ  — время, предшествующее моменту наблюдения;  

µ  — коэффициент Пуассона; E — модуль упругости; ρ  — плотность материала. 

Пусть закон изменения толщины имеет следующий вид [6]: ( ) ( )( )( )2*
0 1 6 6 1h h x x= +α α − α + ,  

*α  — параметр, характеризующий интенсивность изменения толщины, ( )0 0 consth h= =  — толщина панели, 

соответствующая * 0α = . Приближенное решение системы (1) будем искать в виде: 
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( )ψ ,nm x y  — координатные функции, удовлетворяющие заданным граничным условиям задачи ( 1,2,...,n N= ; 
1, 2,...,m M= ). 

Подставим (2) в систему (1) и применим метод Бубнова–Галеркина (при 0x yp p= = ). При этом введем 
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интегро-дифференциальных уравнений: 
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где ( )2 4 2

1 3η = δ π λ ; 2 4
2 3η = δ π ; ( )4 4
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3 lnk me , 4 lnk mije , 1 lnk mf , 2 lnk mf , 3 lnk mf , 4 lnk mf , 1 lnk mijg , 2 lnk mijg , 3 lnk mijg , lnk mijrsg , klq  — безразмерные 
коэффициенты, связанные с координатными функциями и их производными; точки над переменной означают 
взятие производной по времени соответствующего порядка. 

Отметим, что начальным моментом колебательного процесса является статическое равновесное состояние 
панели под нагрузкой q . В этом состоянии панель представляет собой изогнутую поверхность ( )0, ,w x y , 
поэтому для нахождения 0nmw  решается соответствующая упругая нелинейная статическая задача. Найденные 
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прогибы панели будут служить начальным приближением для решения соответствующей вязкоупругой 
нелинейной динамической задачи. 

Пусть панель шарнирно оперта по контуру. Граничные условия будут иметь вид [9]: 0
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yyM , где xM , yM  — изгибающие моменты, xN , 

yN  — перерезывающие усилия в направлении осей x и y [8]. Тогда в разложении метода Бубнова–Галеркина (2) 
функции ψnm(x,y), φnm(x,y) и ϕnm(x,y), удовлетворяющие заданным граничным условиям, соответственно 
представляются в виде: ( ), sin sinnm x y п x m yψ = π π , ( ), cos sinnm x y п x m yφ = π π , ( ), sin cosnm x y п x m yϕ = π π . 

Интегрирование уравнений (3), полученных на основе представления решения в форме (2) с учетом 
различных факторов, выполнялось с помощью численного метода, основанного на исключении особенности в 
ядре релаксации интегрального оператора [10]. Этот метод был распространен на системы интегро-
дифференциальных уравнений, не разрешенных относительно старших производных [11]. При этом в расчетах 
использовались слабосингулярные ядра релаксации Колтунова–Ржаницына [12]: 

 

 ( ) 1, ( 0, 0, 0 1)tt Ae t А−β α−Γ = ⋅ > β > < α < . (4) 

 
Подставляя выражение (4) в систему (3) и дважды интегрируя её по времени t , получим следующую 

систему взаимосвязанных интегральных уравнений 
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 (5) 

 
Заменяя двойной интеграл одинарным, систему (5) перепишем в виде: 
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( ) 00nm nmw w= , ( ) 00nm nmw w=        ( 1, 2, ...,k N= , 1, 2, ...,l M= ). 
 
Далее осуществляем регуляризацию системы нелинейных интегро-дифференциальных уравнений (6)  

с сингулярным ядром релаксации Колтунова–Ржаницына (4). С помощью замены переменных 1t z α− τ = , 

0 z tα≤ ≤ , 0 1< α <  интеграл вида ( ) ( ) ( )1

0

t
tA t e w dα− −β −τ− τ τ τ∫  от выражения, содержащего ядро Колтунова–

Ржаницына с особенностью, запишется как ( )1 1

0

t
zA e w t z dz

α
α−β α−

α ∫ . Теперь подынтегральная функция 

становится регулярной относительно z. Далее, полагая it t= , it i t= ∆ , ( 1, 2, ...i = ; t∆  — шаг интегрирования)  
и заменяя интегралы квадратурными формулами трапеций, получим систему рекуррентных формул  
для вычисления неизвестных ( )inm inm iu u t= , ( )inm inm iv v t=  и ( )inm inm iw w t= . Погрешность численного метода 
совпадает с погрешностью использованных квадратурных формул и имеет тот же порядок малости 
относительно шага интерполяции [10, 11]. 

Одним из важных этапов решения нелинейных задач является исследование сходимости итерационного 
процесса на каждом шаге интегрирования по времени. В данной работе для выполнения этой задачи был 
разработан следующий алгоритм: 

1. При заданных граничных условиях решается линейная задача. Определяются значения прогибов  
и перемещений. 

2. Проверяется условие ( ) ( ) ( )0 min1 200 1 8h l< <  ( { }min min ,l a b= ). Если оно выполняется, то 
осуществляется переход к следующему пункту; в противном случае варьированием параметра интенсивности 
изменения толщины сначала достигается выполнение этого условия, а потом делается переход к следующему 
пункту. 

3. Сравниваются значения максимальных прогибов maxw  с толщиной 0h . Если ( ) ( )max 0 1 4w h < , далее 
реализуется пункт 6; в противном случае — пункт 4, начальными условиями при этом служат найденные 
значения прогибов и перемещений. 

4. На основе полученных значений прогибов и перемещений, которые подставляются в правую часть 
уравнений (6), решается нелинейная задача. Вычисляются значения прогибов и перемещений с учетом 
нелинейности. 

5. На поверхности панели находятся ( ){ }max kw , ( ){ }max x kM , ( ){ }max y kM ; здесь k — номер текущей 

итерации. Исходя из наперед заданной точности 1ε , 2ε  (заданные малые числа) полученные значения 

сравниваются со значениями, вычисленными на предыдущей итерации: ( )
( )

( )
( )1 1

11k kw w −− < ε , ( )
( )

( )
( )1 1

21x k x kM M −− < ε , 

( )
( )

( )
( )1 1

21y k y kM M −− < ε . Если эти условия выполняются, то следует переход в пункт 6;  

в противном случае вновь выполняется пункт 4 при 1k + . 
6. Вычисляются значения внутренних усилий и моментов, и выполняется следующий шаг интегрирования. 
Далее приводятся результаты вычислений, выполненных на основе представленного алгоритма  

при различных физических и геометрических параметрах вязкоупругой цилиндрической панели. Если условия 
не оговорены особо, то в качестве исходных данных при вычислениях используются следующие параметры 
ядра (4): 0,05; 0,25; 0,05A = α = β = , геометрические параметры * 0,5α = , 25δ = , 20yk = , 1λ = ,  
а также коэффициент Пуассона 0,3µ = и статическая поперечная нагрузка 0=q . Расчеты показали, что при 
решении данных задач в разложении метода Бубнова–Галеркина достаточно удерживать 25 первых гармоник 
( 5,N =  5M = ), так как дальнейшее увеличение количества членов не оказывает существенного влияния  
на амплитуду колебания вязкоупругой панели. 

На рисунке 2 представлена зависимость от времени прогиба срединной точки панели при различных 
значениях параметра A: 0A =  — упругая модель; 0,05A = и 0,1 — вязкоупругая модель. Как и ожидалось, учет 
вязкоупругих свойств материала панели приводит к затуханию колебательного процесса, при этом, хотя 
решение упругой и вязкоупругой задач в начальный период времени мало отличаются друг от друга, с течением 
времени отличие становится существенным.  
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Роль в колебательном процессе других параметров демонстрируют рисунки 3–9. Влияние реологического 
параметра α  показано на рисунке 3. Из рисунка видно, что его увеличение приводит к росту амплитуды  
и частоты колебаний. Расчеты показали, что изменение параметра β  ( 0 1< β < ) не оказывает существенного 
влияния на процесс колебаний вязкоупругой панели. Увеличение геометрического параметра λ  (Рис. 4) 
приводит к уменьшению частоты колебаний.  

С ростом параметра *α (то есть с утолщением панели к периферии) наблюдается увеличение максимальных 
перемещений (Рис. 5). Решаемая задача и численный алгоритм достаточно сложны, поэтому для подтверждения 
достоверности полученных результатов на этом рисунке для сравнения приводятся результаты из работы [9]. 
Анализ графиков показывает, что результаты решения задачи для упругой панели постоянной толщины  
(кривая 1) точно совпадают с результатами работы [9]. Аналогичный вывод следует и из сравнения расчетных 
данных для вязкоупругих панелей постоянной толщины с данными работы [13]. 

Из рисунка 6 видно, что изменение q не влияет на частоту колебаний. Отметим, что с её увеличением 
амплитуда пропорционально возрастает и наоборот.  

На рисунке 7 показаны результаты расчета колебаний срединной точки панели при различных значениях 
геометрического параметра yk . Увеличение yk  (что соответствует увеличению одной из сторон панели  
или уменьшению радиуса кривизны срединной поверхности и толщины панели) вызывает уменьшение 
амплитуды колебаний и заметное уменьшение частоты колебаний. 

 

  
Рис. 2. Зависимость прогиба от времени при различных 
значениях параметра ядра A : 0 (кривая 1), 0,05 (2), 0,1 (3) 

Рис. 3. Зависимость прогиба от времени при различных 
значениях параметра ядра α : 0,25 (кривая 1), 0,5 (2), 0,75 (3) 

 

  
Рис. 4. Зависимость прогиба от времени при различных λ :  
1 (кривая 1); 2 (2); 3 (3) 

Рис. 5. Зависимость прогиба от времени при различных *α :  
0 (кривая 1), 0,3 (2), 0,5 (3) 

 

  
Рис. 6. Зависимость прогиба от времени при различных q :  
0 (кривая 1); 1 (2); 2 (3) 

Рис. 7. Зависимость прогиба от времени при различных yk :  
10 (кривая 1); 20 (2); 30 (3) 
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Результаты, полученные при различных условиях на границах панели (либо шарнирное опирание, либо 
защемление), содержит рисунок 8. В случае, когда две противоположные стороны шарнирно оперты (при 0у =  

и 1), а две другие жестко защемлены (при 0x =  и 1), граничные условия имеют вид: 0
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w =
=
= , 
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= . Тогда в разложении метода Бубнова–Галеркина (2) аппроксимирующие функции прогиба 

( ),nm x yψ  представляются как балочные функции Крылова [14, 15] ( ) ( ), sinnm nx y X x m yψ = π ,  

где ( ) ( )sin sh cos chn n n n n nX x x x a x x= λ − λ − λ − λ , ( ) ( )sin sh cos chn n n n na = λ − λ λ − λ , ( )2 1 2n nλ = + π . 

При жестком защемлении всей границы панели [9] 0
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= . В этом случае аппроксимирующие функции прогиба ( ),nm x yψ  выглядят 

следующим образом: ( ) ( ) ( ),nm n mx y X x X yψ = , где ( ) ( )sin sh cos chm m m m m mX y y y a y y= λ − λ − λ − λ , 

( ) ( )sin sh cos chm m m m ma = λ − λ λ − λ , ( )2 1 2m mλ = + π . Анализ полученных результатов показывает,  
что c увеличением количества защемленных сторон частота колебаний панели увеличивается. 

Помимо прогибов и перемещений панели, представляют интерес напряжения, моменты и перерезывающие 
силы. На рисунке 9 представлена зависимость от времени безразмерной функции xσ  [8]: 

( )
222

*1 1 11
2

x y
x

k ku v w ww
x y x y

  + µλ  ∂ ∂ ∂ λµ ∂  σ = −Γ +µλ − + +    λδ ∂ ∂ λδ λδ ∂ δ ∂      
. Анализ полученных результатов 

показывает, что увеличение параметра *α  приводит к уменьшению амплитуды напряжений. 
 

  
Рис. 8. Зависимость прогиба от времени и граничных условий: 
кривая 1 – все стороны панели шарнирно оперты; 2 – шарнирно 
оперты две противоположные стороны, а две другие жестко 
защемлены; 3 — все стороны жестко защемлены 

Рис. 9. Зависимость напряжения xσ  от времени при разных *α :  
0 (кривая 1), 0,3 (2), 0,5 (3) 

 
Выводы 

 
В работе предложен метод исследования геометрически нелинейных колебаний вязкоупругих круговых 

цилиндрических панелей переменной толщины. Исследовано влияние на колебания различных физико-
механических характеристик и геометрических параметров. Установлено, что учет вязкоупругих свойств 
элементов несущих конструкций переменной толщины приводит к уменьшению максимальных прогибов. Это 
объясняется тем, что изменение напряжений по толщине для панелей переменной толщины более значимо, чем 
для панелей постоянной толщины. Создан программный комплекс, позволяющий при проведении численных 
экспериментов варьировать действующие на панель внешние силы и нагрузки, тем самым достигать ее 
оптимальной формы. Предложенный метод может быть использован для пластин, панелей и оболочек 
переменной толщины и в случае их ортотропных свойств.  
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