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Рассматривается вариант метода построения сингулярных решений для пространственных 

пересекающихся трещин. Приводятся результаты вычислений показателей сингулярности напряжений в 
вершине клиновидной трещины при различных граничных условиях на береговых поверхностях и в 
вершине пересечения клиновидных трещин. 
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NUMERICAL ANALYSIS OF STRESS SINGULARITIES AT THE TIP 
OF INTERSECTING 3D WEDGE-SHAPED CRACKS 
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We consider a variant of the method of constructing singular solutions for three-dimensional intersecting 

cracks. The results of calculation of stress singularity indices at the tip of a wedge-shaped crack obtained at 
different boundary conditions on the crack faces and at the common tip of intersecting wedge-shaped cracks are 
presented. 
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В теории упругости имеют место сингулярные решения, связанные с бесконечными 

значениями напряжений в отдельных точках (линиях), называемых особыми точками 
(линиями). Среди многообразия вариантов наибольший интерес, обусловленный 
практическим значением, представляют те особые точки, которые определяют вершины 
плоских или пространственных трещин, рассматриваемых, соответственно, в рамках 
двумерной или трехмерной постановок задач теории упругости. В окрестности особых 
точек при наличии сингулярных решений важное теоретическое и прикладное значение 
имеет оценка характера поведения напряжений (характера сингулярности напряжений). 
Данной проблеме посвящены сотни работ. Общее состояние исследований в этой 
области достаточно полно отражают обзорные работы [1], [2]. Отмечается, что для 
трещин в рамках двумерной задачи теории упругости рассмотрены практически все 
возможные варианты. Иная ситуация имеет место для пространственных трещин, где 
требуется построение трехмерных решений. Можно отметить лишь задачу исследования 
cингулярности напряжений в плоской клиновидной трещине, для которой в работах [3–8] 
получены численные результаты. 

Единичная плоская клиновидная трещина не ограничивает всего многообразия 
пространственных трещин. В частности, для анализа характера сингулярности 
напряжений в пространственном случае представляет интерес наличие двух и более 
пересекающихся плоских клиновидных трещин. В литературе имеются лишь отдельные 
попытки построения решения для подобных задач. Так, в [9] рассмотрено равновесие 
упругого несжимаемого полупространства, ослабленного двумя приповерхностными 
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клиновидными трещинами, которые лежат в одной плоскости, перпендикулярной 
поверхности полупространства, и имеют общую вершину. 

В настоящей работе показана возможность численного метода построения 
сингулярных решений трехмерных задач теории упругости [10–12] для анализа характера 
сингулярности напряжений в окрестности вершины одной и двух пересекающихся 
плоских клиновидных трещин при различных граничных условиях на боковых гранях. 
 
1. Метод решения 

 
Рассматривается полубесконечный конус, на боковой поверхности которого 

имеются образующие, где нарушается гладкость боковой поверхности. Вершина конуса 
совпадает с центром сферической системы координат ( , , ),r θ ϕ  а основание 
перпендикулярно оси 0θ = . 

Для анализа сингулярности напряжений необходимо построить собственные 
решения задачи, совпадающие с известным в линейной теории упругости 
асимптотическим представлением решения в окрестности угловых точек [13]: 

( ) ( ) ( ), , ξ , 1, 2, 3k ku r r kλθ ϕ = θ ϕ = . (1) 

Такая форма представления использовалась при построении собственных решений 
для конусов с гладкой боковой поверхностью [10]. В трехмерной задаче условие 

0,5 Re 1− ≤ λ <  определяет область сингулярных решений, которые приводят  
к бесконечным значениям напряжений в вершине конуса. 

Собственные решения должны удовлетворять однородным уравнениям равновесия 
в рассматриваемой области 

21 grad div 0
1 2

+∇ =
− ν

u u , (2) 

а на ее боковой поверхности — однородным граничным условиям или в перемещениях  

0,=u  (3) 

или в напряжениях 

1div rot 0
1 2 2
ν

+ ⋅∇ + × =
− ν

n u n u n u , (4) 

или смешанным граничным условиям, соответствующим варианту идеального 
скольжения. Здесь ∇  — оператор набла; u  — вектор перемещений; n  — единичный 
вектор внешней нормали к образующей конуса; ν  — коэффициент Пуассона. 

Подстановка собственных решений в уравнения равновесия приводит к системе 
дифференциальных уравнений в частных производных относительно функций ( , )kξ θ ϕ  и 
параметра λ : 

( , ) 0n kL λ ξ =  ( , 1, 2,3n k = ). (5) 

Граничные условия (4) с учетом представления (1) преобразуются к виду: 

( , ) 0n kM λ ξ =  ( , 1, 2,3n k = ). (6) 

Полученные дифференциальные уравнения (5) записываются в слабой форме [11]. 
Для этого они умножаются на соответствующие вариации ( , )kδξ θ ϕ и интегрируются по 
области S , вырезаемой конусом на сфере:  
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( ) ( )
3

1 2 3
1

, , , , 0k k
kS

L dS
=

⎡ ⎤
λ ξ ξ ξ δξ θ ϕ =⎢ ⎥⎣ ⎦

∑∫ . (7) 

Для решения уравнений (7) предлагается использовать процедуру метода конечных 
элементов (МКЭ). Эта процедура достаточно сложна, так как в представленной задаче 
требуется использование двумерных элементов, обеспечивающих наряду с 
непрерывностью функций kξ  непрерывность их первых производных.  

С целью понижения порядка производных функций kξ  в уравнении (7) проводятся 
тождественные преобразования, после которых с учетом граничных условий (6) 
получается следующее уравнение: 

( )( ){ ( ) 32
1 2 1

22 1 2 sin 3 4 cos sin
s

⎤⎛ ∂ξ ⎞∂ξ⎡ − ν λ + λ − θ⋅ξ + λ − + ν θ⋅ξ + θ + δξ −⎥⎜ ⎟⎣ ∂θ ∂ϕ⎝ ⎠⎦
∫∫  

( ) ( )( ) ( )1 1 1 1
2 2

2 111 2 sin 1 2 1 sin
sin sin

−ν⎡⎛ ⎞∂ξ ∂δξ ∂ξ ∂δξ
− − ν θ + + − ν λ + λ θ⋅ξ − ξ +⎢⎜ ⎟∂θ ∂θ θ ∂ϕ ∂ϕ θ⎝ ⎠ ⎣

 

( ) ( ) ( )3 31 2 2 2
24 4 sin 3 4 ctg 2 1 sin 2∂ξ ⎤ ∂ξ∂ξ ∂ξ ∂δξ ∂δξ

+ + λ − ν θ − − ν θ δξ − −ν θ − ν −⎥∂θ ∂ϕ ∂θ ∂θ ∂ϕ ∂θ⎦
 

( ) ( ) ( ) ( )32 2 2
3 3

1 211 2 1 2 1 sin
sin sin

− ν⎡⎛ ∂ξ ⎞∂ξ ∂δξ ∂δξ
− − ν + + − ν λ λ + θ⋅ξ − ξ +⎢⎜ ⎟θ ∂ϕ ∂ϕ ∂θ ∂ϕ θ⎝ ⎠ ⎣

 

( ) ( ) ( ) 3 3 31 2 2
3

2 1 ν ξ ξ ξξ ξ ξλ 4 4ν 3 4ν ctgθ ξ 2ν
φ φ sin θ φ φ θ φ

−⎤ ∂ ∂δ ∂δ∂ ∂ ∂
+ + − + − δ − − −⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎦

 

( ) ( )( ){3 3 32
2 11 2 sin 1 2 1 sind d

⎫⎛ ∂ξ ∂δξ ∂δξ ⎞∂ξ
− − ν θ + θ ϕ+ − ν −λ θξ ⋅δξ −⎬⎜ ⎟∂θ ∂θ ∂ϕ ∂θ⎝ ⎠⎭

∫  

( ) ( ) }1 2 2 3 32 1 sin cos 1 2 cos 0d⎡ ⎤⎣ ⎦− +νλ θξ +ν θ⋅ξ δξ + − ν θ⋅ξ δξ = ,  

где l  — часть границы поверхности S, на которой заданы напряжения. 
После понижения порядка производных появляется возможность использовать 

конечные элементы, обеспечивающие непрерывность только функций kξ . На конечные 
элементы разбивается та часть сферической поверхности, которая вырезается конусом с 
вершиной, располагающейся в центре сферы. Применяются конечные треугольные 
элементы с лагранжевой аппроксимацией функций kξ  линейными полиномами. 
Последующее применение процедуры Галеркина в совокупности с МКЭ сводит решение 
рассматриваемой задачи к отысканию собственных значений и собственных векторов 
алгебраической несимметричной матрицы с ленточной структурой. 

Получающаяся алгебраическая проблема комплексных собственных значений 
разрешается с помощью разработанного авторами оригинального алгоритма, 
основанного на использовании метода Мюллера [14] и принципа аргумента [15], 
совместное использование которых обеспечивает надежность полученных численных 
результатов, так как позволяет найти все собственные значения Re 1iλ ≤  [12]. 
 
2. Результаты расчетов 

 
Пример 1. Рассматривается клиновидная трещина (Рис. 1), на поверхностях берегов 

которой могут иметь место различные варианты граничных условий. Контур сферы 
служит только для целей визуализации. 
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Рис. 1. Клиновидная трещина 

 
Для трещины с граничными условиями в напряжениях на рисунке 2, a показана 

зависимость собственных значений Re 1iλ ≤  от величины угла 1ϕ . Эти результаты 
совпадают с уже известными [6], но в отличие от этой работы здесь приводятся все 
значения Re 1iλ ≤  для симметричной и антисимметричной задач.  

На рисунке 2, б представлены новые результаты, соответствующие условиям 
идеального скольжения на поверхностях трещины, которые записываются следующим 
образом: 

0, 0, 0ruθ θ ϕθ= τ = τ = , 

где uθ  — компонента вектора перемещения; ,rθ ϕθτ τ  — компоненты тензора напряжений. 
Пример 2. Рассматриваются две пересекающиеся под прямым углом трещины. 

Первая трещина имеет угол раскрытия π , а вторая — 1ϕ  (Рис. 3, а).  
Рисунок 3, б демонстрирует все собственные значения, имеющие Re 1iλ <  в 

зависимости от угла 1ϕ  для трещин с боковыми поверхностями, свободными от 
напряжений, при 0,3ν = . Здесь сплошные линии соответствуют действительным 
собственным значениям, а пунктирные — комплексным; штрихпунктирная линия 
 

 
Рис. 2. Собственные значения, имеющие Re 1iλ ≤ , для клиновидной трещины с береговыми 
поверхностями, свободными от напряжений (а) и с идеальным скольжением (б) при ν 0,3=  

 
 

а б
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Рис. 3. Пересекающиеся клиновидные трещины (а) и собственные значения , имеющие  Re 1iλ ≤ , 
для двух пересекающихся клиновидных трещин со свободными от напряжений береговыми 

поверхностями при 0,3ν =  (б) 
 

отображает изменение мнимой части собственного значения. Интересно отметить, что 
при увеличении угла 1ϕ  собственные значения уменьшаются и некоторые из них 
становятся комплексными. 

 
3.  Заключение 

 
Рассмотрены основные положения численного метода построения сингулярных 

решений в окрестности особых точек трехмерных тел и его приложения к анализу 
характера сингулярности напряжений в окрестности вершины одной и двух 
пересекающихся клиновидных трещин. 

Приведены численные результаты, дающие представление о характере 
сингулярности напряжений в окрестности вершины одной клиновидной трещины для 
различных вариантов граничных условий. Получено удовлетворительное совпадение с 
известными результатами для граничных условий в напряжениях. 

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 11-01-96017-а) и 
Совета по грантам Президента РФ для молодых российских ученых (грант МК 
5286.2010.1). 
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