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3®OEKTUBHBIE )KECTKOCTHU TO®PUPOBAHHOM IJIACTAHBI

C.B. lllemennn, O.A. Xomoc

Mockosckuii 2ocyoapcmeennulii yHugepcumem umenu M.B. Jlomonocosa, Mocksa, Poccus

[TpencraBneHa yucaeHHas pean3alys METo/a OCPEIHEHHS sl TO)PUPOBAHHBIX TUIACTUH, TIEPHOIUUECKUX
B IUlaHe. Pa3paboraHHas MeTOIUKa IO3BOJSET PAacCUUTATh MPOJOJBHBIE W H3TMOHBIE JKECTKOCTH, a TaKKe
JKECTKOCTH B3aUMHOTO BJIMSHHMS. B BEIYMCINTENILHOM CMBICIIE JaHHask Ipo0JieMa JOCTaTOUHO TPY/HA, TOCKOJIBKY B
OJTHOM ¥ TOH K€ IUIACTHHE YXECTKOCTH Pa3jIMYaroTCsi Ha HECKOJBKO MOpAAKoB. [IpenMyiecTBO ocpelHEHHOMH
MOJIETIM 3aKJII0YAeTCs B CYIIECTBEHHOW 3KOHOMHMH BBIYHCIHMTENBHBIX pecypcoB. s aHamm3a HarpsHKeHHO-
J1e(hOPMUPOBAHHOTO COCTOSIHUS B TIEPBOM MPUOIVKCHUH JIOCTATOYHO BBIYUCIHTH BCE 3()(PEKTHBHBIE JKECTKOCTH
IUTSL TIEPUOJMYECKOM SIYEHKH M 3aTeM C HHMH PELINTb 3aJady U3ruba IUIOCKOH IUIacTUHBL TOYHOCTH pEIIeHUs
METOJIOM OCpPeIHEHHs B OOJIBINON CTEHEeHH 3aBHCHT OT XapakTepa peIICHUS 3aJadd: TakK, Uil IUIaBHO
M3MEHSIOIICHCS TTONepeyHOl Harpy3ky U OOJBIIMX pa3MepoB IUIACTHHBI OHA JOCTAaTOYHO BBICOKas. IIpoBeneHa
BepuQuKanys pa3paboTaHHON MPOTPaMMBI BEIYUCICHHS 3P PEKTHBHBIX )KECTKOCTEH.

Kniouesvie cnosa: nepnoanieckas rodpprupoBaHHas IIACTHHA, METOZ OCPeIHEHUS, 3P (HEKTUBHBIE JKECTKOCTH

EFFECTIVE STIFFNESS OF CORRUGATED PLATE

S.V. Sheshenin and O.A. Hodos

Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia

This paper presents a homogenization technique applied to periodic in-plane corrugated plates. The
developed method allows the calculation of the tension stiffness, the bending stiffness and the tension-bending
coupled stiffness. This problem is computationally difficult because the stiffness values differ by several orders of
magnitude in one and the same plate. The use of the model permits a substantial saving in computing resources.
For the stress-strain analysis of the plate in a first approximation, it is sufficient to compute all the effective
stiffness values for a periodic cell and then to use these values in the solution of the flat plate bending problem.
The accuracy of the solution depends on the character of the problem. For a smoothly varying transverse load and
a large-size plate, the accuracy is high enough. The validity of the computer program developed for calculating the
effective stiffness of corrugated plates has been verified.

Keywords: periodic corrugated plate, method of homogenization, effective stiffness

[enpto naHHOW pabOTHI SBJISIETCS YHCICHHAs peanu3aiis METOAMKH ocpenHeHus [1] B
MPUJIOKEHUH K 3a7adye u3ruba ynpyrux ro)pupoBaHHBIX IUIACTHH, MEPUOAWYECKHX B ILJIAHE.
Hcnonp3oBanue MeTo1a OCPeTHEHHS MTO3BOJISET BEIUMCIUTD HE TOIBKO A (HEKTUBHBIC JKECTKOCTH
ropupoOBaHHON TUTACTUHBI, HO M BCE XapaKTEPUCTUKH HANPSHKEHHO-IEPOPMUPOBAHHOTO
COCTOSIHMSL Onarojapsi COYETaHUIO pEIICHHWS JOKATbHBIX 3aJad — 3afad Uil s4eeK
MIEPUOANIHOCTH, C PEIICHUEM TTI00ATBHOM 3a71auu ISl OCPEAHEHHOW TUIOCKOW TUTACTHHBI.

HcTtoputo pa3BUTUS aCHUMITOTHYECKOrO aHanmu3a JehOpMHUPOBAHMS HEOAHOPOIHBIX
JMHEHHO YyNpPYrux IUTACTHH MOXKHO TpocienuTh 1o paboram [2-7]. Ilpumenenue
ACUMITOTUYECKOTO METO/1a K 3aJaue U3ruda rmioCcKon CIOMCTON MIACTUHBI IPUBOAUT B IEPBOM
NpUOIMKEHUN K YpaBHEHMSM KIIACCHUECKOW TEOpUHU CIOMCThIX IlacTuH [8], a B ciywae
OJTHOPOJIHOM IUTIACTUHBI — K YPaBHEHHSIM TEOpHH TOHKUX obOosouek Kupxrodda—Jlisa.
Metonuka OcCpeiHEHHs, COBMEIIEHHas € JIMHEAapU3alueil, NoJydnia paclpoCTpaHEHHE Ha
CJIy4Yail HEJIMHEWHBIX OMPEACIISIIOIIUX COOTHOIIEHUH [9].
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Puc. 1. [lepuoauyueckue B MiaHe MIACTHHBI: CO CMEIIEHHON YeThIPEXyTroJbHON SYeiikoit (a),
coroBas (6), ¢ UETBIPEXYTOIBEHOHN STYEHKO (8)

BooOwie rosopsi, B roQprpoBaHHBIX IIACTUHAX NEPUOAMYHOCTb KAacaeTCs HE TOJIBKO
(dbopMBbI, HO U CBOKMCTB, OJIHAKO Jajieeé B HACTOSIICH paboTe MaTepuand paccMaTpHUBAEMBIX
wiactul (Puc. 1) nonaraercs ogHopoaHbIM. [Ipexae Bcero i Takux IJIACTHH BCTA€T BOIPOC
onpeaeneHus 3pekTUBHBIX xKecTkocTel. YacTuyHO mogoOHas mpobiieMa perianach YUCICHHO
U JKcrepuMeHTaabHo B [10] 1y MIACTUHBI C IIECTHYTOJIBHOW SYEHKOW MEePUOIUYHOCTH.
UucneHHOe pEIIeHHE MOIy4yaloch IyTEM KOHEYHO-3JIEMEHTHOTO MOJIEIUPOBaHUs BCel
TUTACTHHBI, COCTOSIIEH W3 OOJNBIIOro YHcia siueek nepuonuvHoctd. Ciemyer ydecTb, 4To y
ropupoBaHHON TIJIACTHUHBI KECTKOCTH PACTHKEHUS, H3ruba W B3aMMHOTO  BIUSHUS
pas3nuyaloTcs Ha TOPSAKU, M, 4YTOOBI MEHBUIME U3 HUX BBIUHUCISUINCH C IpUEMIIEMOMN
TOYHOCTBIO, TpeOyeTCsl JOCTATOUHO MeJKas KOHEUHO-dJIeMEHTHas ceTka. MeToll ocpelIHeHus
SBJSIETCS. JIBYXCETOYHBIM M II03BOJISIET pelaTh KakK JIOKAJbHYKO 3aJady Ha s4Yelke
MEPUOANYHOCTH, TaK U OCPETHEHHYIO II100aNbHYIO 3a/1ady JUIsl BCEil MIIACTUHBI, oOecreynBas
OJIMHAKOBYI0 TOYHOCTh UX pemeHus. 1I0CKoNbKy B METOZE OCPEIHEHMS JUUIs BBIYUCIEHUS BCEX
AKECTKOCTEN MEPUOJUYECKOHN MIIACTUHBI I0CTATOUYHO OCYIIECTBUThH MPOLEAYPY pacyeTa TOIbKO
JUIsL OJHOM SYEHKM, HWCIOJIb30BAHME MEJIKOM CETKM HE MPHUBOJUT K YpPE3MEPHBIM
BBIYMCIIUTENbHBIM 3aTpaTaM.

CyIecTByIOT J1Ba TIOAXOJa K OCPEAHEHWIO JUISI TOHKOH ymnpyroi TodpupoOBaHHOM
IUTACTUHBI, TEPUOJWYECKOM B IUIaHE. Bo-NEpBBIX, OCPEJHEHHE MOMKET HPUMEHATHCS K
YpaBHEHUSAM TPEXMEPHON TEOPUU YHPYTOCTH, BO-BTOPBIX, — K YPABHEHHUSIM TEOPUH OOOJIOYEK.
Bo3MmorkHa Taxke KOMOMHALIMS 3TUX TOAX0/10B. Jlanee paccMaTpuBaeTcs TONBKO MEPBBIN MOAXO.

HeoOxonuMo OTMETHUTH, YTO METOJMKA OCPEAHEHHs, NpPUMEHSeMas K IUIaCTUHAM,
OTJINYAETC OT METOJUKH Il TPEXMEpPHOM WM JBYXMEPHOW mepuoanydecko cpeast [11].
OTnnunTenbHas OCOOEHHOCTh 3aK/IIO4aeTcs B TOM, YTO B Clydyae IUIACTUH HEOOXOIUMO
BBINIOJIHATh TPAHUYHBIE YCIOBHS Ha JIMLIEBBIX TOBEPXHOCTSX IUIACTUHBI.

@OopMabHO BUJAOW3MEHEHUE METOJA OCPEOHEHUS Ul IUIACTUHBI COCTOMT B TOM, 4YTO
HNEpEMELICHUs. U, TNPEICTABISIOTCA Kak (YHKIMM [ABYX MEUICHHBIX KOOpDAMHAT X, X, B

IOPOCKLUUU IUIACTMHBI M TpeX ObICTphIX KoopauHar &, &,, &, B mepelenax sueiku
IEPUOANYHOCTH; CBSI3b MEXKLY KOOPIMHATAMHM 3a1aeTCsl COOTHOIIECHUAMH &, =X, /€, rae & —
HEKOTOPBIA MaJIbli IapameTp: u, = u, (xl, X, &, &y, E_,3) , 1=1,2,3. Manblii napaMeTp € CBs3aH
¢ pasmepoMm HeomHopoaHocTH (opmbl miactuael (Puc.2), to ects £=I/L, tne | —

XapakTepHas JUIMHA STYeHKU epUOJMYHOCTH, @ L — XapaKTepHbIA pa3Mep caMoi MIaCTHHBI.
b
IlepeMelieHrsl 3alUChIBAIOTCS KaK U; =U; +U; , TAe U] — NepEeMeILCHNUsI, CBI3aHHbIC C

MpoOAOJIbHBIMU ,Z[eq)OpMaI_II/IHMI/I B OTCYETHOH MIOCKOCTH IIJ1aCTUHBI, a ulb— NepeMCUICHNA,
BBI3BAHHBIC I/ISFI/I6OM, U IPEACTABJIAKOTCA B BUAC PALOOB:

u; =v, (XI’ X, ) + z 8m]\'];Qn..‘Qm,l (‘:p €,,&; )VP,QO“.Q,H (xp X )a (1)



130 BblaucnuTeNbHas MEXaHUKa CIUIOMHBIX cpet. — 2011, — T. 4, Ne 2. — C. 128-139

L | ¥ cz'c’H @

Puc. 2. flueiixa nepHoAMIHOCTH COTOBOH ITACTHHBI: OOLIMI BHJI C HAHECEHHOH MEJIKOW CeTKOM (&) ¥ TUIaH B

cell o o
miockoct XZ (6); X5 — CyMMapHasi BEPXHsisi i HIDKHSIS IOBEPXHOCTH SMCHKH, [ — JUIMHA SYCHKH

uf = _Sész ('xl’ Xy ) + Z SmNbIPQO.“Qm,Z (ép €,,&; ) W p0,..0, (xl 5 Xy )a
m=2

uy =w(x.%,)+ D " N'spg o (6:62:85) Wig, o, (%0 %2):

m=2

2)

TICPBLIC YWICHBI KOTOPLIX aHAJIOTUYHBI ICPEMCUICHUAM, BO3HUKAIOIIHUM B O]lHOpOI[HOﬁ IUIOCKO
IracTuHe: v, v, — MCIJICHHO MCHAIOIIHNCECS IICPEMCIICHUA B OTCYETHOM IIIOCKOCTH, V; = 0 ,

w —nporud, Ny, , — JOKaNbHbIC QYHKIUHU, COOTBETCTBYIOLIIE COCTOSHHUIO PACTSIKCHNUS B

IIJIOCKOCTH I1JIaCTHHBI Nb — JIOKAJIbHBIC HKIIUHU u3ruoa. 3I[€CI> n gaji€€ UCIOJb3YIOTCA
’ lPQO“'Qm

0003Ha4yeHus, NpHHATBIE B pabore [5]; OykBeHHwle wuHuaexcel P,Q,,...,0 ,I mnpoberarot

3HaueHus 1, 2, a uHACKCHI I, j,k,/ — 3Hauenus 1, 2, 3; B 3aBUCUMOCTH OT KOHTEKCTa CUMBOJIOM

«>» 0003HauaeTCsl YacTHas Npou3BoAHasi o x,,rae / =1,2 , wmno & ,rne i=1,2,3.
®opmysl (1), (2) mO3BOISIOT BEIPA3UTh HAMIPSKEHUS B BUJE:

e _ m
S = Lipg,Vp.o, +D 8 Birg,.0,V.0,.0, >

m=1

_ e 3)
])ifPQo - CQPQO + CUklN kPQy 1 >
_ e e
Biro,..0, = Cing, N wr0,..0,, + CiaN wr0,..0,4 >

b __ m
Gy = €Wpo,Wpg, T Zg Qirg,..0,. W.P0s..00 1

m=2

b 4
Oyeo, = ~&:Cyrg, T CsN koo, 15 “

_ b b
Oirg,..0,, = Cino, N weg,.0,, T CiteNV ipg,..0, 1>

rne C,, — yupyrue MOAynH IUIaCTHHBL IIpn yd4ere NepBbIX YETHIpEX ClaracMbIX B

npuOIKeHUU (m =3 ) OIHOPOHBIE YPaBHEHUSI pABHOBECHS BBIIISIIAT CIEIYIOIIUM 00pa3oM:

1

G, = EBJPQO JVro, T (PinPQo +FBiro.i )"P,QOQ1 +Qipo, Wpg, + 8(QI‘QIPQ0 +Oiro,0.i ) Wroo T

()

2 _
+8(BQZQIPQQ +Fipo00, ,j)"P,QOQle tTE (QiQZQIPQO + QUPQﬂQleJ)M{PQleQz =0.

B nepBoM HpuONIKEHHH JOKAIbHBIE 3a7aud (3a]auM Ha sueiike mepuomuunocta V")

CTPOSITCS TaKUM 00pa3oM, 4T00bI OOHYISIIMCH KOI(POULMEHTBI IPH TPOU3BOJHBIX Vp,, H W,p,



C.B. lllemennn, O.A. Xonoc. DdhheKTHBHBIE )KECTKOCTH rOPUPOBAHHO TUIACTHHBI 131

(TIOCKOJIBKY B MEPBOM MPHUOIIMKEHUH OCTAeTCs TOJIBKO MPOU3BOAHAS IO IEPEMEHHOM ¢ UHIEKCOM
0, , To nanee unaekc «0» omyckaercs). ITu 3aga4u GOPMYIUPYIOTCS CIIEAYIOLIUM 00pa3oM:

cell
Bipo; =05 Qypo,; =0, CeV™,
PAAPQI’lj = 0, QA.Pan = 0’ & c Z;'ell’

g b

(6)

rjle N — BEKTOp BHEIUHEH HOPMald K MOBEPXHOCTH sSUEHKH, X5 — BEpXHAS U HIKHAISA

TIOBEPXHOCTH sueiiku. Bes ske rpanuna XY coctout u3 aByx uactei: X =3¢ + 3¢

lateral >

1l b o u o
npuuem 25" =X +X7 ecTh CyMMa BepxXHEW W HIDKHEH JIMIEBBIX MOBEPXHOCTEH, Kak

IOKa3aHO Ha pHUCyHKe 2. Ha GOKOBBIX MOBEPXHOCTSX SYECHKM TNEepHOAMYHOCTH X &

lateral

(g, =x1 f /2, I=1,2)craBarcs ycnoBus NePUOIUIHOCTH, UMEIOIINE BU/:

e _ e e _ e
N Eu=lg/2 =N'io CuN reo.m, g,=l52 CiuN ko1,

iPQ g, =152 g,=-15/2°

(7)
b _arh b _ b
N'ipg g2 1Y iPQ CiN po.; £,=l52 ==CuN ipo. M,

Eu=—15/2" g,=152"

[Ipoexuus syelikM NEPUOAUYHOCTH HA OTCUETHYIO IIIOCKOCTb €CTh IPAMOYTOJBHHUK CO
1l 2
croponamu [, [,. Ero mnomans X B mepemeHHBIX X,,X, paBHa L[, wiu &’ [°l; , rae

[° u [; — CTOpOHBI SYEHKH MEPUOAMYHOCTH B mepemeHHbIX &, &,. Uugekcel P u Q B

JIOKQJIBHBIX KpaeBbIX 3a1avax (6), (7) — cBOOOMHbIE MTapaMeTphl, MPUHUMAFOIIHE 3HaUeHus 1, 2.

(V3 e b
Jns BbluMCIEHHs BCeX JIOKANbHBIX GyHKUMA Ny, U Ny,

6 TOKaJbHBIX 3a7]a4 C KPAaeBbIMH YCIOBUSMH CBOOOJHOM T'paHMIIBI (6) HA BEpXHEH M HIKHEH
MOBEPXHOCTAX H YCIOBHSIMH TeproAudHoCcTH (7) Ha OOKOBOM MOBEPXHOCTU. Y CIOBHS
MEPUOUYHOCTH SIBJISIIOTCA  CJIEACTBHEM TEPUOJUYHOCTH CTPYKTYphl U O3HAYalOT, YTO
NepeMelleHus, HampsHkeHUs W aeopMmanuu  MPEACTaBISIOTCS B BHAE  MEJICHHO
M3MEHSIOIINUXCS COCTABJISIONINX, HA KOTOPBIE HAJIOKEHBI OBICTPO MEHSIOIINECS MEPUOTUICCKIE
baykryanuu. MoxeT MoKa3aThCs, YTO MEPUOJUYHOCTH CTPYKTYPBHI SBISETCS HEOOXOIUMBIM
YCJIOBHEM ISl IPUMEHEHUSI METOJa OCpeIHEHUs. B JeiCTBUTETLHOCTH 3TO HE COBCEM Tak,
OJIHAKO MEPUOJUYHOCTh BHOCUT B MPOLECC BBIYUCICHUN CYIIECTBEHHOE YIPOLICHUE.
[TockonbKy Bce SUCHKHM OAMHAKOBBI, TO JIOCTATOYHO PEIIMTH JIOKAJBHYIO 3a7ady TOJIBKO Ha
onHoW sueilike. Ecnum nokanbHas 3aJada 3aBUCUT OT MEJJICHHBIX KOOPAMHAT Kak OT
MapaMeTPOB, TO OHA PEIIAETCS HE3aBUCHUMO IJIA KaxJoul siuerku. Takas cuTyauus BOZHUKAET,
HalpuMep, B HEJIMHENHBIX 3aaa4ax [9].

KpaeBbie 3amaun (6), (7) MOXHO pelIUTh HECKOJbKMMU crocobamu. Bribop cmocoba
3aBUCHUT OT TOJIIIUHBI JIUCTA /4 , U3 KOTOPOTO MOJyueHa ropprupoBanHas miactuHa. OTHOLIEHUE
TONIIUHBI /i K JIJIMHE SYCHKU MEePUOJAMYHOCTH [ €CTh BTOPOM (Hapsay ¢ €) Mallblil mapaMeTp
3amaun P = h/ [.Ecmu B =1, To 3a71a4n Ha si9elKe TICPUOJAUYHOCTH SIBIITFOTCS TPEXMEPHBIMH U

TpeOyeTcsi pelunTh

U1 UX peuieHus cieayeT npuMeHsaTh MKD ¢ TpexmepHbiMu 3nementamu. Ecmu B <<1, To

sueiika MepUOJUYHOCTH MPEJCTABISIET COOON TOHKOE TEJO W JUIsl pelIeHMsl JIOKAIbHBIX 3a7au
MOHO TipuMeHsATs MKD ¢ 0005104€YHBIMU KOHEYHBIMU dJIEMEHTAMH.

Pa3pemaroniee ypaBHeHHE TEOpUH MEPUOAMYECKHX B IUIaHE IUIACTHH IMOJy4aeTcs W3
ypaBHEHUU pPABHOBECHUS YCWJIMA M MOMEHTOB TaK K€, KaK B TEOPUM IUIACTHUH C IUIOCKUMU
MOBEPXHOCTAMU. OTH YpaBHEHMs JUIsl MPOU3BOJIHHOW NEPUOAMYECKON B IJIaHE IJIACTHHBI
CIEAYIOT U3 TPEXMEPHBIX YpaBHEHUU paBHOBecusl [l], eciM HUCHOJIB3yeTCs OmpeleseHue
YCHJIMH U MOMEHTOB, JMaHHoe B [5]. Mcxons w3 mamen AByx macmTa®oB, YNpyTrHe ypaBHEHUS
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paBHOBeCI/IH JJIS1 TIJIACTUHBI MOXXKHO 3aIllnCcaTth B cnenylomeM BUC:
. +(1/s)cs,j,;f =0, . +(1/¢) o, je, =0 (1,J=12; i,j=1,23). (8)

WnTerpupoBanue cootHomeHud (8) mo sueiike nepnozquocm c yquOM TOTO, 4YTO

6, =0, (x,%,,§,,&,,&; ), maeT cuemyomee ypaBHeHHE: J. c,dV, |, + J. S,dZ, =0,
é yreell Eé Emp
cell _ 7& 7&
L=, llepexox K 3anuen B yowmwmsix N, = Z‘e” IG,JdV S IGUdV

Va[[ Vull
1
cell 25 cell _
X =], =¢X," UpUBOIUT ypaBHEHHS PaBHOBECHA K BUAY: N, , + el J. S, (x,g)dZg =
&
Amnanornuno (cm. [1]) HOJIy‘-IaIOTCﬂ BBIPDAKECHUS Ul MOMEHTOB M IIE€PEPE3bIBAIOLIUX CHUIL:

1
M, =W _[ x,6,dV, 0= j G,,dV . OcTanbHble ypaBHEHHs PABHOBECHUS HMEIOT

5 cell
erll Z Vzel/
Bun [1: M, ,+0,=0, Q,,+p(x)=0 (B naHHO# paboTe p OTBEYACT 3HAUCHHC & p W3
cratbH [1]). 3nech S, = {gf ’ iilf % 3 — MOBEPXHOCTHbIE CHIIBL.
39 T L4

[Ipu paccMoTpeHHHM 3aJayu TOMEPEYHOro H3ruda IUTACTUHBI MPEANONaraeTcs, YTO
I §,;d X, =0. Hanpumep, 5TOT HHTErpal paBeH HyIIIO, €CIU IUIACTHHA HArPYXKCHA 1aBICHUCM.

top
Z;

1
B Gomee ofweM ciyyae MOXKHO 0003Hauuth f,(X)= ST I S, (x,£)d V.. B wmrore
é Eéell
IIOJIy4aroTCs 5 ypaBHEHUN paBHOBECHS:
N, ,+f,(x)=0, M, ,+0, =0, 0,,+p(x)=0. )

B IIEpBOM l'[pI/I6J'II/I)KeHI/II/I HAaIps’KCHUA 3aIIMCBIBAOTCA B BU/IC

6, =FppVpo €0 poWspp - (10)

WurerpupoBanne (10) ¢ y4yeToM MpenplIylIMX BBIPAXEHUM YCHIMM M MOMEHTOB JaeT
OTIpeIeNIAIONINEe COOTHOLICHHUS A1l OCPEIHEHHON TIaCTHHBI:

N, = AIJPQePQ BI(};’Q PO> (1)

—_ n@
M, BIJPQePQ + DIJPQKPQ 5

TAC €py =Vp 5 Kpy =—W,p, . 1IpH OTOM KECTKOCTH HA PacTsDKEHHE A, p,, HA U3rub D, u

(1) ) ) 0 .
KECTKOCTH B3aUMHOTO BIUSHUS B, By (Bjpy = By ) BBIYHCISIIOTCS 110 hOPMyJIaMm:

Ayypo = Zce” J. PpodV B]JPQ Z“H .[ —OypodV
Vcell Vcell
g (12)
1JPQ Z‘e” J. &3])1JPQdV D]JPQ :W J. _E.&3Q1JPQdV§'
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OTH JKECTKOCTH BXOIAT B CHCTEMY CBSI3aHHBIX OCPEIHCHHBIX YPaBHEHHH PaBHOBECHS,
crenyromryto u3 (9), (11):

A Vi _BI(JII)(LW’KLJ +f1 (X) =0,

) (13)

=B Vo TPy Wek 1y = P (X)
[ToCKONBKY KECTKOCTH A,,, MMEKT MOPSIOK &, M3TUOHBIE KECTKOCTH — MOPSIOK &, a
CMCIIIAaHHBIC — 82, TO HpI/I ACUMIITOTUYCCKOM QaAHAJIN3C HeJIeCOO6paSHO cyurTarb, 4YTO

p(x)= 0(63) ,a f, = O(sz). Toraa MOXHO BBECTH HOBBIE CHJIBIL, TAK UTO p=¢ p, f, =€ f,

u cucrema (13) nmpumeT Bua:

(1) 27 _
A Voo —Buxi Wk € f; =0,

_B(z)

— 35
IJKLVK SLIJ +DIJKLW’KLIJ =& p

IIpu sTom v, =0(8), a w=0(1). Takum oOpa3oM, Juist BbluucieHus sxectkocteil (12)

HE0OXOIUMO PENIUTh JOKaNbHBIE 3a1a4u (6), (7).

Bprruncienre )KecTKOCTEH BayKHO ISl aHaIH3a IePOPMUPYEMOCTH TOPHUPOBAHHOM TIIIACTHHBI
U, CJIeNoBaTelibHO, S(PQPEKTUBHOCTH €€ MPUMECHEHUS B PA3IMYHBIX TEXHUYECKUX W3JICTIHAX,
Hanpumep, B 6apabaHax CTUpAILHBIX MAIIIMH WM B KAYECTBE JIEMEHTOB Ky30BOB aBTOMOOMJICH.

[lanee npuBoAUTCA CpaBHEHHE JKECTKOCTEM TpEX IIACTHH: IUIACTUHBI CO CMEIIEHHBIMU
YETBIpEXyroNbHbIMA ~ siueiikamMu  (Puc. 1, @); TutlacTMHBI € IIECTHUYTOJIBHBIMH — STUCHKaAMU
(cotoBoii) (Puc. 1, 6); miacTuHBI, COCTaBICHHOW M3 YETHIPEXyrojbHbIX stueek (Puc. 1, ).
Hcnonp3yemas B pabote coroBas miactuHa (Puc. 1, 6) sBisieTcst peaibHOM, H3rOTOBJIEHHOM 10O
CTHELUATBHON TEXHOJIOTHH, TP KOTOPOH J1Ba U3 MIECTU pedep COTHI OKa3bIBAIOTCS BHIMYKIIBIMU
BEpX, B TO BpeMsl Kak OCTaBIIHeECs YeThIpe peOpa BBITYKJIbl BHU3 (OHU BbIJIECJICHBI HA PUCYHKE 3
KUPHBIM JTMHUsAMH). [InacTuHa yTpaunBaeT CHMMETPHIO MPH JH0O0M MOBOpoTe oceil X u Y Ha
60°. Iloaromy »5ddexkTuBHBIE >XECTKOCTH HE H30TPOIHBI, XOTS OTKJIOHEHHS sUeeK OT
MPAaBUJIBHON IMIECTHYTONBHON (opMbl HeBenuKd. s TopUpOBaHHBIX IUIACTHH HEOOJBIIOE
U3MeHeHne (GOpMbI MPHUBOJUT K CYIIECTBEHHBIM HW3MEHEHHUSAM KecTkocTed. [IBe npyrue
rmactunsl (Puc. 1, a, 8) ABISIOTCS MOJEIBHBIMH.

Yucnennoe pemienue 3aaad (6), (7) ocyIiecTBIeHO METOAOM KOHEUYHbIX 31eMeHToB (MKD),
peanu30BaHHBIM B BHJAE IHporpamMmbl Ha s3plke DoprpaH. Mcnonb3oBaHbl TpeXMEpHBIE
M30TapaMEeTPHUUECKHE IIEMEHTBI C TPUIMHEHHBIMU (QYHKIUSAME (POPMBI, Ha3bIBAEMBbIE JIEMEHTAMU
Brick [12]. B nens maHHOW CTaThU HE BXOIUT JICTATBHOC OIMCAHWE BCEX ACICKTOB YHMCIICHHOU
peau3aluy pelieHus, Ho Ha TeX, KOTOPBIE MPEICTABISAIOT HHTEPEC, CIETyeT OCTAHOBUTHCS.

Pemenne nuHelHBIX KpaeBbIX 3amad ¢ nomomibio MKD B Hactosiee BpeMs siBiIsieTCS
PYTUHHOM MPOUEAYPOHl, OJHAKO PsiJ NPUUKH, MPUCYIIUX KOHKPETHOH 3a/1aue, MOKET U3MEHUTh
3TO ToJIokeHne. Tak B 3amadax (6), (7) yCIOKHIIOMUMA (HaKTOpaMH CIIyXaT Majias TOJIIHHA
IUTACTUHBI U HAJHYKE IEPUOANYECKUX YCIOBUM. J[I1s TOro YTOOBI Majoe 3HaYeHHe TONIIUHBI HE
MPUBOMIIO K HEBEPHBIM C TOYKH 3PEHUS MEXaHHWKH pe3yibratraM — JokuHTy (locking) [13],
AJIEMEHTHI BBIOMPAIOTCS C COOTHOIIEHHUEM CTOPOH TMOPSIKA €IUHHUIBI. YUUTHIBAs CIOKHYIO
dhopmy rodppupoBaHHOH TIIIACTUHBI, 3TO TPEOOBAHUE HE KAXKETCA YPE3MEPHBIM, & COOTBETCTBYET
CTpEMJICHUIO 00eCHeuuTh HEOOXOIUMYI0O TOYHOCTb BBIYHMCICHHS BCEX MXKECTKOCTeW. Ywmcio
Y3JI0B CETKH B TOMEPEYHOM HAMPABICHUH KOJIEOJIETCSs OT 2 10 S5, BIOJb CTOPOH SYCHKH
nepuoandHocTd — oT 30 no 100, 9yTo mMpUBOAUT K JUHEHHBIM cuctemam oT 14 1o 90 Teicsay
ypaBHeHMI. PelieHue cuctemMbl OCYIIECTBISETCS IPSIMbBIM peIIaTesaeM U BIIOJIHE TOCTYITHO st
KOMIIblOTepa cpeaHel MomHocTH. Hampumep, pemenue Bcex mectu 3anad (6), (7) 3aHumaer
12 MUHYT B ciydae camoil OOJBIION CEeTKM Ha HOyTOyke ¢ yacTtoTod mporeccopa 1,8 I'Tt.



134 BblaucnuTeNbHas MEXaHUKa CIUIOMHBIX cpet. — 2011, — T. 4, Ne 2. — C. 128-139

MOXHO OTMETHTb, YTO PELICHUE JTUHEHHBIX CUCTEM MPSAMBIM METOAOM BechbMa 3(PGEKTUBHO B
AaHHOM CJIy4ac BCICACTBUC MAJIOCTU YUCJIa Y3JI0OB B MOMCPCUYHOM HANPpABJICHUH, YTO IIPUBOAUT
K MaTpHIIE CUCTEMBI C HE CIIUMIIKOM IIUPOKOM JICHTOM.

3amauam (6), (7) COOTBETCTBYIOT BapHAIlMOHHbIE YPaBHEHHUS:

.[ Cit N ipoy M AV, + .[ Cypon; M"d2, =0,

sJ

Vére[[ Z;e[[
) (14)
pr pr —
j Cpy Ny MP1AV, ~ j &,Cpppn, MP"dE, = 0.
Vécell zzz'ell

3neck N°,, N bl.PQ IPEACTABIAIOT coOol pemenus, a M/ npobusle pynkuuu. U te, u npyrue

IIPHHAIIEKAT TIPOCTPAHCTBY QyHKIMHA G , SBIAIOMEMYCS IOANPOCTPAHCTBOM W, , B KOTOPOM

1]

(a=1,2). IIpu BeiBoze (14) yureHbl rpanuyHbIe ycinoBus (6) u ycnoBusi nepuoanyHoctu (7).

Hanee ypaBHenus (14) ynotpeGnsioTcs CTaHAApTHBIM 00pa3oM [12] B coueTaHWU ¢ METOJIOM
lanepknHa, B  KOTOPOM TpoCTpaHCTBO (G ammpoOKCUMHUPYEeTCs  KOHEYHOMEPHBIM

(YHKIMK yJOBIETBOPSIIOT YCJIOBUSM TepHOAUYHOCTH: G :{ f:few), f

Lo =la/2

HOJIPOCTPAHCTBOM G" KyCOYHO-TIOJIMHOMHAJIBHBIX byHKIHUH, o0J1aaromux
HNEPUOAUYHOCTBIO. I 100anbHble 6a3ucHble (YHKIUM \Y,, UCIOIb30BAaHHBIE B JaHHOI pabore,
CTPOSATCS C TOMOIIBIO H30MAPAMETPUUYECKOT0 OTOOPAXKEHHS W3 TPWIMHEHHBIX JIOKAIbHBIX
GbyHKIME  QOpMBI  CTAaHAAPTHOTO KYyOMYECKOTO d3JeMEHTa W  00JaJaloT CBOMCTBOM
nepuoanyHoctu. Ilocneanee o3Hauyaer, 4TO ecCiM y3es i HaXOAWTCS Ha OOKOBOHM TpaHHIle

€, =-1/2,10 vy, = v, (a=1,2).

B cnydae sueex MepHOAMYHOCTH, OONANAIOIIMX IBYMS MEPHEHAMKYJISIPHBIMU JpPYyT APYTY
TUTOCKOCTSIMUA CUMMETPHH, PEIICHUE JIOKATBHBIX 3a1a4 (6), (7) ynpormaercs. Sueiiku UMEHHO TaKoi
(hopMBbI HCIIONIB3YIOTCSI Jlajiee JUIsl BCeX TPeX TUIOB MCCIeyeMbIX IuacThH. Mrak, paccmarpuBaeTcs
ciyuaid, korna miockoctd &&, u §,§, ABIAIOTCSA IUIOCKOCTSAMU CUMMETPUM (DOpMBI (M yHpyrux

Eo=la/2 o=la/2

CBOICTB, B 0o0mmiem ciydae). Toraa yciaoBuss CHMMETPUHM M TIEPUOAMYHOCTH CBOISTCS K KPAaeBbIM
yCIIOBHSIM Ha OOkoBOW Tpanuie. B ciydae P,O0=1,1 wm P,Q=2,2 Ha OOKOBOH TpaHHIIC

BBITOJIHAIOTCS YCJIOBHS PAaBCHCTBA HYJIFO HOPMAJIBHOI'O IIEPEMCIICHUSA U KaCaTCIIbHBIX HaHp}I)I(eHHfI.
B cnywae P,Q=1,2, HaoOOpOT, paBHAIOTCA HYJIO KacaTelbHbIE MEpEeMENICHUs U HOpMajbHOE

Harnpspkenue. Hanpumep, pu P = Q0 ycioBUs IEpUOAUMIHOCTH (7) 3aMEHSIOTCS YCIIOBUSIMU

e _ e _ e _ e _
N app g,=li2 1Y aPPlg =152 0, CijklN p Ml g T Ciik/N kel e T 0,

b _ b _ b _ b _
N oPP e =15/2 =N aPP g =52 0, CiiklN ipp T g,=l52 CiiklN ipp"; g=—15/2 0, (15)
(i=1,2,3, i#a),

no P cyMMupOBaHUE HE TIPOU3BOIUTCS).
yMMHD p
Jpyrum ymporienuem perienus 3aad (6), (7) MoxeT ObITh 3aMEeHa UCKOMBIX (DYyHKITHIA

Ha HOBBIC HEM3BECTHBIC GyHKumu Buma: My, = Np,+1/ 2(& p9,0 +Eyd ,P) s Mipy =Nip, 1
b b b b e
M}, =Np, —§3/2(§P6,Q+§Q81p), My = Nypp +1/2E,8,. Bmecto (6) dynkumu M,
My,, Tenepb yIOBIETBOPAIOT ~OZHOPOAHBIM —yDABHEHHSM DABHOBECHS, a4  TakKe

MO)II/I(bI/IIII/IpOBaHHI)IM YCJIOBUAM NCPUOJUIHOCTH:
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|:MIQPQ - (1/2)({5}’8@ + 2;QSIP )]‘gazlg/z = |:MIQPQ _(1/2) (gPSIQ + éQSIP):"§Q=71§/2 >

e _ e
3PQe =15 )2 M”’Q\af—li/z ’

[ M+ (85 /1 2) (€48, +E58,0) ]
[ M —(1/2)8,8 |

b (16)
£, =152 = l:MIPQ + EJ} /2(§P81Q + E.!QSIP)}Iéa:_li/z s

(Moo= (12)&:80 |, ., (2=12).

=isf2

Ha cB0OoaHOM rpaHuIie BHIIOIHAETCS OOBIYHOE YCIIOBUE OTCYTCTBUS HArPy3KH:

(Cz.‘fklM ekPQ,l )/ =0, (CWM kaQ,l )/ =0, -
CoM 4o, =0, CyM kaQ,ln ;=0.

B cnyuyae nBOSKOCMMMETpPUYHOM sf4YeHKHM NEpUOAMYHOCTH BMecTo (17) MMET MecTo
ycaowus, aHasoruanbie (15). [lpu P = oHU BHITISAIAT TaK:

0,

e e _ e
[M apP ia] CijklM wp T = Cz'jklM wr T

tq=52

_ b
=0, C;uM wpi;

ikl

E =tl52  ° Ea=-l5/2

I:MSPP + g:‘)ia :I

i=1,23 iza, a=12.

_ b
=C.M el

8 =152 ijkl

0, (18)

g =tl/2 Ea=-l5/2

3anmaya (17), (18) mpencraBisieT co00il OOBIYHYIO CMEIIAHHYIO KPaeBYIO 3a/1auy, CTaHJapTHO
pemaemyto MKD. Cnyuait P # (0 1moX0 Ha paCCMOTPEHHBIH.

Oynkuun M ,, HUMEIOT ACHBIH MEXaHMYECKUH CMBICI: 9TO €CTh (GIyKTyaluu MO
nepeMeIIeHui, BOSHUKAIOIINE B CIIydae MaKpOOJIHOPOTHON AeOopManuil pacTsHKeHUSI—CBUTA!

v, =¢)x,, v,=0. Torna mepemelieHus B TpeAeiax AYEHKH TEPHOJMYHOCTH HMEKOT BHJI:

u, =My, (€,,6,,65)€py. Amamormuno, My,, ecTb (IyKTyaluu OIS HEePEMEIICHHI,

BO3HHUKAIOIIHME B CIy4yae MaKpOOJAHOPOJHOTO COCTOSIHUSI M3ruba W Kpy4deHHs, KOT/la CHOBa B
mpenenrax OJHOM SYEHKHM NEPUOAMYHOCTH MPOTUO  COCTaBISET w:(l/ 2)KPQXPXQ, a

nepemereHus paBubl u, = €M, (§,€,,&;) K3, -

Puc. 3. DneMeHTHI Tpy0OOT0 pa3OUeHUS TYCHKH IEPUOTUIHOCTH COTOBOW TUIACTHHEI
(BBIDENIEHBI pedpa, BEITYKIIBIC BHU3)
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Tabmuna 1. KoopauHAaTH y3710B 31€MEHTOB TPy00ro pa30neHns SIeHKN IepHOIIMIHOCTH
COTOBOM TUIACTHHBI

Howmep y3na, N z, , MM Howmep y3na, N Z, , MM
0 1,000 21, 24, 30, 33 0,320
1,2,3,4,5,6 0,940 22,23,31, 32 0,630
7,11,13,17 0,740 27,36 0,285
8,10, 14,16 0,745 37,39, 45,47,49,51,57,59 | —0,170
9,15 0,875 38, 46, 50, 58 —0,245
12,18 0,700 40, 44, 48, 52, 56, 60 0

19, 26, 28, 35 0,310 41,43, 53, 55 0,220
20, 25, 29, 34 0,300 42, 54 0,315

B pazpabGoTtannoii mporpaMmme BBIYHCICHUS )KECTKOCTEH BO3MOXKHBI JIBa CIOCO0a 3ajaHus
(dopmbl macTuHbL. B mepBoM crocoOe 3HaYeHHUs KOOpAUHATHI z y370B rpyooii cetku (Puc. 1,
Puc. 3) BBoasATCS B IporpaMMy BMECTE C IPOYNMH JaHHBIMH, BO BTOPOM — OepyTcs u3 daiina
KOOpAMHAT z y3J0B MeNKoW ceTku. [Ipum BTOpom crocobe ¢opma MiIacTHHBI MOAETUPYETCS
Oonee TouHo. B xagectBe mpumepa B Tabnuiie 1 mpuBOASITCS KOOPAUHATHI Z Y3TIOB AJIEMEHTOB
rpy0Oil CETKH AJI1 COTOBOM IJIACTHUHBI, TOKa3aHHOW HA PUCYHKE 3.

KoneuHo-311eMeHTHas CeTKa, Ha KOTOPOU pelaloTces JIOKaIbHbBIE 3a/1a4H, SBIsSETCS Oojee
MEJKOH, YeM CeTKa, HUCIoNb3yeMas Ui IUIACTHHBI B 1enoM. Hanpumep, nns sueiku
MEePUOJIUYHOCTH COTOBOW IUIACTHHBI BBIUYMCICHUS MPOBOISATCS HA NPSIMOYTOJIBHOM CETKeE,
MOKa3aHHOU Ha pucyHKe 2. [Ipu 3TOM KOOpAMHATHI Y3JI0B MEITKOW CETKH (y»Ke MPSMOYTOJIbHOMN)
MOJTy4al0TCS UHTEPIIONSIIUEH JTaHHBIX TPYOOii CETKU.

ITockonpKy mnsi BceX HCCIelyeMbIX IUTacTMH miockoctd &&, u £, sBusatoTcs
IUIOCKOCTSIMU CUMMETpPUH, ypaBHenus (11) npuoOpeTaror 6oiee mpocToi BUAL:

N, =46, + 4 ney +B(l)1111K11 +B(1)1122K22 )
Ny = Ay i€+ Ay, + B(1)2211K11 + B(l)zzzszz >
M, = B(Z)llllell +B(2)1122622 +Dy,Ky + DKy,
M, = B(Z)zznen + B(Z)zzzzezz + Dy, Kyy + DKoy

_ 1 _ p
Ny, =Ape, + B0k, M, =B e, +Dp,nK,,

TO €CTh ypaBHEHMS JUIS PACTsDKEHHs—M3ruOa (TMepBble YEThIpe BBIPAXKEHHUS) MOXHO pellaTh
HE3aBUCUMO OT YPaBHEHUH CIBUTa—KPY4EHUSs (IIATOE U MIECTOE BHIPAKCHU).

Jns Bepudukanuu aBTOPCKOM MPOTrpaMMbl HCIOIb30BAaCh KOMMEpUYECKash KOHEYHO-
anementHas mnporpamma (KKOII). Jlns cpaBHenuss B Tabnuiie 2 mpuBENEHBI HEKOTOPHIS
pe3yIbTaThl BHIYMCICHUHN )KECTKOCTEH Ha OJMHAKOBBIX, COCTOSIIIIUX U3 OJHOTHUITHBIX 3JIEMEHTOB
tuna Brick ceTkax ¢ xonmuectBoM y31m0B 60x40x5. OTHOLIECHHE TOJIIIMHBI JIUCTA /I K CTOPOHE

syeiiku nepuoguyHocTd [,  npuHATo paBHeiM  0,0236. M3 Tabmuusr 2 cuenyer,

Tabnmua 2. Pe3ynpTaTs! BEIYHCICHUN aBTOPOB U ¢ iomonrsio KKOIT
(UTs HATJISTHOCTH KOMIIOHEHTBI J)KECTKOCTEH 3alMCaHbl B (popMaTe MaTpHUIbl)

Allll A1122 Blllll Blll22
ABTOpCKas nmporpamma 1,44-102 1,03-10°° 5,58:10° 6,51-107
KKDII 1,44:10 2 1,02:10° 5,50-10° 6,50-10°7

Ann Ann By By
ABTOpCKas porpamMma 1,05-10° 5,52:10°° -1,80-10°° 2,79-10°
KKDIT 1,02:10°° 5,60-107° -1,00-10°¢ 2,60-107°
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YTO 3HAYEHHUS JKECTKOCTEH OTIMYAIOTCS APYT OT Jpyra MOuYTH Ha Tpu nopsanka. [loatomy ux
BBIUMCIICHUE C MPUHATON B MH)KEHEPHBIX pacyeTax TOYHOCTHIO 5% MpPENCTaBISET CIOKHYIO
3amaqy W TpeOyeT HCIOIb30BaHUS MEJIKOM CeTKU. XOpOIlIee COBMAJIEHUE IKECTKOCTEH,
HalJEHHBIX C TOMOUIBIO Pa3HBIX IPOTPAMM, TOBOPUT O JOCTOBEPHOCTH PE3YJIbTATOB.

C ucnonp3oBaHueM pa3pabOTaHHON MPOrpaMMbl HCCIEA0BaHA 3aBUCUMOCTh JKECTKOCTEH
OT MMapaMeTPOB IUTACTHHBI: TOJIIHUHBI JIUCTA /A, BBICOTHI TuiacTuHbl f (cM. Puc. 1) u BbIOOpa
KOOPJIMHATHI OTCUETHOI INIOCKOCTH Zz,. Ha mpeacTaBieHHBIX rpadukax 3HAUCHUS KECTKOCTEH
leiw, Eﬁjj, l~)iw OTHECEHBI K COOTBETCTBYIOLIEH MAKCUMAIIbHOM KECTKOCTH. BenuduHel /1, f U z,r
TaKXKe SBISAIOTCS  Oe3pa3MepHbIMHM  (KaKABIH mapaMeTp HOPMHUPOBAaH IO  CBOEMY
MakCUMaJbHOMY 3HAQU€HHIO). 3HAK TWIBAbl B JaJbHEWIIEM OMNyLIEH. 3aBHUCHUMOCTH

A1 Ay A5, TIOKA3aHBI HA PUCYHKAX 4, 5.

Habmrogaercss MOHOTOHHAS 3aBUCUMOCTD KECTKOCTEH OT TOJIIMHBI INIACTHHBL. [Ipu 3TOM
rpaduky Ha pUCYHKE 4 TOKa3bIBAIOT, YTO HHKaKas IUIACTUHA HE HMMEET IO >KECTKOCTH
OJHO3HAYHOTO NpeumyniecTBa. JleWCTBUTENBHO, €CliM HauOoJbIIee 3HAYCHHE KOMIIOHEHTHI

A1111 XapaKTepHO /I COTOBOM IUIACTHHBI, TO HAWOOJIbIIIEEe 3HAYEHHWE KOMITOHEHTHI A2727
JOCTUIaeTCs y 4EeThIPEXYrOJIbHOM CHUMMETPUYHOM IUIacTHHBI. Ha pucyHKe 5 XOpoumo BHUIHO,
YTO TPOJOJbHBIE KECTKOCTU Aj111 U Ay Yy COTOBOM IIJIACTUHBI HE pPaBHBI BCIEACTBUE

UMEIOIIEeil MECTO HECUMMETPUU €€ (hOPMBI.

A a
1,2
1,0 J
0.8 4 3
0,6 2
0.4
0.2
0 : . ;
0,15 035 0.55 0.75 0.95 h
Az o
1,2 4
1,0 - 3
0.8 - ' !
0.6 -
0.4 ?
0,2 ,
0 ' T T T T
0,15 0,35 0,55 0,75 0,95 h
Puc. 4. KoMIOHEHTBI )KeCTKOCTH A, (@) U A,y,, (6) O NMNAaCTHH Pa3INYHOTO THTIA!
COTOBas IJIacTHHA (KpUBas /), INIACTUHA CO CMEIIEHHOW YeThIPEXyTroNbHOM siueiKoii (2),
IUIACTUHA C YETBIPEXYTOJIBHOM stueiikoi (3)
A
1.0 +
0.8 4
0,6 -
0.4 -
0.2 -
0
.15 0,35 0,55 0,75 0,95 h

Puc. 5. 3aBUCHUMOCTB KECTKOCTEH COTOBOM IIACTUHBI OT TOMIIUHEI nucTa: A, (kpuBas 1), A4, (2), 45, (3)
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Bus 6]

1,2
1.0 - 2
0,8 -

0.6 -

0.4 e
3 — _ =
0 T T
[},|5 .35 [}‘55 0.75 [].“JS f

Puc. 6. BiusHre TONIMHBI IITACTHHBI HA TIPOJIONIBHYIO A, (@) 1 u3rubHyI0 D, (6) KecTKOCTH

y IJIACTUH Pa3IMYHOIO THUIIA: COTOBAs IIacTHHA (KpHBas /), IIIACTHHA CO CMEIEHHOH YeThIpeXyTrolbHON
sueikoi (2), IIacTHHA C YeThIPEXyroJbHOH sueiikoi (3)

Puc. 7. 3aBUCUMOCTP 3HAYCHHS KOMIIOHEHT B, MaTpHulbl )KECTKOCTU COTOBOM ITACTUHEI

itjj

OT IIOJIOXKEHUsI OTCUETHOM IIockocTu: B, (kpuBasd 1), By, (2), B,y (3), B,y (4)

PucyHok 6 comepXuT 3aBUCHMOCTH XECTKOCTEH IUIacCTUH OT BBICOTHI f. Ha rpadukax
BUJIHO, YTO IPU MAaNbIX f 3HAYEHUE KECTKOCTH A,,,, OBICTPO yOBIBaE€T C POCTOM BBICOTHI, a

npH f, 60npmmx 0,45+0,5, mageHne KECTKOCTH 3aMEIIeTCS] M M3MEHEHHSI MOTYT OKa3aThCs
HECyIleCTBEHHbIMU. [Ipu Tex ke 3HaueHWsIX f M3ruOHas >KeCTKOCTb D,,,, Pe3KO pacTeT mis

IJIACTUHBI TUNA 2, TO3TOMY 32 CUET MPOJO0IBHON HKECTKOCTH MOXKHO MOJYYUTh CYLIECTBEHHBIN
BBIUTPBII B M3TUOHOW JKECTKOCTH. OTO TMOATBEPXKAAET HEOOXOAUMOCTh MPOBEICHUS
JIETAJIBHOTO aHaJIM3a )KECTKOCTEN KaKI0W IJIACTHHBI.

ABTOpamMu Takke M3ydeHa 3aBHCUMOCTBH KECTKOCTEH OT KOOPAMHATHI Z, yKa3bIBAIOLIEH
MECTOIOJI0KEHUE IUIOCKOCTH OTCYETa Z,,; OTHOCHUTENIBHO ILIaHa IactuHsl. Ilpu z,. =0 B
OTCUETHOM IUTIOCKOCTH HaxomsTcs y3isl 40, 44, 48, 52, 56, 60 (cm. Tabmumy 1). TTomoxenue
3TOM INIOCKOCTHU OOJIbILIE BCErO CKA3bIBAETCS HA )KECTKOCTAX B3aUMHOI'O BIMSIHUS. 3HAYCHUE Zof
BapbUpPOBAJIOCh B 3KcmepumeHTax oT - 0,25 mo 1 mm. M3 rpadukoB, mpencTraBieHHBIX Ha
pUCYHKE 7, BHJHO, YTO CYILIECTBYET TAaKO€ IOJO0KEHHE OTCUETHOM IUIOCKOCTH, KOTJa BCe
’KECTKOCTH B3aMMHOTO BIMAHUSA Bjj; OMU3KH K HyJI0. B 3TOM ciydae mpu pacdere napameTpoB
nehopMUPOBAHUS YPABHEHUS PACTSHKEHUS M M3TH0a MOYKHO PEllaTh HE3aBUCUMO.

[TogBoast WTOr TNPOBENEHHBIM HCCIEIOBAHUSAM, CJEAyeT OTMETHTh, YTO B CHIY
CYIIECTBEHHOW aHU3OTPONHM Kakaas M3 TIUIACTUH PACCMOTPEHHBIX THUIIOB OO0JagaeT
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MPEUMYIIECTBOM MO OTIEIbHBIM >KECTKOCTSIM, HO HE B LeiOM. Takum obOpaszoMm, y 000
KOHKPETHOW IUIACTHHBI HEOOXOIMMO TPOU3BOAMTH pAacCUYeT BCEX JKECTKOCTEH, Tak Kak
JIOCTaTOYHO CJIO)KHO OOHApY’KUTh KaKyHO-THOO MPOCTYI0 3aKOHOMEPHOCTh B UX 3aBHCHUMOCTH
OT [IapaMETPOB IJIACTHHBI.

ABropel  Onaromapuel mpodeccopam  D. Mupuy u  A. lyne wu3 TexHUUeckoro
yHuBepcuteTa bepnyna 3a ”HUIMUPOBAaHUE JaHHOW pabOTHI U MPEIOCTABICHNE TAaHHBIX.
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	Вычисление жесткостей важно для анализа деформируемости гофрированной пластины и, следовательно, эффективности ее применения в различных технических изделиях, например, в барабанах стиральных машин или в качестве элементов кузовов автомобилей. 
	Далее приводится сравнение жесткостей трех пластин: пластины со смещенными четырехугольными ячейками (Рис. 1, а); пластины с шестиугольными ячейками (сотовой) (Рис. 1, б); пластины, составленной из четырехугольных ячеек (Рис. 1, в). Используемая в работе сотовая пластина (Рис. 1, б) является реальной, изготовленной по специальной технологии, при которой два из шести ребер соты оказываются выпуклыми верх, в то время как оставшиеся четыре ребра выпуклы вниз (они выделены на рисунке 3 жирным линиями). Пластина утрачивает симметрию при любом повороте осей X и Y на 60º. Поэтому эффективные жесткости не изотропны, хотя отклонения ячеек от правильной шестиугольной формы невелики. Для гофрированных пластин небольшое изменение формы приводит к существенным изменениям жесткостей. Две другие пластины (Рис. 1, а, в) являются модельными.
	Численное решение задач (6), (7) осуществлено методом конечных элементов (МКЭ), реализованным в виде программы на языке Фортран. Использованы трехмерные изопараметрические элементы с трилинейными функциями формы, называемые элементами Brick [12]. В цель данной статьи не входит детальное описание всех аспектов численной реализации решения, но на тех, которые представляют интерес, следует остановиться. 
	Решение линейных краевых задач с помощью МКЭ в настоящее время является рутинной процедурой, однако ряд причин, присущих конкретной задаче, может изменить это положение. Так в задачах (6), (7) усложняющими факторами служат малая толщина пластины и наличие периодических условий. Для того чтобы малое значение толщины не приводило к неверным с точки зрения механики результатам — локингу (locking) [13], элементы выбираются с соотношением сторон порядка единицы. Учитывая сложную форму гофрированной пластины, это требование не кажется чрезмерным, а соответствует стремлению обеспечить необходимую точность вычисления всех жесткостей. Число узлов сетки в поперечном направлении колеблется от 2 до 5, вдоль сторон ячейки периодичности — от 30 до 100, что приводит к линейным системам от 14 до 90 тысяч уравнений. Решение системы осуществляется прямым решателем и вполне доступно для компьютера средней мощности. Например, решение всех шести задач (6), (7) занимает 12 минут в случае самой большой сетки на ноутбуке с частотой процессора 1,8 ГГц. Можно отметить, что решение линейных систем прямым методом весьма эффективно в данном случае вследствие малости числа узлов в поперечном направлении, что приводит к матрице системы с не слишком широкой лентой.
	Задачам (6), (7) соответствуют вариационные уравнения:
	Здесь ,  представляют собой решения, а  пробные функции. И те, и другие принадлежат пространству функций , являющемуся подпространством , в котором функции удовлетворяют условиям периодичности:  (). При выводе (14) учтены граничные условия (6) и условия периодичности (7). Далее уравнения (14) употребляются стандартным образом [12] в сочетании с методом Галеркина, в котором пространство  аппроксимируется конечномерным подпространством  кусочно-полиномиальных функций, обладающих периодичностью. Глобальные базисные функции , использованные в данной работе, строятся с помощью изопараметрического отображения из трилинейных локальных функций формы стандартного кубического элемента и обладают свойством периодичности. Последнее означает, что если узел  находится на боковой границе , то ().
	В случае двоякосимметричной ячейки периодичности вместо (17) имеют место условия, аналогичные (15). При  они выглядят так: 
	Задача (17), (18) представляет собой обычную смешанную краевую задачу, стандартно решаемую МКЭ. Случай  похож на рассмотренный.
	Функции  имеют ясный механический смысл: это есть флуктуации поля перемещений, возникающие в случае макрооднородной деформации растяжения–сдвига: . Тогда перемещения в пределах ячейки периодичности имеют вид: . Аналогично,  есть флуктуации поля перемещений, возникающие в случае макрооднородного состояния изгиба и кручения, когда снова в пределах одной ячейки периодичности прогиб составляет , а перемещения равны .
	В разработанной программе вычисления жесткостей возможны два способа задания формы пластины. В первом способе значения координаты z узлов грубой сетки (Рис. 1, Рис. 3) вводятся в программу вместе с прочими данными, во втором — берутся из файла координат z узлов мелкой сетки. При втором способе форма пластины моделируется более точно. В качестве примера в Таблице 1 приводятся координаты z узлов элементов грубой сетки для сотовой пластины, показанной на рисунке 3.

