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В работе предлагается метод построения определяющих соотношений линейной теории оболочек 
вращения в комплексной гамильтоновой форме. На основе вариационного принципа Лагранжа построена 
модель упругой многослойной ортотропной оболочки вращения, в которой кинематические гипотезы 
принимаются отдельно для каждой из амплитуд гармоник в разложении в комплексный ряд Фурье полевых 
функций механической задачи. Получены явные выражения коэффициентов и правых частей комплексной 
гамильтоновой системы уравнений статики оболочки вращения через её жесткостные характеристики и 
действующие нагрузки. 
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We propose a method to construct constitutive relations of the linear theory of shells of revolution  

in the complex Hamiltonian form. Based on Lagrange’s variational principle, a model of an elastic multilayer 
orthotropic shell of revolution has been constructed. In this model, kinematic assumptions are made separately  
for each of the amplitudes of the harmonics in expansion of the field functions of the mechanical problem  
in a complex Fourier series. Explicit expressions have been obtained for the coefficients and right-hand sides  
of the complex Hamiltonian system of equations of the statics of the shell of revolution using its rigidity 
characteristics and acting forces. 
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1. Введение 
 

Широкое применение в технике тонкостенных оболочечных конструкций  
из композиционных материалов и необходимость прогнозирования их поведения при 
сложном нагружении еще долго будет определять актуальность исследований в этой 
области вычислительной механики. Задачи, возникающие при расчете оболочек, можно 
рассматривать на основе различных подходов. Во многих случаях применение 
классической теории недеформируемых нормалей приводит к удовлетворительным 
результатам. Однако для оболочек, обладающих значительной анизотропией 
механических и теплофизических свойств, для нетонких оболочек и тому подобное, 
предположения классической теории требуют уточнения, так как факторы, которыми она 
пренебрегает, могут существенно влиять на напряженно-деформированное состояние  
 

© И.В. Киреев, Ю.В. Немировский, 2010 



30 Вычислительная механика сплошных сред. – 2010. – Т. 3, № 4. – С. 29-52 

(НДС) оболочек. Так, например, особенности работы оболочек, состоящих из слоев  
с сильно различающимися упругими свойствами, характеризуются значительными 
возникающими в маложестких слоях поперечными деформациями, которые могут 
существенно повлиять на распределение напряжений и перемещений в оболочке в целом. 
Получить решение в трехмерной постановке даже упругих задач для подобных оболочек 
чрезвычайно сложно, и это вынуждает обращаться к различным теориям оболочек, 
преобразующим исходные трехмерные задачи к двумерным.  

На сегодняшний день существует столь большое количество работ по 
моделированию упругого поведения оболочек, что при известном желании можно найти 
работу, в которой моделируется (более или менее точно по сравнению с теорией 
упругости) НДС оболочки вращения для заданного класса нагружений. Поэтому 
основной проблемой вычислительной механики применительно к теории оболочек 
становится не моделирование, а расчёт по оболочечным моделям, что представляет 
собой очень сложную вычислительную задачу. 

Одним из факторов, оказывающих решающее влияние на сложность и надёжность 
численных алгоритмов решения оболочечных задач, является выбор искомых полевых 
функций. Так в случае тонкой классической оболочки вращения выбором 
неизвестных [1] можно не только значительно ослабить требования к гладкости 
исходных данных, но и сформировать разрешающую систему линейных 
дифференциальных уравнений в гамильтоновом виде, который обладает целым рядом 
специфических свойств [2], существенно облегчающих как аналитическое [3], так и 
численное исследование [4], [5] системы.  

В данной работе предлагается метод построения определяющих соотношений 
линейной теории оболочек вращения в комплексной гамильтоновой форме. На основе 
вариационного принципа Лагранжа проводится уточнение сдвиговой модели из работы 
[6] для случая упругой многослойной ортотропной оболочки вращения. Под уточнением 
понимается то, что кинематические гипотезы принимаются отдельно для каждой из 
амплитуд гармоник в разложении полевых функций исходной упругой задачи в 
комплексный ряд Фурье. В результате возникает краевая задача для линейной системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений 12-го порядка относительно 
комплекснозначного вектора амплитуд перемещений. Получены явные выражения 
коэффициентов и правых частей комплексной гамильтоновой системы уравнений 
статики оболочки вращения через её жесткостные характеристики и действующие 
нагрузки. 
 
2. Геометрия поверхностей вращения 
 

Положение точки M  на отсчётной поверхности вращения Ω  задается [7] как её 
декартовыми ( )X Y Z, , , так и цилиндрическими ( , )X Rϕ,  координатами (см. рисунок). 
Здесь ( )X Y Z= , ,R OM  — радиус-вектор рассматриваемой точки M  поверхности 

вращения ; Ω ( )R s  — расстояние от точки M  до оси вращения, 2 2R X Y= + ;  
 — угол, образуемый  проекцией вектора  и осью ;  — длина дуги 

меридиана, отсчитываемая от плоскости  до точки 
ϕ YZ R OZ s

YOZ M . Пара чисел  образует 
криволинейные координаты точки 

(s, ϕ)
M  на рассматриваемой поверхности вращения.  

Координатные векторы введенной криволинейной системы координат  
 

s s R
s ϕϕ

∂ ∂
= = , = = ⋅
∂ ∂ϕ
R Re eRR ,  
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Геометрия оболочки вращения 

 
ортогональны между собой ( ),s ϕ = ,R R  а единичные векторы se  и  (ϕe 1 1s ϕ= , =e e ) 

имеют следующие декартовы координаты: ( )( ) ( ) sin ( ) coss X s R s R s′ ′ ′, ϕ, ϕe , 
. Здесь и далее через (0 cos sin )ϕ , ϕ, − ϕe ( )F s′  обозначается производная от функции 

 по . ( )F s s
Координаты внешней нормали s ϕ= ×n e e  к поверхности вращения  равны 

. Координатные направления  и  являются главными 
для поверхности вращения , а потому её геометрия полностью определяется 
параметрами Ламе [8] 

Ω

( ( ) ( )sin ( )cosR s X s X s′ ′ ′− , ϕ, ϕn ) s ϕ
Ω
1,s Rϕ= =R R  и главными кривизнами sB R X X R′′ ′ ′′ ′= − ,  

B X Rϕ ′= − ,  которые связаны между собой соотношениями Кодацци–Гаусса [7]: 
( ) s sRB R B R RB Bϕ ′ ′ ′′= , = − ϕ . С поверхностью Ω  и введёнными криволинейными 
координатами  ассоциируется координатная трёхмерная система  некоторой 
пространственной окрестности 

(s,ϕ) )(s z,ϕ,
Ω , в которой радиус-вектор близкой к  точки Ω M  

задается соотношением . Предполагая, что ( ) ( ) (s z s z s,ϕ, = ,ϕ + ⋅ ,ϕR R n ) 1| |szB <  и 
 для всех рассматриваемых значений координаты , имеем следующие 

выражения для параметров Ламе трёхмерной ортогональной системы координат 
| |zBϕ <1 z

( )s z,ϕ, : 
1s sA zB= − ,  (1 )A R zBϕ ϕ ,= − 1zA = .  
В заключение приведём прямую и обратную зависимости единичного вектора  

 — направляющего вектора оси , и единичного вектора , задающего радиальное 
направление, от векторов 

Xe OX Re

se  и n :  
 

, , ,X s s X R R s XRB R RB R R RB R RBϕ ϕ ϕ′ ′ ′ ′= − − = − + = − = − +e e n e e e e e n n e .Rϕe

)

 
 

3. Комплексная форма соотношений линейной теории упругости  
для замкнутых оболочек вращения 

 
Под оболочкой вращения будем понимать трёхмерное упругое тело вращения, 

криволинейные координаты (s z,ϕ,  которого принадлежат параллелепипеду 
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[ ] [0 2 ] [l r l rs s z z, × , π × , ] . Поверхность вращения Ω  ( 0z = ) принято называть отсчётной 
поверхностью оболочки вращения.  

Точка M , имеющая радиус-вектор , при деформировании перемещается  
в положение 

R
M ∗  с радиус-вектором : *R * = + .R R U  Вектор  называется вектором 

перемещений. В базисе 
U

s ϕ, ,e e n  его координаты обозначим как  

s zU U Uϕ, ,  — меридиональное, окружное и нормальное перемещения соответственно:  
 

s s zU U Uϕ ϕ= + +U e e n

e

. 
 
С целью явного выделения перемещений оболочки как твёрдого тела вектор смещений 
иногда задается в виде:  
 

X X R RU U Aϕ ϕ= + + ΨU e e   
 
Здесь  и  — осевая и радиальная составляющие вектора перемещений,  

 — изменение угловой координаты 
XU RU

Ψ ϕ  при деформировании. При этом перемещению 
оболочки вращения как твёрдого тела отвечают следующие значения компонент:  
 

( ) const ( ) 0 ( ) const.X RU s z U s z s z,ϕ, ≡ , ,ϕ, ≡ , Ψ ,ϕ, ≡  
 
Связь между координатами s zU U Uϕ, ,  и XU UR,Ψ,  вектора перемещений  определяется 
формулами [7]:  

U

 
X s z s XU RB U R U U RB U R Uϕ ϕ′ ′= − − ; = − + ;R  

U A U Aϕ ϕ ϕ ϕΨ = ; = Ψ;  (1) 
.R s z z XU R U RB U U R U RB Uϕ ϕ′ ′= − ; = − − R  

 
Физические компоненты тензора линейных деформаций [8] определяют как  
 

( )12 s z
A Aαβ
α β

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
ε = , + , α,β = ,ϕ, .⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂α ∂β ∂β ∂α⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

R U R U  

 
Вводя обозначения 2α αα αβ αβε = ε , γ = ε , связь между физическими компонентами 
тензоров напряжений и деформаций (закон Дюгамеля–Неймана) запишем в виде:  
 

( )σ θ τ= − , =σ D ε ε τ D .γ   (2) 
 
Здесь  — вектор нормальных, а ( zα ϕε , ε , εε ) )( s sz zϕ ϕγ , γ , γγ  — вектор касательных 
деформаций; ( ) ( )s z s szϕ ϕσ ,σ ,σ , τ , τ , τσ τ zϕ  — векторы нормальных и скалывающих 
напряжений соответственно;  — температурные деформации. Применяя соотношения 
Кодацци–Гаусса, легко получить выражения векторов деформаций  и 

θε

θε γ   
через функции s zU U,  и Ψ :  
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1 s
s s z

s

U B U
A s

∂⎛ ⎞ε = − ,⎜ ⎟∂⎝ ⎠
  ( )1

s zRU RB U
A

′
ϕ

ϕ
ϕ

∂Ψ
ε = + − ,

∂ϕ
  z

z
U
z

∂
ε = ;  (3) 

∂

1 s
s

s

AU
A A s

ϕ
ϕ

ϕ

∂ ∂Ψ
γ = + ,

∂ϕ ∂
 

1s z
sz s s

s

U U B U
z A s

∂ ∂⎛ ⎞γ = + + ,⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
 

1 z
z

UA
z Aϕ ϕ

ϕ

∂∂Ψ
γ = +

∂ ∂ϕ
. (4) 

 
Уравнения равновесия следуют из вариационного принципа Лагранжа; функционал 

Лагранжа упругой ортотропной оболочки вращения примем в виде:  
 

( ) ( ) ( ){ }
2

0

1 2
2

r r

l l

s z

s
s z

A A dsdzd
π

θ ϕΦ = , − + τ, − , ϕ−∫ ∫ ∫ σ ε ε γ F U  

( ) ( )
2 2

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
r r

l l

s zk r
sz

k k sk s k k k k s k k
k l s z

z A A z A z dsd s A s A s dzd
π π=

ϕ ϕ
=

⎧ ⎫⎪ ⎪− , ϕ+ ,⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∫ ∫ ∫ ∫U F UF ϕ .  (5) 

 

Здесь 
2

1 ( )
k

sk k
s k

z kzA dzA z s
′⎛ ⎞ ′= + , =⎜ ⎟

⎝ ⎠
Fd ;  — вектор массовых сил;  — вектор внешних 

сил, действующий на поверхности 

z
kF

kz z k l r= , = , ;  s
kF  — вектор внешних сил, 

действующий на поверхности   ks s k l r= , = , .
Поверхностные нагрузки можно выразить через значения напряжений  

на соответствующей поверхности. Так для векторов поверхностных сил  
 имеем:  ( )z z z z

k ks k kzF F Fϕ, ,F
 

( ) ( ) sgn( )
( )

zk
s k sz k sk k

s k

z z z k A
A z

′
σ + τ = sF ;  

( ) ( ) sgn( )
( )

zk
s k z k sk k

s k

z z z k A
A z ϕ ϕ

′
τ + τ = F ϕ;  (6) 

( ) ( ) sgn( )
( )

zk
sz k z k sk kz

s k

z z z k A
A z

′
τ + σ = F ;

r

)

 

 
здесь  и  k l r= ,
 

sgn( ) 1 sgn( ) 1l = − , = .   (7) 
 
Торцевые же усилия (s s s s

k ks k kzF F Fϕ, ,F  связаны со значениями напряжений на торце ks s=  

выражениями: ( ) sgn( ) ( ) sgn( ) ( ) sgn( ) .s s s
s k ks s k k sz ks k F s k F z kϕ ϕσ = ; τ = ; τ = kzF

 

В случае, когда 
на части торцевой поверхности оболочки краевые условия заданы в смещениях, 
последнее слагаемое в (5) модифицируется естественным образом.  

Уравнения равновесия для оболочки вращения являются условиями 
стационарности [9] функционала Лагранжа Φ,  рассматриваемого как функционал  
от поля смещений . В проекциях на координатные направления U s z, ,ϕ  уравнения 
равновесия имеют вид:  

 

( ) ( ) ( ) 0s s s s sz s s sz s sA A A A R A B A A A F
s zϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
∂ ∂ ∂ ′− σ − τ − τ + σ + τ − =
∂ ∂ϕ ∂

,  
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( ) ( ) ( )sz s z s z s s s s zA A A A B A RB A A A F
s zϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
∂ ∂ ∂

− τ − τ − σ − σ − σ − =
∂ ∂ϕ ∂

0,  (8) 

2 2( ) ( ) ( )s s s z sA A A A A A A F
s zϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
∂ ∂ ∂

− τ − ϕσ − τ − =
∂ ∂ϕ ∂

2 0.
 

 
В случае независимости от координаты ϕ  матриц жесткости  и σD τD   

(см. соотношения (2)) решение  трёхмерной упругой задачи для оболочки вращения 
может быть представлено в виде ряда Фурье  

U

 

( ) ( ) exp( )s z s z i
ω=∞

ω

ω=−∞

,ϕ, = , ωϕ ,∑U U   

 
причём ( )−ω ω=U U , ) поскольку решение (s z,ϕ,U  исходной задачи вещественно.  

Предполагая, что действующие нагрузки и начальные деформации разлагаются  
в ряды Фурье, введём в рассмотрение вектор-функции ( )s zω , ,ε  ( )s zω , ,γ  ( )s zω , ,σ ( )s zω , ,τ  

  , являющиеся коэффициентами Фурье соответствующих 
функций ( ). Связи между введёнными вектор-функциями аналогичны 
соотношениям (2)–(4), (8) и получаются из них заменой оператора дифференцирования 

( )s zω
ϑ , ,ε ( , ),s zωF (k s zαω ,F )

0 1 2 …ω = ,± ,± ,

∂ ∂ϕ  умножением на мнимое число iω . 
Модифицированные уравнения равновесия можно получить и из вариационного 

принципа Лагранжа с функционалом вида [10]:  
 

( ) ( ) ( ) ( ){1 2Re ,
2

r r

l l

s z

s
s z

A A dsdzω ω ω ω ω ω ωω
ω θΦ = , − + , −∫ ∫ σ ε ε τ γ F UU } ϕ −

)

  

( ) ( )Re , ( ) ( ) ( ) Re , ( ) ( ) ( )
r r

l l

s zk r
z s

k k sk s k k k k s k k
k l s z

z A A z A z ds s A s A s dz
=

ω ω ω ω
ϕ ϕ

=

⎧ ⎫⎪ ⎪− +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∫ ∫F U F U . (9) 

 
Здесь  — эрмитово скалярное произведение в , а  — действительная часть 
комплексного числа . Дальнейшее упрощение разрешающих соотношений связано  
с переходом к оболочечным теориям. Один из возможных вариантов рассматривается 
ниже.  

(∗,∗ 3C Re( )c
c

 
4. Основные соотношения линейной теории упругих ортотропных многослойных 

оболочек вращения для коэффициентов Фурье полевых функций 
 

Рассмотрим ортотропную многослойную оболочку вращения. Будем предполагать, 
что она замкнута в окружном направлении, а также: 

а) упругие свойства оболочки не зависят от окружной координаты ; материал 
оболочки ортотропен, и оси ортотропии совпадают с координатными направлениями 

ϕ

s z,ϕ, , то есть матрица  диагональна; элементы симметричных положительно 
определённых матриц 

τD

σD  и τD  обозначаются следующим образом:  
( ), , 

( ) Dσ αβ αβ=D
s zα,β = ,ϕ, 11( ) Dτ γ=D 22( ) sDτ =D , 33( ) Dτ ϕ=D ; 

б)  и  постоянны, то есть не зависят ни от , ни от lz rz s ϕ ; на основании этого и 
соотношений (6) получается, что задание поверхностных нагрузок  ( )z z z z

k ks k kzF F Fϕ, ,F
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эквивалентно заданию краевых значений для напряжений, поскольку 0kz′ = ; 
используются обозначения: , ( ) ( )ks s ks s zω ωσ = σ , ( ) ( )k z z ks s zω ω

α α= τ ,  ( );s k l rατ = ,ϕ = ,

.

. 
Тогда, согласно работе [6], примем следующий закон распределения поперечных 

компонент тензора деформаций по толщине:  
 

( ) 0z s zωε , ≡  (10) 

( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) 0l
z l z r z l z l r

r l

z zs z f z s f z f z
z z

ω ω ω ω ω ω ω ω
α α α α α α α α

−
τ , = τ + τ − τ + π = =

−
.  (11) 

 
Здесь sα = ,ϕ .  

В силу соотношений (3) гипотеза (10) даёт тождество ( ) 0zU s z
z

ω∂ ,
≡ ,

∂
 то есть 

, а из гипотезы (11) для меридионального смещения получаем: ( ) (zU s z w sω , ≡ )ω

( ) 1 ( ) ( )s
s s sz

s

U s z w B U s z s z
z A s

ω ω
ω ω⎛ ⎞∂ , ∂

+ + , = γ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
, .  Поделив это равенство на sA  и 

проинтегрировав по , придём к следующей аппроксимации по  для смещения 
:  

z z
( )sU s zω ,

 

0

( )( ) ( )
( )

z
sz

s s s
s

sdwU s z u z B u A s z d
ds A s

ωω
ω ω ω⎛ ⎞ γ ,ζ

, = − + + , ζ⎜ ⎟ ,ζ⎝ ⎠
∫ . 

 
Здесь ( )  — значение смещения u sω (sU s zω ),  на поверхности 0z = . 

Аналогично приходим к закону распределения окружного смещения по толщине 
оболочки:  

 

0

( )
( ) ( ) ( 0)

( )

z
z sis z z w d s s

RA A s

ω
φω ω ω ω ω

ϕ ϕ

γ ,ζω
Ψ , = ψ − + ζ; ψ = Ψ ,

,ζ∫ .   

 
Теперь, используя представление для поперечных деформаций (11), найдем 

распределение полей смещений и деформаций. Для этого введём обозначения 
 

( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
0

l
l z r z l z

r l

zs sz z zs z A s z d
D s A s

ω ω ω
α α α

ω
α α

α α

,
sζ −

τ + τ − τ
−

λ , = , ζ
,ζ ,ζ∫

( )( ) ( )
( ) ( )

0

z fs z A s z d
D s A s

ω
ω α
α α

α α

ζ
μ , = , ζ

,ζ ,ζ∫ .  

( )sα = ,ϕ  (12)

 
Тогда  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s s s sU s z u s z s s z s s zω ω ω ω ω ω, = + η + μ , π + λ , ,s

,

 

( ) ( )zU s z w sω ω, =  (13) 
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
z s s z s s z

s z s
A s z

ω ω ω ω
ϕ ϕ ϕ ϕω ω

ϕ

η +μ , π +λ ,
Ψ , = ψ +

,
.  

 
Здесь  

( )( ) ( ) ( ), ( ) ( )s s
dw s is B s u s s

ds R

ω
ω ω ω

ϕ

ω
η = − − η = − w sω  (14) 

 
есть углы поворота нормали к поверхности Ω  при деформировании.  

После подстановки (13) в выражения (3)–(4) получим:  
 

( )1 s
s s s s

s

ddu B w z
A ds ds s

ωω
ω ω ω ω⎡ ⎤η ∂
ε = − + + μ π +λ ;⎢ ⎥∂⎣ ⎦

s
ω  

1 ( ) ( ) ( )s s s sR u RB w i A z R i R i
A

ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ

′ ′ ′⎡ ⎤ε = − + ω ψ + η + ωη + μ π + λ + ω μ π +λ⎣ ⎦
ω
ϕ ;

 

0z
ωε = ;  

( ) ( )1
s s s s s

s

A d iz u z
A ds s A A

ω
ϕω ω ω ω ω ω ω ω ω ω

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ

⎧ ⎫⎡ ⎤ψ ∂ ω⎪ ⎪γ = + η +μ π + λ + + η +μ π + λ ;⎢ ⎥⎨ ⎬∂ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
 

(15)

( )1 l
sz lsz rsz lsz s s

s r l

z z f
D z z

ω ω ω ω ω⎡ ⎤−
γ = τ + τ − τ + π ;⎢ ⎥−⎣ ⎦

ω  

( )1 l
z l z r z l z

r l

z z f
D z z

ω ω ω ω ω
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ

⎡ ⎤−
γ = τ + τ − τ + π .⎢ ⎥−⎣ ⎦

ω
ϕ  

 

 
 Теперь, варьируя функционал ( )ω

ωΦ U  из (9) по функциям    

 и  придём к пяти уравнениям равновесия. Если точно провести все 
выкладки, то коэффициенты разрешающей системы линейных дифференциальных 
уравнений будут иметь очень сложную структуру [6]. Поэтому сделаем следующие 
упрощающие предположения, характерные для технической линейной теории тонких 
оболочек.  

( )w sω , ( )u sω , ( )s sωπ ,

( )sωψ ( )sω
ϕπ ,

Предположение 1. Толщина оболочки мала по сравнению с характерными 
линейными размерами оболочки вращения, то есть  
 

1, 1, [ , ];s l rzB zB z z zϕ ∈  (16) 

 
Предположение 2. Сдвиговые жесткости sD  и Dϕ  не зависят от координаты . s
Тогда в (9), (12) и (13) полагаем ( )sA s z 1, ≡  и ( ) ( )A s z R sϕ , ≡ , а для компонент  

тензора деформаций s s
ω ω ω

ϕε , ε , γ ϕ  примем следующие приближённые выражения:  
 

( )s
s s s s

ddu B w z
ds ds s

ωω
ω ω ω ωη ∂
ε = − + + μ π + λ ;

∂ s
ω  

2

2( ) (s s s s
R R iu B w z w R
R R R R

ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω
ϕ ϕ

′ ′⎛ ⎞ω ω
ε = +μ π + λ − + + η + ψ +μ π +λ ;⎜ ⎟

⎝ ⎠
)ω

ϕ ϕ ϕ  (17) 
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( ) ( )2

2
s s s s

i i zR u
s R R R

ω ω ω
ϕ ϕ ϕω ω ω ω ω ω ω

ϕ

⎡ ⎤μ π + λ∂ ω ω ′γ = ψ + + +μ π + λ + + η .⎢ ⎥
∂ ⎢ ⎥⎣ ⎦

sR w R  

 
После варьирования упрощенного функционала Лагранжа получим уравнения 

равновесия тонкой оболочки вращения  
 

2 2( ) ( )s s s z
d i RB RT RQ RB T M M R
ds R R

ω ω ω ω ω ω
ϕ ϕ ϕ

′ω ω
− − − + − − ϒ 0= , 

( ) ( )s s s s
d RT B RQ R T i T R
ds

ω ω ω ω ω
ϕ′− + + − ω − ϒ 0= , 

( ) 2s s
d RM R M i M RQ R
ds

ω ω ω ω ω
ϕ′− + − ω + − ϒ 0q = , (18) 

( )ss s s s s
d R R i R R
ds

ω ω ω ω ω
ϕ π′− + − ω + Γ −Π Π Π ϒ 0= , 

2 2( )d R T i RT R
ds

ω ω ω
ϕ ϕ− − ω − ϒ 0= , 

2( )d R i R R 0
Rds

ω ω ω ω
ϕ ϕϕ ϕ πϕ− − ω + Γ −Π Π ϒ =

k
ω

 

 
и систему естественных краевых условий  
 

( )kw s wω =     или    ( )s k sQ s Qω ω
k= ;  ( )ku s uk

ω ω=     или    ( ) ;s k skT s Tω ω=  

( )s ksωη = ηsk
ω     или    ( )s k skM s Mω ω= ;  ( )s ks sk

ω ωπ = π     или    ( )ss k ssksω ω=Π Π ;

k
ω

 (19) 

( )ksωψ = ψ     или    ( )k kT s Tω ω= ;  ( )ks k
ω ω
ϕ ϕπ = π     или    ( )k ksω ω

ϕ ϕ= ,Π Π  
 
задаваемых на торце   ( )ks s k l r= = , .

Первое из уравнений равновесия (18) соответствует варьированию упрощенного 
лагранжиана для оболочки вращения по функции wω,  второе — по функции uω,   

третье — по функции s
ωη ,  четвёртое — по функции s

ωπ ,  пятое — по функции ωψ  и 

шестое — результат варьирования по функции ω
ϕπ .   

В соотношениях (18), (19) введены обобщённые усилия и моменты согласно 
формулам: 

 
r r

l l

z z

s s s
z z

T dz T dz T dzω ω ω ω ω ω
ϕ ϕ ϕ= σ ; = σ ; = τ ;∫ ∫

r

l

z

z
∫

;
r

l

z

z

 

ω ω ω ω ω ω
ϕ ϕ ϕ= σ ; = σ ; = τ∫ ∫ ∫

r r

l l

z z

s s s
z z

M z dz M z dz M z dz  

( ) ( )
r r

l l

z z

s s sz z
z z

f z dz f z dzω ω ω ω ω ω
ϕ ϕ ϕΓ = γ ; Γ = γ ;∫ ∫  (20) 

r r r

l l

z z z

ss s s s s s s s
z z z

dz dz dzω ω ω ω ω ω ω ω ω
ϕ ϕ ϕ= μ σ ; = μ σ ; = μ τ∫ ∫ ∫Π Π Π

l

;  



38 Вычислительная механика сплошных сред. – 2010. – Т. 3, № 4. – С. 29-52 

r r r

l l l

z z z

s s s
z z z

dz dz dzω ω ω ω ω ω ω ω ω
ϕ ϕ ϕϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= μ σ ; = μ σ ; = μ τ .∫ ∫ ∫Π Π Π  

 
Компоненты же s z q s

ω ω ω ω ω ω
π ϕ, , , , ,ϒ ϒ ϒ ϒ ϒ ϒπϕ  обобщённого вектора усилий ϒ  

следующим образом выражаются через нагрузки, действующие на оболочку:  
 

( )( ) ( )
r

l

z

z z rsz lsz r r z l l
z

i iF z F z dz z z
R R

ω ω ω ω ω ω ω
ϕ ϕ

ω ω⎡ ⎤= − + σ −σ − τ − τ⎢ ⎥⎣ ⎦∫ϒ zϕ ;  

( ) ( )
r

l

z

s s rsz lsz
z

s F z dzω ω ω= + τ −∫ϒ ωτ ;               ( ) ( )
r

l

z

q s r rsz l lsz
z

s zF z dz z zω ω ω ω= + τ − τ ;∫ϒ   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
r

l

z

s s s s r rsz s l lsz
z

s z F z dz z zω ω ω ω ω ω
π = μ +μ τ −μ τ ;∫ϒ ω ω            ( ) ( )

r

l

z

r z l z
z

s F z dzω ω ω
ϕ ϕ ϕ ϕ= + τ − τ ;∫ϒ   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
r

l

z

r r z l l z
z

s z F z dz z zω ω ω ω ω ω
πϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= μ +μ τ −μ τ .∫ϒ ω  

 
Входящие в краевые условия величины ks ks ks kss k kQ T M Tω ω ω ω ω ω

ϕ, , , , ,Π Π   
находятся по заданным торцевым и поверхностным нагрузкам. Например, если на торец 

 действует усилие (ks s k l r= = , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s s s s
k ks s k k k kz kz F z s F z s F z sω ω ω ω

ϕ ϕ= ⋅ + ⋅ + ⋅F e e ,n  то  
 

sgn( ) ( ) , sgn( ) ( ) ,
r r

l l

z z
s s

ks kz ks ks
z z

Q k F z dz T k F z dzω ω ω ω= =∫ ∫  

sgn( ) ( ) , sgn( ) ( ) ( ) ,
r r

l l

z z
s s

ks ks ks s ks
z z

M k zF z dz k z F z dzω ω ω ω ω= = μ∫ ∫Π  

sgn( ) ( ) , sgn( ) ( ) ( ) .
r r

l l

z z
s s

k k k k
z z

T k F z dz k z F z dzω ω ω ω ω
φ ϕ ϕ= = μ∫ ∫Π ϕ

s .

 

 
Величина  определена в (7).  sgn( )k

Соотношения (14)–(20) образуют линейную систему обыкновенных 
дифференциальных уравнений 12-го порядка относительно шести искомых 
комплекснозначных функций  Если же перейти  
к вещественным искомым функциям, то порядок разрешающей системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений будет равен 24, и в некоторых случаях он может быть 
понижен. Рассмотрим эти случаи. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s sw s u s s s sω ω ω ω ω ω
ϕ, , η , π , ψ , π

Случай  соответствует задаче определения осесимметричного напряжённо-
деформированном состоянии замкнутой в окружном направлении оболочки вращения. 
При этом разрешающая система обыкновенных дифференциальных уравнений 
распадается на две подсистемы [10], одна из которых имеет 8-й (вещественный) порядок 
и описывает изгиб оболочки, а другая — 4-й порядок и отвечает задаче кручения. Каждая 
из подсистем имеет по два первых интеграла, механический смысл которых 
разъясняется, например, в [1].  

0ω =

Случай  в отечественной научной литературе называется обратно 
симметричным [7] и связывается с поведением оболочки вращения под действием 
ветровой нагрузки [1]. Разрешающая система обыкновенных дифференциальных 

1ω=
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уравнений имеет здесь 12-й (комплексный) порядок. Если при выводе разрешающих 
соотношений (20) не вводить упрощающие предположения 1 и 2, то можно было бы 
понизить комплексный порядок получающейся при этом системы на два [1].  
В рассматриваемом упрощенном сл чае (при 1у ω= ) понижение порядка также возможно, 
если при получении первых интегралов системы по-прежнему (см. Предположения) 
отождествлять sA  с единицей, а Aϕ  — c радиусом R .  
 
5. Комплексная гамильт  форма  линейных дифференциальных 

 
Система разрешающих соотношений статики замкнутых в окружном направлении 

упру
и я ка л  

о раздела, линейные дифференциальные уравнения, 
опред

-ф

s v s v s v s v s v sω ω ω ω ω ω ω, , , , , =v  

. (21) 
 
омпоненты должны удовлетворять первому из ограничений (14), которое 

им в вид

онова системы
уравнений статики упругой оболочки вращения 

 
гих оболочек вращения, полученная в предыдущем разделе, сложна  

для анал тического исследовани  и громозд  д я численного решения. Вопрос  
о наиболее рациональном выборе формы разрешающей системы дифференциальных 
уравнений, то есть вопрос о выборе искомых функций обсуждается, начиная с работ 
Мейснера, почти столетие [1], [7], [8]. Предлагаемая ниже векторно-матричная форма 
системы уравнений статики упругих оболочек вращения аналогична гамильтоновой 
форме систем обыкновенных дифференциальных уравнений в лагранжевой механике 
системы материальных точек [2].  

Как следует из предыдущег
еляющие НДС оболочки вращения, являются условиями стационарности 

функционала Лагранжа ωΦ , определённого в (9), по вектор ункции 6ω :v C   
 

 ∈

( ) ( )T

1 2 3 4 5 6( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s v=

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s sw s u s s s s sω ω ω ω ω ω
ϕ= , ,η ,π ,ψ ,π

К 1 2 3v v vω ω ω, ,  
здесь представ е  
 

( )1
0

( ) ( ) ( ) 0dv s s s
ds

ω
ω ω+ , =v l ,  (22) 

 
де  — вещественный вектор из :  0

ωl  6R ( ) ( )T

0 ( ) 0 ( ) 1 0 0 0ss B sω = , , , , ,l  г .

я функционала Лагранжа и соотношений (15) 
следу

Непосредственно из определени  
ет, что функция Лагранжа ( )L d dsω ω ω,v v  квадратична по совокупности 

переменных d dsωv  и ω,v  но не зависит от 1dv dsω .  Следовательно, унк ию Лагранжа 
упругой обол ращ ия можно представ де:  
 

ф ц
очки в ен ить в ви

11 1 1 22
1 1( ) ( ) (
2 2

d d dL
ds ds ds

ω ω ω ω ω ω ω ω ω, = , + , )v v L v v L v v   +

12 1 1 1 2Re[( ) ( ) ( )]d d
ds ds

ω ω ω ω ω ω ω+ , + , + ,L v v l v l v ;  (23) 

 
десь  — вектор-функция со значениями вз  1

ωv  5C , ( )T
1 2 3 4 5 6( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s v s v s v s v s v sω ω ω ω ω ω= , , , ,v ; 

1
ωL  и ωL  — самосопряжённые матр ы ,   иц  порядков 5 и 6 соответственно2
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а  и  — векторы размерностей 5 и 6, полностью определяемые действующими на 
оболочку нагрузками.  

1
ωl 2

ωl

Поскольку в рассматриваемом случае функция Лагранжа — это энергия 
деформации, приходящаяся на единицу длины меридиана оболочки, и, в силу её 
механического смысла, являющаяся величиной неотрицательной, то самосопряжённая 
матрица  

 

( )
11 12

12 22

ωω⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ω
⎜ ∗ω ω⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=
L L

L
L L

⎟
⎟  (24) 

 
квадратичной формы L  неотрицательно определена. 

Используя метод множителей Лагранжа [11], при ограничении (22) получим 
условие стационарности для функционала ωΦ . Отбросим в (9) слагаемые, связанные с 
торцевыми нагрузками, поскольку они не влияют на вид разрешающих уравнений внутри 
отрезка [ ], и запишем выражение для вариации l rs s, ωΦ  через функцию Лагранжа (23):  

 

1
1

0Re ( )
r

l

s

s

dvdL q
ds ds

ω
ωω

ω ω ω
ω

⎧ ⎫⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞⎪ ⎪δΦ = δ , + + , =⎨ ⎨⎜ ⎟ ⎢ ⎥
⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭⎩ ⎭

∫
v v v l ds⎪⎪

⎬⎬  

1
12 1 22 1 0 2 0 1Re ( ) , ( ) .

r

l

s

s

dvd dq L v L v q l l v q ds
ds ds ds

ω
ω ω ∗ ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω ⎫⎡ ⎤⎧ ⎪⎛ ⎞= − + + + + δ + + , δ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎢ ⎥

⎝ ⎠ ⎪⎩ ⎣ ⎦ ⎭
∫ v l  

 
Здесь  — множитель Лагранжа, связанный с ограничением (22);  — вектор-

функция со значениями в : 
1 ( )q sω ( )sωq

6C ( ) ( )( ) ( )T T

1 1 1 2 6( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s q s s q s q s … q sω ω ω ω ω ω= , = , , ,q q ;   

 — вектор из  определяемый выражением 1 ( )sωq 5 ,C 1 11 1 12 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ds s s s s
ds

ω ω ω ω ω ω s= + +q L v L v l  ;

ω .Π

сравнив это выражение с соотношениями (17) и (18), получим следующее соответствие 
между усилиями, моментами и вектором ( ) :  sωq
 

( ) ( )T 2
s s s ssRQ RT RM R R T Rω ω ω ω ω ω

ϕϕ= , , , , ,q Π  (25) 
 

Разрешив последние соотношения относительно ( )1
ω ′v  и подставив найденные 

выражения в вариацию функционала Лагранжа, после приравнивания её нулю придём  
к системе уравнений:  
 

1
0

1 1 11
11 12 11 1 11 1

1 1
22 12 11 12 12 11 1 0 1 2 12 11 1

( );

( ) ( ) ( )

( ( ) ( ) ) ( ) ( ) ( ) ( )

dv
ds

d
ds

d q
ds

ω
ω ω

ω
ω − ω ω ω − ω ω − ω

ω
ω ω ∗ ω − ω ω ω ∗ ω − ω ω ω ω ω ∗ ω − ω

= − ,

= − + − ;

= − + + + −

v l

v L L v L q L l

q L L L L v L L q l l L L l1 .
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Для того чтобы явно выделить характерные значения величин, определяющих 
коэффициенты этой системы уравнений, перейдём к безразмерным переменным.  
Если R∗  — характерный линейный размер оболочки, D∗σ  — характерная жесткость 
оболочки в плоскости , ( )s,ϕ D D∗τ ∗σ= δ — характерная сдвиговая жесткость оболочки в 
плоскостях  и , (s z, ) l( )zϕ, rR z z∗ε = −  — толщина оболочки, то безразмерные 
переменные и функции будут следующими: 

 
t s R∗= / ;         ( )r lz z zν = / − ;         ( ) ( )r t R s R∗= / ;         ( ) ( )b t B s Rα α ∗= ; 

( ) ( ) ( )r lw t w s z zω= / − ;     ( ) ( ) ( )r lu t u s z zω= / − ;     ( ) ( )st sωη = η ;     ; ( ) ( )st sωψ = ψ / ε

( ) ( ) ;t s Dω
α απ = π / ∗τ ;              D D Dαβ αβ ∗σ= / D D Dγ γ ∗σ= / ;         D D Dα α ∗= / τ;

( ) ( )f f zω
α αν = ,         

0

( )( ) ( )
r l

D fz d
z z D

ν
ω ∗τ α

α α
α

ν
μ ν = μ = ν

− ∫        ( )sα = ,ϕ ; 

( ) ( )k k zt s zω
α ατ ,ν = τ , / D∗τ ; D      ( ) ( )k k zt s zω

α α ∗σ ( )k l r=σ ,ν = σ , /       , ; 

( ) ( )m m
RF t F s z
D

ω ∗

∗σ

,ν = ,
ε         .m s z= ,ϕ,  

(26)

 
По аналогии с (21) введём безразмерные вектор-функции  и :  6( )t ∈v C 5

1( )t ∈v C
 
( ) ( )T( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )st w t u t t t t tφ= , ,η ,π ,ψ ,π =v  

( ) ( )( )T
1 2 3 4 5 6 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )v t v t v t v t v t v t v t t= , , , , , = , v ;

).

 

( ) (T
1 2 3 4 5 6( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t v t v t v t v t v t= , , , ,v  

(27)

 
Функция  должна удовлетворять безразмерному аналогу первого из равенств (14), 
которое представим в виде  

( )tv

 
1

0
( ) ( ( ) ( ) ) 0dv t t t

ds
+ , =v l ,   (28) 

 
где  — вещественный вектор из : ( )0l

6R ( )T 1
0 ( ) 0 ( ) 0 0 0st b t −= , , ε , , ,l .  

В качестве функции Лагранжа возьмём обезразмеренную функцию (23) 
 

( )3 2d dL L D
dsdt

ω ω ω R∗σ ∗
⎛ ⎞ ⎛ ⎞, = , ε⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

v v v v  

 
Тогда функционал Лагранжа (9) приобретёт вид:  
 

( ) ( )3( ) ( )D Rω
ω ∗σΦ = Φ ⋅ εU v ∗ ,  (29) 

 
где  

( )
r

l

t

t

dL d
dt

⎛ ⎞Φ = ,⎜ ⎟
⎝ ⎠∫v v v t,      
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( )11 1 1 22
1 1
2 2

d d dL
ds ds ds

⎛ ⎞ ⎛ ⎞, = , + ,⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

v v L v v L v v +   

( )12 1 1 1 2Re d d
ds ds

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ , + , + ,⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
L v v l v l v .  

 
Введём следующие обозначения для моментов от функции ( )F ν :   
 

0 ( )
r

l

F F d
ν

ν

= ν ν;∫ ( )
r

l

F F d
ν

ν

ν

= ν ν ν;∫ d      2 ( )
r

l

F F
ν

νν

ν

= ν ν ν∫ ;  

( ) ( )
r

l

F F d
ν

α
α

ν

= μ ν ν ν;∫    ( ) ( ) ( )
r

l

F F d
ν

αβ
α β

ν

= μ ν μ ν ν ν;∫  

( ) ( )
r

l

F F d
ν

να
α

ν

= νμ ν ν ν;∫    ( ) ( )
r

l

fF F
D

ν
α

α
αν

ν
= ν∫ dν    ( )sα,β = ,ϕ . 

 
Непосредственные вычисления дают следующие выражения элементов матриц 

 через геометрические характеристики оболочки и моменты от её  
жесткостей — функций нормальной координаты 

11 12 22, ,L L L
ν :   

 
11 11( )∗=L L :  

11 0 12 13 14 15
11 11 11 11 11( ) ( ) ( ) 0s

ss ss ssL r t D L r t D L r t D L Lν= , = , = , = =

=

=

, 
22 23 24 25
11 11 11 11( ) ( ) 0s

ss ssL r t D L r t D L Lνν ν= , = , = , 
33 34 35
11 11 11( ) 0ss

ssL r t D L L= , = , 
44 3 0 45 2
11 11( ) ( )L r t D L r t Dϕ

γ γ= , = , 
55
11 ( )L r t Dϕϕ

γ= ; 
 

12 12( )∗=L L :  
2

11 0 0
12 ( ) ( ) ( ) ( )

( )s ss s sL r t b t D r t b t D D
r t

ν
ϕ ϕ ϕ

εω
= − − + ,   

2
21
12 ( ) ( ) ( ) ( )

( )s ss s sL r t b t D r t b t D D
r t

ν ν ννεω
= ϕ ϕ ϕ− − + ,  

2
31
12 ( ) ( ) ( ) ( )

( )
s s s

s ss s sL r t b t D r t b t D D
r t

ν
ϕ ϕ

εω
= − − + ,ϕ    41

12 2 ( )L i r t Dν
γ= εω ,      51

12
( )2
( )

r tL i D
r t

νϕ
γ= εω ,  

12 0
12 sL rD ϕ= , 13

12 sL rDν
ϕ= ,  14

12
s
sL rD ϕ= ,  15 0

12 sL i rD ϕ= ω ,  16
12 sL i Dϕ

ϕ= ω , 
22
12 sL rDν

ϕ= ,  23
12 sL rDνν

ϕ= ,  24
12

s
sL rDν
ϕ= ,  25

12 sL i rDν
ϕ= ω ,  26

12 sL i Dνϕ
ϕ= ω , 

32
12

s
sL rD ϕ= ,  33

12
s

sL rDν
ϕ= ,  34

12
ss
sL rD ϕ= ,  35

12
s
sL i rD ϕ= ω ,  36

12
s
sL i D ϕ
ϕ= ω , (31) 

42 0
12L i rDγ= ω ,  43

12 2L i rDν
γ= ω ,  44

12
sL i rDγ= ω ,  45

12 0L = ,  46
12L rrDϕ

γ= − , 
52
12L i Dϕ

γ= ω ,  53
12 2L i Dνϕ

γ= ω ,  54
12

sL i D ϕ
γ= ω ,  55

12 0L = ,  56
12L rDϕϕ

γ= − ; 
 

22 22( )∗=L L : 
22 2 2 22 4

11 2 0 0 2 0
22 3 3

( )2 2 2 4s
s ss s s s

bb rL rb D rb b D rb D D D D Dr r r r
ϕν ν νν νν

ϕ ϕ ϕ ϕϕ ϕ ϕϕ ϕϕ γ

εωεω ε ωε ω= + + − − + + , 
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2 2
12 0 0
22 2 22 ,s s

r rL rb D rb D D D
r r

ν ν
ϕ ϕ ϕϕ ϕϕ γ

εω εω= − − + +   

2 2
13
22 2 24 ,s s

r rL rb D rb D D D
r r

ν ν νν νν
ϕ ϕ ϕϕ ϕϕ γ

εω εω= − − + +  

2 2
14
22 2 22 ,s s s

s s
r rL rb D rb D D D

r r
sν ν

ϕ ϕ ϕϕ ϕϕ γ
εω εω= − − + +  

3
15 0 0
22 ,s sL ir b D ir b D i Dr

ν
ϕ ϕ ϕϕ ϕϕ

εω= ω + ω −  
23

16
22 2 2

2 ( ) ,s s
rL i b D i b D i D i D

r r
ϕ ϕ νϕ νϕ
ϕ ϕ ϕϕ ϕϕ γ

εωεω= ω + ω − −  
2 2

22 0 0
22

( ) ,rL Dr r Dϕϕ γ
ω= +      

2 2
23
22

( ) 2 ,rL Dr r Dν ν
ϕϕ γ

ω= +     
2 2

24
22

( ) 2 ,s srL Dr r Dϕϕ γ
ω= +    

25 0
22 ,L i rDϕϕ= − ω     26

22 ,r rL i D i Dr r
ϕ ϕ
ϕϕ γ

ω ω= − −  
2233

22 4 ,rL D Dr r
νν νν
ϕϕ γ

ω= +      
2234

22 2 ,s srL D Dr r
ν ν
ϕϕ γ

ω= +   

35
22 ,L i rDν

ϕϕ= − ω     36
22 2 ,r rL i D i Dr r

νϕ ν
ϕϕ γ

ω ω= − − ϕ  
2244 0

22 2 ,ss
ss

rrL D D fr rϕϕ γ
ω δ= + +

ε
    45

22 ,sL i rDϕϕ= − ω     46
22 ,s srrL i D i Dr r

ϕ ϕ
ϕϕ γ

ω= − ω −  

55 2 0
22 ,L r Dϕϕ= ω        56 2

22 ,L Dϕ
ϕϕ= ω

2 266
22 2 ;rrL D D fr r

ϕϕ ϕϕ
ϕϕ γ ϕϕ

ω δ= + +
ε

 

 
здесь и далее через  обозначается производная от функции  по . r ( )r t t

Для того чтобы выразить векторы  и  через действующие нагрузки и 
температурные деформации, введём в рассмотрение «начальные» напряжения и 
деформации:  

1l 2l

 

( )
0

( )( ) ( )( ); ( )l l r l
tt t

D

ν
∗α

∗α α α α α
α

τ ,ζ
τ ,ν = τ + ν − ν τ − τ λ ,ν = d sζ α = ,ϕ ;∫  

( ) s
s st

t
θ

∗

ε∂
ε ,ν = λ −

∂ ε
;                                     ( ) s

rt i
r r

ϕθ
∗ϕ ϕ

ε ω
ε ,ν = λ − + λ ;

ε
 

( ) st r i
t r r

ϕ
∗

λ⎛ ⎞∂ ω
γ ,ν = + λ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

;                         ( ) ( ) ( )s ss s st D t D t∗ ∗ ϕ ∗ϕσ ,ν = ε ,ν + ε ,ν ;  

( ) ( ) ( )s st D t D t∗ϕ ϕ ∗ ϕϕ ∗ϕσ ,ν = ε ,ν + ε ,ν ;         ( ) ( )t D t∗ γ ∗τ ,ν = γ ,ν . 

(32)

 
Тогда компоненты вектора  примут следующий вид:  1l
 

0
11 12 13 14 15 .s

s s sl r l r l r l r l rν
∗ ∗ ∗ ∗= σ ; = σ ; = σ ; = τ ; = τ2 0 ϕ

∗  (33) 
 
Компоненты вектора  связываются с заданными нагрузками более сложными 
соотношениями:  

2l

 

( )
2

0 0 0
21

2
z s s rz lz

r rl rF rb rb i
r r

ν ν
∗ ϕ ∗ϕ ∗ϕ ∗

εω εω
= − − σ − σ + σ − σ −σ − τ ;

ε
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( )0 0
22 s rs ls

rl rF r i∗ϕ ∗
0δ

= − + σ − τ − τ − ωτ ;
ε

 

( )23 2s r rs l ls
rl rF r iν ν

∗ϕ ∗
νδ

= − + σ − ν τ − ν τ − ωτ ;
ε

 (34) 

( )24 2 ( ) ( )s s s
s ss s r rs s l ls

r rl rF r i∗ϕ ∗ ∗

δ δ
= − + σ + τ − μ ν τ −μ ν τ − ωτ ;

ε ε
 

( )
2

2 0 0
25 r l

rl r F i rϕ ϕ ϕ ∗ϕ

δ
= − − τ − τ − ω σ ;

ε
 

( )26 2 ( ) ( ) .r r l l
r rl rF r iϕ ϕ ϕ

ϕ ∗ ∗ϕϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ∗ϕ

δ δ
= − − τ + τ − μ ν τ −μ ν τ − ωσ

ε ε
 

 
Предположив, что матрица  невырождена, после варьирования 

функционала (29) по  придём к системе обыкновенных дифференциальных уравнений  
11L

v
 

( ) ( ) ( ) ( )d t t t t
dt

= +
y H y h ,   (35) 

 
где матрица  и векторы H y ,h  имеют следующий блочный вид:  
 

vv vvq

qv qqq

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞
= , = , =⎜ ⎟
⎝ ⎠

H H hv
y H h

H H hq
;

1;l

 

1
2 12 111

111

0
( ) ( )

( )v q

⎛ ⎞
⎜ ⎟ ∗ −
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= , = −
−

h h l L L
lL

 (36) 

( )1 1
22 12 012 11 12 11( ) ( ) ( ) ( )qv qq

∗ − ∗ −= − , =H L L H lL L L L ;

.

)

 
T

0
11

111211

0 0( )
0 ( )( )vv vq

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟

−⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

− ⎛ ⎞
= , = ⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎝ ⎠

l
H H

LLL
 

 
Теперь докажем, что самосопряжённая матрица  положительно определена,  

а потому невырождена. В силу (31) и обозначений (30) непосредственные вычисления 
значения квадратичной формы  с матрицей  на векторе 

11L

( 11 ,L c c 11L 5∈c C  дают для ≠c 0  
соотношение 

 

( ) ({ 0 2
11 1 1 2 2 3 3 4 4( ) ss

ss ss ssr t D c c D c c D c c r D c cνν
γ, = + + + +L c c 0  

( ))}5 5 1 2 1 3 2 3 4 52Re s s
ss ss ssD c c D c c D c c D c c rD c cϕϕ ν ν ϕ

γ γ+ + + + + =  

{ }22
1 2 3 5 6( ) ( ) ( ) ( ) 0,

r

l

ss sr t D c c c D c r t c dϕ

ν

γ
ν

= + ν + μ ν + + μ ν∫ ν >  

 
поскольку ( ) ,  и функция, тождественно равная 1, линейно независимы на отрезке sμ ν ν

[ ],l rν ν ; здесь ( ),u c  — скалярное произведение векторов эрмитового пространства . 
Но полученное неравенство означает положительную определённость квадратичной 
формы , что эквивалентно положительной определённости матрицы . 

5C

( 11 ,L c c) 11L
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Поэтому блок  матрицы  неотрицательно определён. Покажем, что и блок  
неотрицателен.  

vqH H qvH

В силу (24), матрица  неотрицательно определена, а потому  

для любых  и 

11 12

12 22( )

⎛ ⎞
⎜
⎜

∗⎜⎜ ⎟
⎝ ⎠

=
L L

L
L L

⎟
⎟
⎟

5
1 ∈c C 6

2 ∈c C  неотрицательна и квадратичная функция 
 Но для произвольного вектора 

 имеем  что и означает 
неотрицательную определённость матрицы 

1 2 1 1 211 12 2221 2 212 1( ) ( ) ( ) ( ) (L ∗, = , + , + , + ,c c c c cL c L c L ccL c ).
1 ),6∈c C 1

22 12 11 12 11 12( ) ( ) ( ( ) ) ( ( )qv L∗ − −, = , − , = − ,H c c L c c L L L c c L L c c

qvH . 
Связь между безразмерным вектором обобщённых усилий  и введёнными в (20) 

усилиями и моментами восстанавливается с помощью соотношений (25):  
q

 
2 2 2 21 2( ) ( )( ) ( )

( ) ( )s s
q t q tQ s D R T s D R
r t r t

ω ω
∗σ ∗ ∗σ ∗= ε × ; = ε × ;  

2 3 2 33 4( ) ( )( ) ( )
( ) ( )s s

q t q tM s D R s R
r t r t

ω ω
∗σ ∗ ∗= ε × ; = δ ε ×Π ;  (37) 

2 25 6
2

( ) ( )( ) ( ) .
( ) ( )

q t q tT s D R s R
r t r t

ω ω
∗σ ∗ ϕ ∗= ε × ; = δ ε ×Π 3  

 
Эти выражения и формулы «перехода» (26) позволяют «замкнуть» систему (35) 
краевыми условиями типа (19): на каждом из торцов ( )kt t k l r= = ,  и для каждого 

  задаётся одно из двух краевых условий: 1j …= , , n ( 6)n = ( )j kv t v= jk  или ( )j k jq t q k= , 
где jk jv q, k

⎟
⎟
⎟

,

 — заданные величины.  
Непосредственно из соотношений (36) следует, что для блоков матрицы  

справедливы соотношения  
H

 

, , , vv vq
vv qq vq vq qv qv

qv qq

⎛ ⎞
⎜∗ ∗ ∗ ⎜
⎜⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − = = =
H H

H H H H H H H
H H

,  

 
которые эквивалентны одному матричному равенству:  
 

n n
∗+ =J H H J 0   (38) 

 

где , . Здесь  — единичная матрица размерности . Напомним, 

что комплекснозначная матрица , имеющая размерность , называется 
гамильтоновой [2], если для неё справедливо равенство (38). В свою очередь, система 
линейных обыкновенных дифференциальных уравнений будет гамильтоновой [2], если 
гамильтонова её матрица.  

6n = n
n

n

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

0 E
J

E 0 nE n

H 2 2n n×

Гамильтоновы системы уравнений обладают рядом специфических свойств, 
которые существенно облегчают их численное и аналитическое исследование. Однако 
комплексная форма гамильтоновых систем не всегда удобна для их приближённого 
численного решения, поскольку связана с арифметическими операциями  
над комплексными числами. Поэтому приведём одну из возможных вещественных форм 
исходной комплексной гамильтоновой системы уравнений (35). Для этого рассмотрим 
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вещественные векторы  и матрицу  с размерностью , которые 
связаны с векторами 

24( ) ( )t t, ∈x r R Γ 24 24×
12( ) ( )t t, ∈y h C  и матрицей  из (36) соотношениями:  H

 
( ) Re( ) Re( )

( ) ( ) ( )
( ) Im( ) Im( )
t

t t t
t
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= , = , =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
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u v
x u p

p v
,

q
q

⎞
,⎟
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⎟
⎟
⎟
,

,

⎞
.⎟
⎠

 

( ) Re( )Re( )
( ) ( ) ( )

( ) Im( )Im( )
u qv

u p
p qv

t
t t t

t
⎛ ⎞ ⎛⎛ ⎞

= , = , =⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝

r hh
r r r

r hh
 

upuu

pu pp

⎛ ⎞
⎜
⎜
⎜⎜ ⎟
⎝ ⎠

=
Γ Γ

Γ
Γ Γ

  (39) 

Re( ) Im( )Re( ) Im( )
Im( ) Re( )Im( ) Re( )

vq vqvv vv
uu up

vq vqvv vv

−− ⎛ ⎞⎛ ⎞
= , = ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

H HH H
Γ Γ

H HH H
 

Re( ) Im( ) Re( ) Im( )
Im( ) Re( ) Im( ) Re( )

qv qv qq qq
pu pp

qv qv qq qq

− −⎛ ⎞ ⎛
= , =⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

H H H H
Γ Γ

H H H H
 

 
Тогда, в силу (35), вектор  удовлетворяет системе обыкновенных дифференциальных 
уравнений  

x

 
( ) ( ) ( ) ( )d t t t t

dt
= +

x Γ x r ,

,

  (40) 

 
причём блоки  и  матрицы  неотрицательно определены, а сама она 
удовлетворяет матричному соотношению  

upΓ puΓ Γ

 
T+ =JΓ Γ J 0   (41) 

 

где  — любая вещественная матрица J 24 24×  вида 12 6

12 6

0
0

−α −β⎛ ⎞
= .⎜ ⎟α +β⎝ ⎠

E J
J

E J
  

Это означает, что вещественная система обыкновенных дифференциальных уравнений 
(40) является гамильтоновой, обладающей дополнительной симметрией.  
 
6. Гамильтонова форма уравнений статики тонкой ортотропной оболочки 

вращения при осесимметричном нагружении 
 

Важный частный случай НДС оболочки вращения возникает при осесимметричном 
нагружении. Как было отмечено в конце 4-го раздела, в этом случае исходная краевая 
задача распадается на две — задачу кручения и задачу изгиба. При  из 
соотношений (33)–(36) следует, что одна из систем связана с определением неизвестных 
вещественных функций  и 

0ω=

1 2 3 4v v v v, , , 1 2 3 4q q q q, , ,  (с решением задачи изгиба), а другая — 
с поиском вещественных функций 5 6v v,  и 5 6q q,  (с решением  задачи кручения).  

Непосредственные вычисления в случае задачи кручения приводят к следующей 
системе линейных обыкновенных дифференциальных уравнений:  
 

( ) ( ) ( ) ( )tor
tor tor tor

d t t t t
dt

= +
y H y h ,   (42) 
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где 
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Здесь  и  — обезразмеренные усилие  и момент ( )T t ( )tϕΠ 0T 0

ϕϕΠ   
 

( ) ( )0 2 2 0( ) ( ) ( ) ( )sT t T s D R t s R∗σ ∗ ϕ ϕϕ ∗= ε , = δΠ Π 2 3ε ,   
 
определённые в (20).  

Если в осесимметричной задаче кручения краевые условия задаются в усилиях,  
то возможно дальнейшее упрощение системы уравнений: усилие  определяется  
из третьего уравнения системы (42), а кручение срединной поверхности 

( )T t
d dtψ  может 

быть выражено через усилие  и момент ( )T t ( )tϕΠ :  
 

( ) (2 2 0
r l

d r T r F
dt ϕ ϕ ϕ
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)   (43) 

( )01 ( )d D T D t D D
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ϕϕ ϕ ϕϕ ϕ ϕ
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ψ
= − + τ −

Δ
Π τ .  

 
Считая известным усилие  для функций ( )T t ( )tϕπ  и ( )tϕΠ , получим укороченную 

систему уравнений:  
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 ,  (44) 
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( )
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Эта система также является гамильтоновой, где элементы  и  матрицы  
положительны. Соотношения (43), (44) полностью описывают кручение оболочки.  

12( )tH 21( )tH tH

Выражения, связывающие коэффициенты и правые части уравнений 
осесимметричного изгиба с характеристиками оболочки и действующими на неё 
нагрузками, имеют более сложный вид. Поэтому, для явного разделения между собой 
геометрических и механических факторов в коэффициентах уравнений 
осесимметричного изгиба, введём следующие вектор-функции от нормальной 
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a  и матрицы ,s sϕ ϕ,A A A , которые определим как: 
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Матрица s

ijA⎛⎜
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⎞
⎟
⎠
 положительно определена, так как она является матрицей 

Грамма [12] векторов 1 2 3
s s s, ,a a a  в метрике (45), и потому обратима. Элементы обратной  

к ней матрицы обозначим через   ijA :
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Рассмотрим векторы 1 2 3

s s s, , ,a a a  взаимные [8] к векторам 1 2 3
s s s, ,a a a  в метрике ,

D
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 и . После подстановки последних выражений для ( )1 2 0 sα, α ,α = , ν, ( )sβ = ,ϕ Dα
β , 1 2Dα α

β  

и  в (31) и (32) придём к следующей системе уравнений осесимметричного изгиба:  1 2
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где матрица  и векторы benH beny ,  имеют следующий блочный вид:  benh
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Система уравнений осесимметричного изгиба замыкается краевыми условиями 

типа:  
 

( )kw t w= k   или  ( )s k sQ t Q= k ; k           ( )ku t u=      или  ( )s k sT t T k= ;  

( )ktη = ηk    или  ( )s k skM t M= ;         ( )s kt ksπ = π    или  ( ) .s k st k=Π Π  
 



50 Вычислительная механика сплошных сред. – 2010. – Т. 3, № 4. – С. 29-52 

Если на торцах оболочки заданы усилия skQ  и skT , то, как уже было отмечено, 
порядок системы (46) можно понизить. Для этого перейдем от смещений  и  к осевой w u

xu  и радиальной  составляющим вектора смещений срединной поверхности согласно 
(1), а вместо усилий 

ru

sQ  и sT  введём осевую xT  и радиальную  силы:  rT
 

x x ru rb u rw u rb u ruϕ ϕ= − − ; = − + ;  
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r

 

.r s s s xT rT rb Q Q rT rb Tϕ ϕ= − ; = − −  

(47)

 
Тогда осевое усилие xT  может быть найдено из уравнения  
 

2
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r bd rrrT F F
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которое является линейной комбинацией пятого и шестого уравнений системы (46): 
пятое умножается на (  и складывается с шестым, умноженным на .  )r− ( )rbϕ−

Аналогичное преобразование первого и второго уравнений системы (46) даёт 
выражение для меридиональной деформации срединной поверхности оболочки 
вращения sε  
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в котором ( )  определена выше, а функции xT t r s r su T M, η, π , , , Π  удовлетворяют 
гамильтоновой системе обыкновенных дифференциальных уравнений  
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Зная решение гамильтоновой системы (48), можно восстановить осевое смещение xu  и 
тем самым полностью решить задачу осесимметричного изгиба ортотропной оболочки 
вращения. 
 
7. Заключение 
 

Суммируя всё сказанное, можно сделать следующий вывод: линейные уравнения 
статики замкнутой в окружном направлении оболочки вращения могут быть 
представлены в гамильтоновой форме (35) с неотрицательно определенными 
матричными блоками  и . Эти свойства блоков (36) являются решающими  
при выборе аналитических и численных методов анализа НДС оболочек вращения. 

vqH qvH

Для собственных чисел и собственных векторов гамильтоновой матрицы 
справедливы утверждения, являющиеся следствиями известной теоремы Вильямсона 
(Williamson J. 1936) [2], которые могут быть сформулированы в виде следующей 
теоремы:  

Теорема. Собственные числа вещественной гамильтоновой матрицы бывают 
четырёх типов: вещественные пары {a a}, − , чисто мнимые пары , четвёрки 

 и нулевые собственные числа. Жордановы клетки, соответствующие двум 
членам пары или четырем членам четвёрки, имеют одинаковую структуру. Если  

 и  — собственные векторы гамильтоновой матрицы, отвечающие различным 

собственным значениям  и 

{ib ib, − }
}{ a ib± ±

1x 2x

1λ 2λ , причём 1 2 0λ +λ ≠ ,  то для скалярного в  
произведения справедливо равенство: 

2nC

1 2( )n 0, = ;x J x  если же рассматривается скалярное  
в  произведение, то условие 2nR 1 2( )n 0, =x J x  выполняется при 1 2 0λ +λ ≠ .  
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