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Диффузия играет важную роль при создании новых композитных материалов, так как она и сопутствующие ей явления
участвуют в формировании так называемых переходных слоев. В работе анализируются варианты граничных условий в
диффузионных задачах при неидеальном контакте между материалами. Разрыв в концентрациях возможен и при идеальном
контакте, что обуславливается различием в подвижностях элементов в разных материалах. Неидеальный контакт приводит
в граничных условиях к образованию особенностей, связанных с физическими факторами, а именно с диффузионным
сопротивлением на границе. Показано, что в рамках теории термодинамики находит обоснование условие разрыва в
концентрациях в виде экспоненциальной зависимости от температуры. Разработан алгоритм численного решения сопряженной
диффузионной задачи, базирующийся на покомпонентном разделении уравнений диффузии и неявной разностной схеме
второго порядка аппроксимации, что аналогично разделению по физическим процессам. Дискретные аналоги граничных
условий также строятся со вторым порядком, поскольку в окрестности границы искомые величины представляются в виде
разложений в ряд Тейлора по малым пространственнымшагам, отличающимся в областях, состоящих из разных материалов.
На решении задачи о перераспределении концентраций в двух сопряженных материалах проиллюстрирована сходимость
алгоритма и непротиворечивость получаемых полей концентраций в разные моменты времени. Выбранные для иллюстраций
параметры соответствуют термодинамическим ограничениям. Диффузионное сопротивление на границе раздела материалов
оказывает влияние на распределение концентраций и скорость установления равновесного распределения. Перекрестные
диффузионные коэффициенты не изменяют качественно влияние неидеального контакта на перераспределение концентраций.
Подобные задачи и предложенный алгоритм могут быть полезными при моделировании синтеза композиционных материалов,
а также в задачах сварки, пайки и нанесения покрытий.
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1. Введение

Композиционные материалы в последнее время все чаще используются при разработке современных
технологий и конструкций. Важная роль в технологиях синтеза композитов принадлежит формированию
переходных слоев между материалами, участвующими в процессе: между частицами и матрицей; между
частицами одного и того же или разных материалов; между соединяемыми материалами и соединительным
составом. При этом диффузия и сопутствующие ей явления являются основными стадиями [1–3]. Условия на
контакте и динамика сопутствующих диффузии явлений в разных ситуациях различны. Диффузия определяет
свойства неразъемных соединений, получаемых сваркой и пайкой [4, 5], свойства поверхностных слоев и
покрытий [6–9], скорости химических реакций в твердых средах [10–13], механизмы формирования структуры
материалов [13–15] и ихмеханические и коррозионные свойства [16–18]. Особенностям и роли диффузии в разных
условиях посвящается огромное количество работ как теоретического, так и экспериментального характера.
Однако до сих пор имеется ряд проблем, которые требуют более тщательного исследования. Среди них —
проблема неидеального контакта между материалами; он может быть связан как со структурой контактирующих
поверхностей, с особенностями взаимодействия поверхности неоднородного тела с жидкостью, так и с явлениями
смачиваемости и ограниченной растворимости. Заметим, что смачиваемость присуща и твердым телам [19].
В любом случае при теоретическом изучении формирования диффузионных зон при контакте двух материалов
приходим к сопряженным задачам, формулировка и решение которых оказываются нетривиальными.

2. Общие соотношения

Прежде чем переходить к частной задаче, вспомним некоторые понятия [3, 20–23].
По определению, диффузия— это процесс перемещения (перераспределения) вещества из области с высокой

концентрацией в область с низкой концентрацией, приводящий к выравниванию концентраций. Это соответствует
закону Фика, который для диффузии компонентаB в средеA выглядит так:

JB=−DB∇CB , (1)

где JB — плотность потока компонента, ∇ — оператор градиента, CB — концентрация компонента B в
средеA,DB —коэффициент диффузии компонента в этой среде, в общем случае зависящий от концентрации
и температуры. Если речь идет о диффузии компонента в нем самом, тоDB —это коэффициент самодиффузии.
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При диффузии двух веществ друг в друге говорят о взаимной диффузии, тогдаDB —коэффициент взаимной
диффузии. В случае многокомпонентных веществ уравнение закона Фика принимает вид:

Jk=−
N∑
i=1

Dki∇Ci, k=1,2,...,N, (2)

где Dki — парциальные диффузионные коэффициенты. Если Ci — относительные концентрации, то число

независимых компонентов (концентраций) равно N − 1, так как
N∑
i=1

Ci = 1 (что следует из определения

относительных концентраций). Кроме этого, сумма всех диффузионных потоков равна нулю.Это уменьшает число
степеней свободы, следует из определения диффузии как относительного движения (например, относительно
центра масс в соответствующей системе отсчета) и непосредственно используется при выводе диффузионных
уравнений и соотношений между коэффициентами в термодинамике необратимых процессов [22, 24, 25].

Например, в системе отсчета центра масс применяются относительные массовые концентрации:

Ck=
ρk
ρ
, ρ=

N∑
k=1

ρk,

где ρk — парциальные плотности компонентов; ρ— плотность смеси. Скорость центра масс v определяется
следующим образом:

ρv=

N∑
k=1

ρkvk,

где vk — индивидуальные скорости k−x континуумов. Скорости диффузииwk и плотности диффузионных
потоков Jk=ρkwk по отношению к скорости центра масс есть

wk≡vk−v, k=1,2,...,N,

Jk=ρkwk≡ρk(vk−v)=J0
k−ρkv, k=1,2,...,N,

такчтоиндивидуальноедвижениеk-го компонента смеси со скоростьюvk состоитиздвухчастей: движенияцентра
масс со скоростью v и диффузии со скоростьюwk относительно предыдущего движения. Из этого определения
диффузионных потоков, которое имеет место для любых сред (твердых, жидких и газообразных), следует:

N∑
k=1

Jk≡0.

Если закон (1) полностью подобен закону Фурье для теплопроводности, то обобщенный закон (2) не
имеет аналогов в теории теплопроводности. Термодинамика обобщает эти законы [20–23]. В соответствии
с термодинамикой необратимых процессов движущей силой диффузии в изотермических условиях служит
химический потенциал, так что вместо (1) запишем:

JB=−LB∇gB ,

а вместо (2)—

Jk=−
N∑
i=1

Lki∇gi. (3)

Здесь Lki — феноменологические коэффициенты; gi = gi (T,Ck) — химические потенциалы компонентов,
которые являются функциями температуры и состава, а их вид и входящие в них параметры определяются типом
(структурой) веществ; Lki —положительно определенная матрица феноменологических коэффициентов. Во
многих ситуациях химические потенциалы можно представить в виде [21, 23]:

gk=gk0+RTmk
−1ln(Ckγk(Cl)), (4)

где γk (Cl) — коэффициент активности (в общем случае функция концентраций, mk — молярная масса
компонента k. Тогда

∇gi=

N∑
j=1

(
∂gi
∂Cj

∇Cj

)
,

∂gi
∂Cj

=
RT

Cimi
gij , (5)

где

gij=δij+
Ci

Cj

∂lnγi(Cj)

∂lnCj
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есть термодинамические множители. Их конкретный вид зависит от рассматриваемого приближения,
принимаемого при описании структуры среды и механизма диффузии.

Учитывая (5) и баланс масс, из (3) получим:

Jk=−
N∑
i=1

Lki

 N∑
j=1

(
∂gi
∂Cj

∇Cj

)=−
N∑
i=1

Lki

N−1∑
j=1

(
∂gi
∂Cj

∇Cj

)
− ∂gi
∂CN

N−1∑
j=1

∇Cj

=

=−
N∑
i=1

Lki

N−1∑
j=1

((
∂gi
∂Cj

− ∂gi
∂CN

)
∇Cj

)=−
N−1∑
j=1

N∑
i=1

Lki

(
∂gi
∂Cj

− ∂gi
∂CN

)
∇Cj . (6)

Сравнивая последнее выражение с (2), найдем:

Dkj=

N∑
i=1

Lki

(
∂gi
∂Cj

− ∂gi
∂CN

)
=

N∑
i=1

Lki
RT

Cimi
(gij−giN )=Dkj(Cl).

Принимая во внимание баланс потоков, уравнение (6) еще подвергаем преобразованиям. В итоге найдем
дополнительные ограничения на коэффициентыLki. Задавая вид потенциалов, придем к разным зависимостям
коэффициентов диффузии от состава.

В неизотермических условиях роль термодинамической силы, сопряженной диффузионному потоку, играет
градиент химического потенциала, деленный на температуру. В этом случае, в соответствии с термодинамикой,
в уравнения для потоков включается слагаемое, связанное с явлением термодиффузии

Более общие варианты диффузии в разных средах включают в рассмотрение и наличие иных полей —
электрических, магнитных, механических, звуковых. Влияние напряжений и деформаций в термодинамических
теориях диффузии [22, 24, 25] обнаруживается через химический потенциал, что к уравнениямдля диффузионных
потоков дает новые слагаемые [26–30], определяющие роль внешнего механического нагружения [31–34].

Аналитических и численных решений диффузионных задач в литературе имеется достаточно много, в том
числе, применительно к процессам нанесения покрытий, поверхностной обработки, отжига, пайки и сварки,
синтеза новых материалов и другому. Для решения диффузионных уравнений используются самые разные методы.
Например, в статье [35] методом молекулярной динамики подтверждено формирование интерметаллида TiAl3 на
границеразделаTi–Alвследствиедиффузии.ВполнеочевиденфактускоренияатомнойдиффузиивсистемеAl–Mg,
установленныйв [36] такжеметодоммолекулярнойдинамики.Авторывыявили, что атомыAl легче диффундируют
в решетку Mg, чем атомы Mg в решетку Al. В работе [37] представлена математическая модель диффузии
водорода в металле с образованием и распадом неподвижных комплексов металл–примесь–водород с учетом
вероятностейихобразованияираспада.Авторыстатьи [38] разрабатывали алгоритмычисленнойреализации задач
многокомпонентной диффузии, основанные на распараллеливании матричной прогонки. Самым популярным
последние годы для моделирования диффузии и диффузионно-контролируемых процессов можно назвать,
пожалуй, метод фазового поля [39], позволяющий наглядно иллюстрировать предполагаемые закономерности
на мезоуровне. Например, в [40] изучается коррозионное растрескивание, обусловленное диффузией. В [41]
предложенакомбинированнаямодельфазовогополядлямартенситногопревращенияссопутствующейдиффузией
водорода. Статья [42] посвящена моделированиюметодомфазового поля диффузионно-контролируемыхфазовых
превращений в многокомпонентных системах с применением термодинамической базы данных CALPHAD и
кинетической базы данных DICTRA. В [43] на основе варианта метода фазового поля исследуется эволюция
дефектов, вызванная электромиграцией, индуцированной поверхностной диффузией. Методы, подобные [39, 44],
не предполагают возможных разнообразных условий на границах раздела материалов, фаз или зерен, что является
важным для объяснения формирования тех или иных особенностей диффузионных зон в реальных процессах [45].

Авторы [46] рассматриваются диффузионные задачи для трехкомпонентных систем в полубесконечных
областях с постоянными коэффициентами диффузии. Это позволило авторам с помощью замены переменных
разделить связанные уравнения и построить точные и приближенные решения. Однако граница раздела явно
не выделялась. Решения некоторых простых задач взаимной диффузии представлены в [47], где сопряженные
задачи также не обсуждаются.

Для многих приложений (в том, числе, проблем сварки, пайки и нанесения покрытий) важны сопряженные
задачи, где границы раздела и условия на них выделяются явно. Так, в статьях [48, 49] представлены приближенные
аналитические решения сопряженных диффузионных задач для полубесконечных сред и сред конечных размеров
при наличии двух диффузантов. Идеальный контакт (неизменность химических потенциалов диффузантов (или
даже их концентраций) при переходе через межфазную границу предполагается и в методе фазового поля [50, 51]).

В статье [52] представлен ряд сопряженных задач диффузии, для которых имеются аналитические решения.
Наиболее часто для решения сопряженных задач используют операционный метод. Рассмотрена простейшая
задача с граничным условием, отражающим плохую смачиваемость одного материала другим. Трехслойная
сопряженная задача диффузии одного элемента с идеальными контактами и одинаковыми подвижностями в
материалах решена в [53].Подобное решениепредставлено в [54] приоценкемеханическихнапряжений вусловиях
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диффузионной пайки. В [55, 56] дано аналитическое решение трехслойной задачи. Сопряженная задача диффузии
дляединственногодиффузантавмногослойномобразце анализируетсяв [57]; всеконтактысчитаютсяидеальными.

Несовершенныеграницыразделаопределяютнетолькоособенноститепловыхполейимеханическихпроцессов
в окрестности этих границ раздела [58–60], но и приводят к особенностям в диффузионно-контролируемых
процессах [61, 62]. Многофазная, многокомпонентная модель фазового поля для изучения диффузионной
сварки нержавеющей стали 316H описана в [63]. Проведено исследование возможности управления процессом
соединения слоев при изменении температуры, давления и шероховатости поверхностей с наблюдением за
результирующей структурой зоны сварки. Применение такого подхода ограничено в связи с отсутствием многих
кинетических и термодинамических данных и наличием вфазово-полевых моделях многочисленных подгоночных
параметров и функций. Аналитические решения некоторых задач для простых (бинарных) систем с разными
неидеальными условиями на границе раздела представлены в [64], где показано, что неидеальный контакт может
приводить к задержке фазообразования.

В настоящей работе исследуются особенности перераспределения концентраций в окрестности границы
раздела двух твердых недеформируемых материалов с перекрестными диффузионными потоками в
изотермических условиях. Численный алгоритм основан на неявной конечно-разностной схеме, система линейных
разностных уравнений на каждом временном шаге решается методом прогонки.

3. Постановка задачи

Если имеется трехкомпонентный материал (сплав), то для описания диффузии в нем достаточно двух
концентраций и двух диффузионных потоков:

J1=−D11∇C1−D12∇C2,

J2=−D21∇C1−D22∇C2, (7)

C1+C2+C3=1.

Используя уравнения баланса для неподвижной среды

∂Ck

∂t
=−∇·Jk, k=1,2,

где∇·(...)—оператор дивергенции, получим систему двух связанных диффузионных уравнений:

∂C1

∂t
=∇·(D11∇C1+D12∇C2),

∂C2

∂t
=∇·(D21∇C1+D22∇C2).

При диффузии двух элементов в системе двух и более слоев подобные уравнения записываются для каждого
слоя, причем коэффициенты диффузии в слоях различны. Условия на границах раздела слоев должны отражать
непрерывность диффузионных потоков и в случае идеальных контактов — непрерывность химических
потенциалов. Например, в двухслойной системе имеем:

J1|A= J1|B ; g1|A= g1|B , J2|A= J2|B , g2|A= g2|B , (8)

или с учетом выражений (7) для потоков и зависимостей химических потенциалов от состава условия (8)
перепишем так:

D11
A∇C1

A+D12
A∇C2

A=D11
B∇C1

B+D12
B∇C2

B=X, (9)

C1
A=γ1C1

B , (10)

D21
A∇C1

A+D22
A∇C2

A=D21
B∇C1

B+D22
B∇C2

B=Y, (11)

C2
A=γ2C2

B , (12)

где γ1 и γ2 —в общем случае функции концентраций, отражающие различие подвижностей компонентов в разных
материалах,X и Y — промежуточные обозначения для потоков на границах раздела. Здесь и далее индексы
буквенные соответствуют разным материалам, а цифровые 1 и 2 — разным компонентам. В соответствии с
условиями (10) и (11) на границе раздела всегда имеется разрыв в концентрациях [55, 56].

Если элемент 1 изначально присутствует только в веществе A, а его концентрация не превышает предел
растворимости в этом веществе и растворимость элемента 1 в материалеB ограниченная, то на границе раздела
вместо условия (10) записываем:

C1
B=CB

1L. (13)

Таким образом, на границе раздела ставится условие насыщения — концентрация диффузанта на границе
материалаB фиксируется на уровнеCB

1L. Равновесие в этом случае поддерживается за счет перераспределения
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концентрации в фазеA и перераспределения поступающего элемента вглубьB, но до достижения концентрацией
величины CB

1L. Если концентрация CB
1L соответствует появлению новой фазы в материале B, то появляются

новые условия на подвижной границе раздела фаз. Однако в данной работе они не рассматриваются.
При условии неидеального контакта между материалами, связанного, например, с шероховатостями

поверхностей, для концентраций на границе раздела вместо (10) и (12) выполняются условия:

CA
1 −CB

1 =
δ

Ds1
X, CA

2 −CB
2 =

δ

Ds2
Y, (14)

что предполагает уменьшение начального разрыва в концентрациях со временем. Здесь δ — параметр,
характеризующий неидеальность контакта на границе раздела между двумя материалами, который, аналогично
задачам контактного теплообмена [58], считается пропорциональным шероховатости поверхности. Единого
способа описания контактного термического сопротивления, равно как и диффузионного сопротивления, до
сих пор не существует.

Более общим вариантом граничных условий вместо (14) будет

g1|A− g1|B=
β1

Ds1
X; g2|A− g2|B=

β2

Ds1
X,

где коэффициенты βk требуют определения. Подобно δ, коэффициенты βk характеризуют «сопротивление
диффузии» на границе раздела фаз (или материалов) из-за особенностей структуры поверхностей, наличия
дефектов и чужеродных примесей. Они не являются фундаментальными константами или свойством материала;
их, как и δ, нельзя найти непосредственно из уравнений диффузии.

Подставляя химический потенциал из (4) в новое условие, например, для вещества 1 получим:

g
10
+RTm1

−1ln
(
C1

Aγ1
A
(
Cl

A
))
−g

10
−RTm1

−1ln
(
C1

Bγ1
B
(
Cl

B
))

=
β1

Ds1
X

или

C1
A=C1

B γ1
B

γ1A
exp

[
m1β1

Ds1RT
X

]
.

Подобные экспоненциальные условия для разрыва концентраций на границе связывают с явлением плохой
смачиваемости. В этом случае коэффициент β1 должен быть пропорциональным коэффициенту поверхностного
натяжения σ. Тогда для соблюдения размерности в коэффициенте β1 должна появиться плотность. Поскольку
простейшие соображения не дают информации о том, плотность какого из материалов должна тут фигурировать,
условно примем ρ=ρAC1

A+ρBC1
B , или еще проще ρ=(ρA+ρB)/2. В результате найдем:

C1
A=C1

B γ1
B

γ1A
exp

[
m1σ

Ds1RTρ
X

]
.

При условии
m1σ

Ds1RTρ
≪1 из (14) имеем:

C1
A=C1

B γ1
B

γ1A

[
1+

m1σ

Ds1RTρ
X

]
,

что в пределе (при выравнивании концентраций в каждой фазе) приведет к условию (10).
В настоящей работе рассмотрим одномерную задачу о диффузионном взаимодействии двух контактирующих

материалов через плоскую границу раздела с условиями двух типов:
– выражения (9)–(12) (тип I);
– выражения (9), (11), (14) (тип II).
В начальный момент времени распределения концентраций в слоях считаем заданными. Размеры областейA иB
принимаем равнымиR иH соответственно. На внешних границах источники и стоки компонентов отсутствуют.

В такой постановке задача соответствует металлам, неограниченно растворимым друг в друге в твердом
состоянииилиразнымматериалам, концентрациилегирующихэлементов в которыхнижепределов растворимости.

4. Описание алгоритма

Для численного решения одномерной задачи с условиями на границе раздела типа I и II используем разделение
по компонентам и трехточечную неявную разностную схему, которая является абсолютно устойчивой. Схема
имеет первый порядок аппроксимации по времени и второй по пространственной координате. Описанный ниже
алгоритм можно обобщить для схемы Кранка–Николсон и схемы с весами, которые имеют более высокий порядок
аппроксимации по пространственной координате [65, 66].
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Дискретные аналоги одномерных уравнений диффузии примут вид:

Y A
1,i−Y̆ A

1,i

∆t
=DA

11

Y A
1,i+1−2Y A

1,i+Y A
1,i−1

hA
2

+DA
12

Y̆ A
2,i+1−2Y̆ A

2,i+Y̆ A
2,i−1

hA
2

;

Y A
2,i−Y̆ A

2,i

∆t
=DA

21

Y̆ A
1,i+1−2Y̆ A

1,i+Y̆ A
1,i−1

hA
2

+DA
22

Y A
2,i+1−2Y A

2,i+Y A
2,i−1

hA
2

и
Y B
1,i−Y̆ B

1,i

∆t
=DB

11

Y B
1,i+1−2Y B

1,i+Y B
1,i−1

hB
2

+DB
12

Y̆ B
2,i+1−2Y̆ B

2,i+Y̆ B
2,i−1

hB
2

;

Y B
2,i−Y̆ B

2,i

∆t
=DB

21

Y̆ B
1,i+1−2Y̆ B

1,i+Y̆ B
1,i−1

hB
2

+DB
22

Y A
2,i+1−2Y A

2,i+Y A
2,i−1

hB
2

.

Здесь∆t—шаг по времени; hA, hB —шаги по координате, разные для разных материалов; Y s
k,i —разностные

аналоги концентраций Cs
k в точках с номером i; s = A,B; k = 1,2; Y̆ A

1,i, Y̆
A
2,i, Y̆

B
1,i, Y̆

B
2,i — концентрации с

предыдущего шага по времени.
Далее каждое уравнение приводится к виду:

As
k,iY

s
k,i−1−Cs

k,iY
s
k,i+Bs

k,iY
s
k,i+1=−F s

k,i,

где s=A,B, k=1,2.Чтобы не загромождать текст, формулы для коэффициентов не приводим.
При решении задачи применим левый вариант метода прогонки, в соответствии с которым

Y s
k,i=ξsk,iY

s
k,i−1+ηsk,i,

где по-прежнему s=A,B, k=1,2 и

ξsk,i=
As

k,i

Cs
k,i−Bs

k,i ·ξsk,i+1

, ηsk,i=
Bs

k,iη
s
k,i+1+F s

k,i

Cs
k,i−Bs

k,i ·ξsk,i+1

.

Внешние граничные условия аппроксимируем стандартным способом. Особенность возникает при аппроксимации
условий на границе раздела материалов, так как здесь существует по две концентрации каждого из компонентов.
Продемонстрируем это для условий типа I и компонента 1.

Пусть границе раздела соответствует номер i∗. Представим концентрации компонента 1 в точках i∗−1 и i∗+1
(то есть слева и справа от границы раздела) в виде рядов Тейлора относительно концентраций в некоторой точке i∗:

Y A
1,i∗−1=Y A

1,i∗−
(
∂Y A

1

∂x

)
i∗
hA+

(
∂2Y A

1

∂x2

)
i∗

hA
2

2
;

Y B
1,i∗+1=Y B

1,i∗+

(
∂Y B

1

∂x

)
i∗
hB+

(
∂2Y B

1

∂x2

)
i∗

hB
2

2
.

Вторые производные найдем из самих дифференциальных уравнений, очевидно, справедливых для этой точки:

∂2Y A
1

∂x2
=

1

DA
11

(
∂Y A

1

∂t
−Dp

12

∂2Y̆ A
2

∂x2

)
;

∂2Y B
1

∂x2
=

1

DB
11

(
∂Y B

1

∂t
−DB

12

∂2Y̆ B
2

∂x2

)
.

Это приведет к соотношениям:

Y A
1,i∗−1=Y A

1,i∗

[
1+

hA
2

2∆tDA
11

]
−
(
∂Y A

1

∂x

)
i∗
hA−

hA
2

2

1

DA
11∆t

(
Y̆ A
1,i∗+∆tDA

12

(
∂2Y̆ A

2

∂x2

)
i∗

)
, (15)

Y B
1,i∗+1=Y B

1,i∗

[
1+

hB
2

2∆tDB
11

]
+

(
∂Y B

1

∂x

)
i∗
hB− hB

2

2

1

DB
11∆t

(
Y̆ B
1,i∗+∆tDB

12

(
∂2Y̆ B

2,i∗

∂x2

)
i∗

)
. (16)

Далее, используя первое условие (13):

Y A
1,i∗=Y B

1,i∗−
δ

Ds1

(
Dp

11

∂Y A
1

∂x
+DA

12

∂Y̆ A
2

∂x

)
, (17)



Повернов С.Е., Князева А.Г. Некоторые сопряженные диффузионные задачи... // Вычисл. мех. сплош. сред. 2025. Т. 18(4) 457

из (15), (16) получим:

(
∂Y A

1

∂x

)
i∗
=

Y B
1,i∗

(
1+

2DA
11∆t

hA
2

)
− δDA

12

Ds1

(
1+

2DA
11∆t

hA
2

)(
∂Y̆ A

2

∂x

)
i∗

− 2DA
11∆t

hA
2

Y A
1,i∗−1−Y̆ A

1,i∗−∆tDA
12

(
∂2Y̆ A

2

∂x2

)
i∗

2DA
11∆t

hA

[
δhA

2Ds1∆t

(
1+

2DA
11∆t

hA
2

)
+1

] ,

(
∂Y B

1

∂x

)
i∗
=

Y B
1,i∗+1−Y B

1,i∗

[
1+

hB
2

2∆tDB
11

]
hB

+
hB

2

1

DB
11∆t

(
Y̆ B
1,i∗+∆tDB

12

(
∂2Y̆ B

2,i∗

∂x2

)
i∗

)
.

Подставляем найденные градиенты в граничное условие (9)

DA
11

∂Y A
1

∂x
+DA

12

∂Y̆ A
2

∂x
=DB

11

∂Y B
1

∂x
+DB

12

∂Y̆ B
2

∂x

и группируем слагаемые. В результате придем к выражению:

A∗Yk,i∗−1−C∗Yk,i∗+B∗Yk,i∗+1=−F∗,

где

A∗=
2DA

11∆t

hA
2

, B∗=
2DB

11∆t

hB
2

1

∆t

hB

2
Ω1,

C∗=

(
1+

2DA
11∆t

hA
2

)
+

(
1+

2DB
11∆t

hB
2

)
1

∆t

hB

2
Ω1,

F∗=
∨

Y A
1,i∗+

∨
Y B
1,i∗

hB

2∆t
Ω1+DB

12

hB

2
Ω1

∂2
∨
Y B
2

∂x2


i∗

+∆tDA
12

∂2
∨
Y A
2

∂x2


i∗

+

+DB
12

∂
∨
Y B
2

∂x
Ω1+

∂
∨
Y A
2

∂x


i∗

·
[
δDA

12

Ds1

(
1+

2DA
11∆t

hA
2

)
−DA

12Ω1

]
, (18)

Ω1=
2∆t

hA

[
δhA

2Ds1∆t

(
1+

2DA
11∆t

hA
2

)
+1

]
.

Для компонента 2 все действия аналогичны.
Вторые производные с нижнего слоя определяем по известным значениям концентраций со вторым порядком

аппроксимации.
В итоге прогонка сводится к следующему. Сначала рассчитываем коэффициенты (AB

k,i,C
B
k,i,B

B
k,i,F

B
k,i) и

прогоночные коэффициенты в областиB. Дойдя до точки i∗ вычисляем коэффициенты по формулам вида (18)
и находим:

ξk,i∗=
A∗

C∗−B∗ ·ξBk,i∗+1

; ηk,i∗=
B∗η

B
k,i∗+1+F∗

C∗−B∗ ·ξBk,i∗+1

.

Далее рассчитываем все коэффициенты для областиA.
В обратном направлении (обратная прогонка) при переходе через границу раздела концентрацию в точке

i∗ для областиB пересчитываем из граничных условий вида (17).
Для иллюстрации особенностей модели с неидеальным контактом используем величины коэффициентов,

соответствующихпопорядкуэкспериментальнымиз[67].Ксожалению,сведенияпоперекрестнымдиффузионным
коэффициентам в литературе практически отсутствуют или содержатся в недоступных базах данных. Выбранные
для примеров величины коэффициентов переноса близки к коэффициентам диффузии металлов друг в друге (по
порядку) при температурах, когда диффузия становится заметной. Однако информация у разных авторов может
существенно различаться, тем более, если речь идет о диффузии в многокомпонентных сплавах. Применение
алгоритма к задачам диффузии, отвечающим конкретным условиям эксперимента, может быть полезным,
аналогично [53], для оценки коэффициентов.

Сходимость описанного алгоритма проверяли, изменяя число разбиений расчетных областей (число точек
разностной сетки в слоях). Примеры представлены в таблице, где nA и nB —число точек в областиA и В, шаг
по времени составлял:∆t=0.02 с. Границе раздела соответствует точка x=0. При исследовании сходимости
приняты коэффициенты диффузии: DA

1,1 = DA
2,2 = DB

1,1 = DB
2,2 = 10−3 см2/с; перекрестные коэффициенты
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Таблица. Результаты расчетов концентраций компонента 1

Количество точек
Координата x, см ОбластьA ОбластьB

–0.075 –0.05 –0.025 0.025 0.05 0.075

nA=nB=0.5 0.063 0.08 0.09 0.177 0.234 0.277

nA=nB=10 0.085 0.099 0.122 0.206 0.259 0.297

nA=nB=25 0.102 0.120 0.147 0.231 0.278 0.313

nA=nB=50 0.108 0.128 0.157 0.240 0.285 0.319

nA=nB=100 0.114 0.135 0.166 0.247 0.291 0.324

nA=nB=200 0.116 0.138 0.170 0.250 0.295 0.326

полагали равными нулю. В начальный момент времени концентрации в областях A и В составляли: Y A
1,0=0.5;

Y A
2,0=0; Y B

1,0=0; Y B
2,0=0.5.

Из таблицы следует, что при фиксированном значении шага по времени и увеличении количества разбиений
расчетной области решение стремится к некоторому предельному значению, а это указывает на сходимость
численного решения при уменьшении шага по пространству. Фактически рисунок 1 иллюстрирует результаты,
приведенные в таблице. Глядя на рисунок также можно заметить, что с уменьшением шага по пространству
кривая становится более гладкой.

На корректность решения указывает выполнение закона сохранения масс. Для каждого момента времени
количество вещества в системе остается одинаковым для любых вариантов расчетов. В качестве тестов выполнены
расчеты с одинаковыми коэффициентами диффузии в разных материалах; задавались разные начальные
распределения в материалах при идеальном контакте; принимались нулевые перекрестные коэффициенты
диффузии. Во всех этих вариантах наблюдаются физически верные результаты. Дополнительным тестом
можно считать задачу диффузии с симметричными начальными условиями и одинаковыми коэффициентами
диффузии в разных материалах. В результате перераспределения концентраций всегда приходим к симметричным
распределениям.

Заметим, что термодинамических ограничений недостаточно для получения физически корректных решений
задач теории многокомпонентной диффузии. Положительная определенность матрицы коэффициентов Lki

не означает положительную определенность матрицы коэффициентов диффузии. Эта проблема обсуждается
в литературе много лет [68–73], но до сих пор остается открытой. При решении конкретных задач найденные
в литературе диффузионные коэффициенты не всегда удовлетворяют условиям корректности.

Далее для иллюстраций принято:R=H=0.1 см; nA=400; nB=400.
На рисунке 2 представлено решение задачи с симметричными начальными условиями Y A

1,0 = 0.5; Y A
2,0 = 0

и Y B
1,0=0; Y B

2,0=0.5 для областейA и В и коэффициентами диффузии:DA
1,1=DA

2,2=DB
1,1=DB

2,2=10−3 см2/с.
Перекрестные коэффициенты приняты равными нулю.

Решениятестовыхзадач сдругиминачальнымиусловиямиитемижекоэффициентамидиффузиипредставлены
на рисунке 3. Начальным распределениям соответствуют горизонтальные линии 1. Очевидно, что начальное
распределение оказывает влияние на перераспределение концентраций. О сохранении массы говорит равенство
площадей под кривыми 1 и 6 для каждого из диффузантов.

Рис. 1. Распределения концентраций в материале при
наличии неидеального контакта (δ = 10−2) в момент
времени t= 20 с; кривые представлены для компонента,
диффундирующего толькоиз одной области;N=nA+nB –
общее узлов расчетной области

Рис. 2. Распределения концентраций при различных
начальных условиях в разные моменты времени t, с:
0 (кривая 1); 5 (2); 10 (3); 20 (4); 30 (5); 59 (6);
компоненту 1 соответствуют пунктирные линии,
компоненту 2 – сплошные линии
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(a) (б)

Рис. 3. Распределения концентраций в разные моменты времени t, с: 0 (кривая 1); 5 (2); 10 (3); 20 (4); 30 (5); 59 (6)
при различных начальных условиях в областях иB: Y A

1,0=0.5, Y A
2,0=0.1, Y B

1,0=0, Y B
2,0=0.35 (а); Y A

1,0=0, Y A
2,0=0.4,

Y B
1,0=0.2, Y B

2,0=0 (б); компоненту 1 соответствуют пунктирные линии, компоненту 2 – сплошные линии

5. Результаты расчетов

Ниже представлены иллюстрации для двух вариантов начальных распределений концентраций. Начальным
распределениям соответствуют горизонтальные линии 1. Результаты расчетов показывают, что неидеальный
контакт между материалами оказывает существенное влияние на распределение концентраций в окрестности
границ раздела. Для рисунка 4 принято:DA

1,1=DA
2,2=DB

1,1=DB
2,2=10−3 см2/с, а перекрестные коэффициенты

равны нулю.
Видим, что неидеальный контакт между двумя материалами приводит к появлению разрыва в концентрациях,

который с течением времени стремится к нулю. Кроме того, при наличии диффузионного сопротивления
замедляется процесс диффузии и затягивается установление равновесного распределения концентраций в

(a) (б)

(в) (г)

Рис. 4. Распределения концентраций в материалах A (а, б) и B (в, г) при идеальном, δ = 0, (а, в) и неидеальным,
δ=1.5·10−2, (б, г) контакте в разные моменты времени t, с: 0 (кривая 1); 5 (2); 10 (3); 20 (4); 30 (5); 59 (6) при различных
начальных условиях для концентраций: Y A

1,0=0.2, Y A
2,0=0.3, Y B

1,0=0.1, Y B
2,0=0 (а, б); Y A

1,0=0.5, Y A
2,0=0, Y B

1,0=0,
Y B
2,0=0.5 (в ,г); компоненту 1 соответствуют пунктирные линии, компоненту 2 – сплошные линии
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системе. Результат аналогичен для любых вариантов начальных распределений.
Установление связи между величиной контактного сопротивления, коэффициентами поверхностной

диффузии, структурой поверхностей и явлением смачивания представляет собой отдельную задачу.
При наличии перекрестных коэффициентов диффузии происходит изменение формы кривых концентраций

(Рис. 5): различие перекрестных коэффициентах является причиной нарушения симметрии в распределениях даже
при симметричном начальном распределении. Замечено замедление процесса выравнивания концентраций для
заданного набора коэффициентов диффузии:DA

1,1=10−3;DA
1,2=5·10−4;DA

2,1=10−4;DA
2,2=10−3;DB

1,1=10−3;
DB

1,2=10−4;DB
2,1=5 ·10−4;DB

2,2=10−3 см2/с. Неидеальный контакт влияет на распределение концентраций
аналогично предыдущему варианту, т.е. приводит к появлению разрыва в концентрациях.

(a) (б)

(в) (г)

Рис. 5. Распределения концентраций в материалах A (а, б) и B (в, г) при идеальном, δ = 0, (а, в) и неидеальным,
δ=1.5·10−2, (б, г) контакте в разные моменты времени t, с: 0 (кривая 1); 5 (2); 10 (3); 20 (4); 30 (5); 59 (6) при учете
перекрестных диффузионных потоков; Y A

1,0=0.2, Y A
2,0=0.3, Y B

1,0=0.1, Y B
2,0=0 (а, б); Y A

1,0=0.5, Y A
2,0=0, Y B

1,0=0,
Y B
2,0=0.5 (в, г); компоненту 1 соответствуют пунктирные линии, компоненту 2 – сплошные линии

(a) (б)

Рис.6.РаспределенияконцентрацийвматериалахA (а,б)иB (в,г)вразныемоментывремениt, с:0(кривая1);1(2);10(3);
30 (4); 30 (5); 59 (6) приучетеразличныхперекрестныхдиффузионныхпотоков:Dp

1,2=Dp
2,1=Dm

1,2=Dm
2,1=10−3 см2/с

(штриховыелинии);Dp
1,2=Dm

1,2=3·10−3,Dp
2,1=Dm

2,1=10−3 см2/с (точечныелинии); сплошныелиниисоответствуют
нулевым перекрестным коэффициентам; Y A

1,0 =0.4, Y A
2,0 =0, Y B

1,0 =0, Y B
2,0 =0.4 (а); Y A

1,0 =0.3, Y A
2,0 =0.2, Y B

1,0 =0,
Y B
2,0=0 (б)
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Непосредственно влияние перекрестных коэффициентов диффузии проиллюстрировано на рисунке 6, при
этом диагональные коэффициенты были следующими:DA

1,1=DA
2,2=DB

1,1=DB
2,2=5·10−3 см2/с. Перекрестные

коэффициенты диффузии варьировались. Их изменение по–разному сказывается на ускорении и/или замедлении
диффузии.

6. Выводы

Таким образом, в работе описаны возможные варианты граничных условий для сопряженных диффузионных
задач при наличии неидеального контакта между материалами. Показано, что в рамках термодинамики получает
обоснование условие с экспоненциальной зависимостью разрыва в концентрациях от температуры. Разработан
алгоритм численного решения задачи, основанный на покомпонентном разделении уравнений и неявной
разностной схеме. Показана сходимость алгоритма на примере диффузии в окрестности границы раздела
материалов разного начального состава.

Проиллюстрировано, что следствием неидеального контакта является разрыв в концентрациях на границе
раздела, который с течением времени стремится к нулю. Перекрестные коэффициенты диффузии изменяют
форму концентрационных кривых, но не влияют на качественное поведение концентраций, связанное с наличием
неидеального контакта между материалами.

Предложенный алгоритм и варианты граничных условий применимы для решения как изотермических, так и
неизотермических диффузионных задач, встречающихся при соединении и синтезе новых материалов. Возможно
обобщение алгоритма на задачи с коэффициентами диффузии, зависящими от состава и от температуры. При
достижении пределов растворимости элементов в материалах возможно появление новых фаз. Учет этого факта
приведет к задачам с дополнительными границами раздела, положение которых будет зависеть от времени.
Условие неидеальности на контакте разных материалов будут оказывать влияние на динамику роста фаз. На
основе решения подобных задач возможна оценка механических напряжений, связанных с изменением состава.
Напряжения, в свою очередь, могут оказывать влияние на диффузионные процессы.

Работа выполнена по Программе фундаментальных научных исследований ИФПМ СО РАН, проект
FWRW–2022–0003.
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Research article

Some coupled diffusion problems for ternary systems

S.E. Povernov1,2, A.G. Knyazeva1,2

1 National Research Tomsk State University, Tomsk, Russian Federation
2 Institute of Strength Physics and Materials Science SB RAS, Tomsk, Russian Federation

Diffusion plays an important role in creating of new composite materials because it and accompanying phenomena participate in the
formation of so-called transition layers. This paper presents possible boundary conditions for diffusion problems involving non–ideal
contact between materials. A discontinuity in concentrations is also possible in the presence of ideal contact, due to differences in
the mobilities of elements in different materials. Non–ideal contact leads to singularities in the boundary conditions, which may be
due to various physical causes and leads to the concept of diffusion resistance at the boundary. It is shown that, within the framework of
thermodynamics, the condition with an exponential dependence of the discontinuity in concentrations on temperature is substantiated.
An algorithm for numerically solving the conjugate diffusive problem was developed based on component–wise separation of equations
and an implicit second–order difference scheme, which is analogous to separation by physical processes. The boundary conditions
were also approximated to second order using a Taylor series representation of the unknown quantities over small spatial steps (different
for different regions) in the vicinity of the boundary. Using the problem of concentration redistribution between two materials as
an example, the convergence of the algorithm and the consistency of the resulting concentration distributions at different points in time
are illustrated. The parameters chosen for illustrations comply with thermodynamic constraints. Diffusion resistance at the interface
between materials affects the concentration distribution and the rate at which equilibrium is established. Cross–diffusion coefficients
do not alter the qualitative influence of imperfect contact on concentration redistribution. Such problems and the proposed algorithm
can be useful in modeling the synthesis of composite materials, as well as in problems involving welding, soldering, and coating.
Keywords: multicomponent diffusion, implicit finite–difference scheme, concentration profiles, non–ideal contact
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