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Проводится численное моделирование вынужденного магнитогидродинамического (МГД) течения в канале в условиях
характерных для значений магнитного числа Рейнольдса, сопоставимым или существенно превышающим 1. Безразмерные
параметры задачи, по которым проводится верификация, соответствуют режимам течения, которые характеризуются сложным
МГД-взаимодействием потока и магнитного поля. Целью работы является верификация и анализ как производительности, так и
точности программных пакетов численного моделирования COMSOLMultiphysics, ANES, OpenFOAM и Elmer применительно
к двум разным формулировкам рассматриваемой задачи: одна из них записывается в терминах индуцированного магнитного
поля, а другая— в терминах векторного магнитного потенциала. Результаты авторских расчетов сравниваются с данными
приближенного аналитического решения при одномерной постановке и с имеющимися в литературе результатами других
авторов. Сопоставление информации свидетельствует о ключевой роли нелинейного члена в уравнении движения, который
корректно моделирует явление кризиса гидравлического сопротивления при смене режима течения— при переходе течения
Гартмана в течение Пуазейля. Пренебрежение же этим членом приводит к существенным погрешностям в представлении,
особенно нестационарного течения Пуазейля. Вычислительные эксперименты как авторов, так и известные из литературных
источников, показывают, что модели всех опробованных в данной работе программных пакетов способны воспроизводить
основные закономерности течения, однако наибольшая точность достигается при строгом соблюдении критерия Куранта.
Особенно близкие к опубликованным значения в режимеПуазейля демонстрируетмодель, реализованная вOpenFOAM.Сточки
зрения вычислительной эффективности наилучшими показателями обладают системы OpenFOAM (с открытым исходным
кодом) и свободно распространяемая ANES, реализованные на основе метода конечных объемов. Конечно-элементные
модели пакетов COMSOL и Elmer характеризуются более продолжительным расчетным временем и меньшей эффективностью
распараллеливания.Исходя из полученных результатовможно выбирать программные пакеты, наилучшимобразомподходящие
для численного моделирования конкретных нестационарныхМГД-течений в задачах термоядерного синтеза.
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1. Введение

Развитие термоядерных реакторов, например, использование в конструкции бланкетов-размножителей,
предназначенных для воспроизводства трития, порождает новые вызовы в изучении магнитогидродинамических
(МГД) процессов в жидких металлах, таких как литий (Li) или его сплавы со свинцом (PbLi) [1, 2]. Существенный
задел в этой области сделан в исследовании МГД-эффектов в постоянных сильных магнитных полях [3, 4].
Численное моделирование таких систем часто проводится в рамках «безындукционного МГД приближения»,
при котором индуцированное магнитное поле b пренебрежимо мало в сравнении с приложенным внешнимB0.
Большинство задач, связанных с моделированиемМГД-эффектов в термоядерных реакторах, характеризуются
значениями магнитного числа Рейнольдса Rem =U0L/λ в диапазоне от 1.3×10−4 до 1.7×10−1 [1, 2] (здесь
U0 — масштаб скорости, L — линейный масштаб, λ = (σµ)−1 — коэффициент магнитной диффузии, где
σ — электропроводность, µ — абсолютная магнитная проницаемость). Верхняя граница применимости
«безындукционного приближения» оценивается величинойRem∼0.1 [1, 2], что позволяет использовать его для
математической постановки задач [3].

Для обеспечения надежной и безопасной эксплуатации термоядерных реакторов необходимо подвергать
анализу не только установившиеся, но и переходные режимы работы. Одним из наиболее критичных переходных
процессов является срыв плазмы (plasma disruption), который представляет собой быструю потерю магнитного
удержания, сопровождающуюся резким падением температуры (thermal quench) и последующим стремительным
затуханием тока плазмы (current quench) [5–7]. Этот процесс, развивающийся на временном масштабе τ
порядка десятков миллисекунд, порождает интенсивные импульсные электромагнитные поля. Быстрое затухание
тороидального тока плазмы приводит к резкому изменению полоидальной компоненты магнитного поля,
амплитуда которого может достигать значенийB0≈1 Тл [8].

Изменение полоидального магнитного поля приводит к возникновению вихревых токов в проводящих
элементах реактора, например, в бланкетах и диверторах. Взаимодействие этих токов с основным тороидальным
магнитным полем реактора вызывает появление значительных сил Лоренца. Эти силы создают импульсные
механические нагрузки, которые могут привести к возникновению критических напряжений в элементах
конструкции и оказать существенное влияние на гидродинамику жидкого металла. В таких режимах оценивать
степень влияния индукционных эффектов стоит с помощью отношения скорости нарастания магнитного
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поля γ =B0/τ к характерному значению его диффузии — λ. Тогда магнитное число Рейнольдса Rem = γ/λ
будет достигать десятков единиц и преимущественно выражаться его импульсным воздействием. Применение
численных моделей с использованием безындукционного приближения для воспроизведения процессов в таких
МГД-системах становиться невозможным [9].

В [10, 11] проведены упрощенные оценки поведения потоков проводящей жидкости в быстро меняющихся
силовых полях. В работе [10] найдены аналитические одномерные решения для поля скорости и магнитной
индукции в бесконечном изолированном канале при допущении, что магнитное поле бесконечно затухает.
Влияние экспоненциального затухания его полоидальной компоненты за конечное время τ=60 мс на поведение
потока проводящей жидкости рассмотрено в [11] с существенным упрощением в постановке гидродинамической
части задачи. В [8] на примере течения в каверне с подвижной крышкой (lid-driven cavity) в присутствии сильного
магнитного поля авторы рассматривают нештатные режимы работы токамака, характеризующиеся высокими
значениями магнитного числа Рейнольдса. Им удалось создать численную модель, которая явно учитывает
распространение постоянного магнитного поля во внешнюю среду, окружающую жидкий металл.

Близким направлением является изучение плазмоконтактирующих компонентов (Plasma-Facing
Components— PFC) с жидкометаллическими элементами, например, дивертора с самовосстанавливающимся
жидкометаллическим покрытием, которое защищает конструкционные элементы от экстремально высоких
тепловых нагрузок [12–14]. В [12] исследуется возможность снижения МГД-потерь давления путем подвода
внешнего электрического тока для изменения результирующей силы Лоренца. Данная постановка близка к
рассматриваемойвпредлагаемойвниманиючитателястатьеиз-заналичиядвухкомпонентмагнитногополя,однако
отличается характером распределения плотности тока: ток подводится извне и не имеет вихревой природы как
в случае индуцированных токов. В работах [13, 14] изучается влияние пространственных градиентов магнитного
поля, которые также генерируют вихревые токи, однако во внимание принимаются именно пространственные, а
не временные градиенты, которые по величине значительно меньше, чем в переходных процессах данной работы.

В [15, 16] обсуждаются проблемы, связанные с импульсными проявлениями природы магнитного поля, а
именно его силового воздействия, вызванного резким ростом скорости движения (время нарастания скорости
τ≈80 мс) твердого проводника в постоянном магнитном поле. Авторы заключили, что линейная зависимость
между силой Лоренца и магнитным числом Рейнольдса наблюдается только при малых значенияхRem. В [15]
экспериментально подтверждается наличие переходных эффектов и влияние на силу Лоренца конечных значений
Rem. Роль МГД-эффектов в этих работах не рассматривается, так как объектом изучения являются твердые тела.

Таким образом, ключевыми проблемами исследованияМГД-течений под действием импульсных магнитных
полей являются: отсутствие экспериментальных данных для течений в условиях быстроменяющихся
полей; сложности численного моделирования, требующие решения полной системы уравнений магнитной
гидродинамики; тщательная верификация используемых вычислительных кодов [8], то есть проверка получаемых
с их помощью данных на предмет соответствия проектным спецификациям и стандартам, предъявляемым к
исследуемым объектам.

Цель данной работы состоит в верификации нескольких численных алгоритмов, предназначенных для
моделированияМГД-течений в условиях сильных нестационарных магнитных полей, поскольку предполагается,
что возникающие при этом эффекты будут оказывать заметное влияние на работу бланкетов при срыве плазмы в
реакторе. Проверка кодов осуществляется путем вычислительных экспериментов на классической задаче выноса
магнитного поля, впервые поставленной в работе 1982 года [17]. Задача выбрана по причине опубликованных
результатов ее решения методом прямого численного моделирования (Direct Numerical Simulation — DNS) в
работе [18], в которой выявлено, что существенную роль в поведенииМГД-течений играют эффекты, связанные
с конечным значением магнитного числа Рейнольдса (Rem > 1) и вытеснением магнитного поля из объема
проводящей жидкости.

Далее рассматриваются программные пакеты: коммерческий COMSOL Multiphysics, свободно
распространяемый ANES, а также программное обеспечение с открытым исходным кодом OpenFOAM
и Elmer. Сравниваются результаты, полученные с помощью указанных вычислительных инструментов,
оценивается эффективность счета в каждом из них, обсуждаются особенности используемых в них численных
методов и математических моделей, а также формулируются выводы об эффективности применимости пакетов
для решения поставленной задачи.

2. Постановка задачи

2.1. Основные физические уравнения численной модели

Полная система уравнений МГД, позволяющая описать физические процессы в проводящих жидкостях
при сильных быстро меняющихся полях, включает уравнения сохранения массы (неразрывности), сохранения
импульса и уравнения Максвелла. Для формулировки задачи в размерном виде закон изменения импульса
удобнее записать относительно субстанциональной производной скорости (производной Лагранжа), что
позволит обобщить математическое представление всех рассматриваемых в данной работе численных моделей,
а особенности реализации конкретных программ изложить по отдельности.
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Итак, длянесжимаемойжидкостиуравнения сохранениямассыибаланса импульса, соответственно, имеют вид:

∇·u=0, (1)

ρ
Du

Dt
=−∇p+η∇2u+F. (2)

В уравнениях (1), (2) обозначено: u — векторное распределение скорости; p — давление; ρ — плотность
жидкости; η=ρν —динамический коэффициент вязкости жидкости, где ν —кинематический коэффициент
вязкости;F—объемная сила

F= ixρG+Fem,

состоящая из эквивалентной силы ixρG (где G — постоянное значение градиента давления), вызванной
приложенным постоянным давлением в направлении движения потока (вдоль оси x), и силового воздействия
внешнего магнитного поля на проводящую среду:

Fem=J×B=
1

µ
([∇×B]×B)=− 1

2µ
∇|B|2+ 1

µ
(B·∇)B.

Силовое воздействие электромагнитного поля определяется векторными полями полной магнитной индукции
B=B0+b и плотности тока J :

∂B

∂t
+(u·∇)B=(B·∇)u+λ∇2B, (3)

J=σ(E+u×B). (4)

Уравнение переноса магнитного поля (3) выводится из уравнений Максвелла и обобщенного закона Ома (4).
В численных моделях (3), (4) необходимо дополнить условием:

∇·B=0. (5)

При этом (5) описывает соленоидальность магнитного поля. Решение уравнения (3) дает возможность находить
плотность тока J:

∇×B=µJ. (6)

В таком представлении задачи влияние электрического поля во внимание не принимается (а именно не
учитываются токи смещения).

Введем векторный магнитный потенциал A такой, что B =∇×A и ∇· (∇×A) ≡ 0 , и далее, используя
обобщенный закон Ома в форме (4) и уравнения Максвелла, для плотности электрического тока придем к
соотношению вида:

J=σ

[
−∂A
∂t

+Ee−∇φ+u×∇×A

]
, (7)

где φ — скалярный электрический потенциал. Пренебрегая влиянием внешнего электрического поля Ee и
подставляя (7) в закон Ампера (6), получим для задачиA–φформулировку [19–21]:

∇(∇·A)−∇2A=µσ

[
−∂A
∂t

+u×∇×A−∇φ
]
,

∇2φ=∇·
[
−∂A
∂t

+u×∇×A

]
.

Количество уравнений можно сократить если считать, что ∇φ = 0 или φ = const. К таким допущениям
часто прибегают в задачах, в которых не требуется учитывать электропроводность стенки канала (стенка
«сверхпроводящая» или изолированная) или влияние особенностей геометрии на электрический потенциал. В
таком случае уравнение для векторного магнитного потенциала записывается в виде:

∇(∇·A)−∇2A=µσ

[
−∂A
∂t

+u×∇×A

]
. (8)

Использование в формулировке задачи векторного магнитного потенциала явно накладывает условие
соленоидальности поля (5) и позволяет упростить задание граничных условий для магнитного поля. Функция,
описывающая численное решение дифференциального уравнения для магнитного поля, выраженного через
векторный магнитный потенциал, является более гладкой по сравнению с функцией решения уравнений,
сформулированных относительно магнитной индукции, особенно в областях с резкими изменениями физических
свойств. Это приводит к повышению устойчивости решения системы линейных алгебраических уравнений
(СЛАУ). Кроме того, данный подход в двумерной постановке задачи вместо двух компонент вектора магнитной
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индукции требует нахождения только одной компоненты вектора магнитного потенциала. Потенциал A
определяется с точностью до градиента скалярной величины ψ: A → A+∇ψ. Вследствие этого для ряда
физических задач из решения уравнения (8) следует множество вариаций векторного магнитного потенциала
A. В таких случаях может потребоваться отыскание в явном виде потенциала на границах или его калибровка,
например, калибровка Кулона:∇·A=0. Задача вытеснения магнитного поля при течении электропроводной
жидкости в плоскомМГД-канале в работе [18] сформулирована в двумерной постановке с граничными условиями,
которые исключали необходимость калибровки потенциала.

2.2. Физическая модель

Рассматривается вынужденное течение вязкой, несжимаемой и электропроводной жидкости в плоском канале
высотой 2L и длиной 2π/k под действием постоянного перепада давления и внешнего постоянного во времени
магнитного поля с неоднородной поперечной компонентойB0z=B0cos(kx), гдеB0 —амплитуда приложенного
магнитного поля, k — волновое число, [1/м]. Такие магнитные поля в реальных установках могут быть
индуцированы распределенными токами в катушках с переменным сдвигом фаз в пространстве или постоянными
магнитами с переменной полярностью. Постановка задачи аналогична той, которая использована авторами
работы [18]. Ее схематичное представление содержит рисунок 1. Задача решается в безразмерном виде: x̂=x/L,
ẑ= z/L и t̂= t/τ0, где L—линейный пространственный масштаб задачи, τ0 —временной масштаб. С учетом
этого высота канала составляетH=2, а длина— Lx=2π/(kL)≡2π/κ, где κ=kL—безразмерное волновое
число. В начальный момент времени жидкость покоится: û(t̂0 = 0,x̂,ẑ) = 0. Движение жидкости вызывается
приложенным перепадом давления∆p̂=2π/κ в направлении x. Как отмечено в [18], силовое воздействие вдоль
канала моделируется как объемная сила∇xp̂= F̂x≡{1,0,0}, равномерно распределенная по всему объему канала.

Верхняя стенка 

Нижняя стенка

H=2В
хо

д

В
ы

хо
д

Периодичность: , ,

x

z

Рис. 1.Схема расчетной области и основные параметры модели

В численных моделях авторский подход и
подход в [18] эквивалентны. Однако описание
перепада давления на границах в сочетании
с периодическими граничными условиями для
других переменных в решаемых уравнениях
может привести к противоречиям в процессе
вычислений. Этот момент необходимо учитывать
в применяемой численной модели, а не прибегать
безоговорочно к готовым типовым решениям,
предлагаемым открытыми программными пакетами.

Такая проблема свойственна, например, OpenFOAM—широко известному пакету численного моделирования
гидродинамических процессов.

В данной работе в постановке задачи предполагается периодичность всех физических переменных в
направлении x, то есть по длине канала. На верхней и нижней стенках задается условие прилипания, согласно
которым имеем: для скорости û=0, для давления∇np̂=0.

Распределение приложенного магнитного поля во всем пространстве канала в начальный момент времени в
безразмерном виде опишем так:

B̂(t̂0,x̂,ẑ)=B̂0(x̂,ẑ)=− sin(κx̂)sh(κẑ)

ch(κ)
ix+

cos(κx̂)ch(κẑ)

ch(κ)
iz. (9)

Выражение (9) следует из аналитического решения для магнитного поля неподвижной проводящей среды при
аналогичных рассматриваемым здесь геометрии и граничных условиях. При этом B̂=B/B0, аB0 —масштаб для
индукции магнитного поля, ix и iz —единичные векторы в направлении движения потока (x) и перпендикулярно
стенкам канала (z).

В работе [18] при численном анализе задачи для скоростиU0, времени τ0, давления P0 и электрического тока
J0 используются масштабы, которые определяются следующим образом:

U0=
λ

L2k
, τ0=

λ

L2kG
, P0=ρGL, J0=

σλB0

L2k
.

На основе этих физических масштабов можно получить безразмерные формулировки уравнений для описания
сохранения массы (1), импульса (2), эволюции магнитного поля (3), дополненные законами Гаусса (5) и Ампера (6):

∇·û=0, (10)
∂û

∂t̂
+

1

βκ
(û·∇)û=−∇p̂+ε∇2û+F̂, (11)

∂B̂

∂t̂
+

1

βκ
(û·∇)B̂=

1

βκ

(
B̂·∇

)
û+

1

β
∇2B̂, (12)

∇·B̂=0, (13)
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κ
(
∇×B̂

)
= Ĵ, (14)

в которых û, B̂, Ĵ, p̂—безразмерные векторные поля скорости, магнитной индукции, плотности тока и скалярное
поле давлений соответственно. Силовое воздействие на поток моделируется внешней силой

F̂= ix+F̂em= ix+
1

Q
Ĵ×B̂,

состоящей из постоянного градиента давления в направлении x, равного 1, и электромагнитной силы. Хотя в
большинстве работ, связанных с исследованиемМГД-течений, в посановках задач используются числа подобия
Re,Rem иN, в данной работе для согласования обозначений с работами [17, 18] в уравнениях (10) – (14), введены
безразмерные критерии, по которым и проводится верификация:

ε=
νλ

L4kG
=

ν

U0L
≡ 1

Re
,

β=
L4kG

λ2
=
U0L

λ
≡Rem,

Q=
ρL2kG

σλB2
0

=
Re

Ha2
≡ 1

N
.

Здесь ε— обратное число Рейнольдса; β — магнитное число Рейнольдса; Q— обратное число Стюарта, где
Ha=B0L

√
σ/(ρν)—число Гартмана.

Уравнения системы (10) – (14) в самом общем случае решаются в двумерной нестационарной постановке с
учетом ∂/∂y≡0 на основеA- иB-формулировок задачи.

2.3.B-формулировка

Уравнения системы (10)–(14) записаныдляполнойиндукциимагнитногополя, которуюдляудобства разложим
на приложенную внешнюю (B̂0) и индуцируемую (b̂) составляющие: B̂= B̂0+ b̂. Это упрощает реализацию
граничных условий и, по сравнению с решением для полной магнитной индукции B̂, снижает накопленную ошибку
вычислений. Повышение точности при формулировке системы с использованием индуцируемой составляющей
магнитной индукции b̂, а не полного поля B̂, объясняется структурой матрицы СЛАУ. При представлении с B̂
некоторые члены уравнений (например, вклад внешнего поля B̂0) остаются неявными и находятся численно, что
вносит дополнительную погрешность. Формулировка относительно b̂ позволяет исключить известное поле B̂0 из
неявного оператора и вычислять соответствующие вклады явно до формирования матрицы. В результате неявная
часть системы сужается, и кумулятивная ошибка уменьшается.

Итак, учитывая, что ∂B̂0/∂t̂≡0 и∇2B̂0≡0, перепишем уравнение (12):

∂b̂

∂t̂
+

1

βκ
(u·∇)[B̂0+b̂]=

1

βκ

(
[B̂0+b̂]·∇

)
u+

1

β
∇2b̂. (15)

Граничные условия на стенках при ẑ=±1 для индуцируемого поля сформулируем в смешанном виде: для
z-компоненты магнитной индукции b̂z =0 (условие Дирихле), для x-компоненты ∂z b̂x=0 (условие Неймана).
Граничные условия b̂z =0 и ∂z b̂x=0 моделируют сверхпроводящую стенку. Первое условие (b̂z =0) вытекает
непосредственно из эффектаМейснера (идеального диамагнетизма), запрещающего проникновение магнитного
поля вматериал. Второе условие (∂b̂x/∂ẑ=0—отсутствие градиента тангенциальной компоненты вдоль нормали)
обозначает, что не возникают вихревые токи и, как следствие, что поле никоим образом не проникает вглубь
сверхпроводника. Такие же граничные условия используются в численных моделяхМГД-течений в работах [22,
23] и полностью повторяют граничные условия модели [18], на основе которой проводится верификация.

2.4.A-формулировка

При записи уравнений через векторный магнитный потенциалA вместо уравнения магнитной индукции (12)
получим уравнение для векторного магнитного потенциала, которое в безразмерном виде выглядит так:

∂Â

∂t̂
+

1

βκ
(û·∇)Â=

1

βκ

[(
∇(û·Â)−Â·∇

)
û
]
+

1

β

[
∇2Â−∇(∇·Â)

]
; (16)

масштаб для векторного магнитного потенциала равенB0L. Тогда электромагнитная сила может быть рассчитана
по формуле:

F̂em=
1

Q
Ĵ×B̂=

κ

Q

(
[∇×∇×Â]×[∇×Â]

)
.
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Отметим, что для двумерной постановки обсуждаемой задачи существует только y-проекция безразмерного
магнитного векторного потенциала Â = {0, Ây, 0}; граничные условия для него следуют из равенства
n×Â=n×Â0, имеющего место на твердой границе (ẑ = ±1), где y-компонента приложенного внешнего
векторного магнитного потенциала Â0 определяется из выражения B̂0=∇×Â0 и равна Ây=Â=(1/κ)sin(κx̂).
Данное условие эквивалентно требованию на границе n×B̂=0 и означает отсутствие проникновения магнитного
поля в стенку [22, 23].

2.5. Рассуждения о значениях размерных параметров задачи

В [18] рассматриваются диапазон обратного числа Стюарта Q ∈ [0.1,1.0] и значения аналогов ε= 0.005 и
β=1.0. Такие параметры соответствуют диапазону числа СтюартаN∈ [1.0,10.0], значениям гидродинамического
и магнитного чисел Рейнольдса Re= 200 и Rem = 1.0. Магнитное число Прандтля в этом случае составляет
Pm=ν/λ≡Rem/Re=0.005. Отметим, что значениеPm, например, в жидких металлах на три порядка меньше.
Принятое здесь такое высокоеPm теоретически может отвечать сильно ионизированной плазме. Заметим также,
что гидродинамическое числоRe, определенное в данной задаче по масштабу скоростиU0, согласуется с числом
РейнольдсаRe∗=Re/(3ε)=13333, вычисленным по среднерасходной скорости ⟨U⟩=1/(3ε) и, вообще говоря,
характерно для турбулентного течения в канале, для которого использование при моделировании двумерной
постановки не вполне корректно. Тем не менее результаты стационарных решений для одномерного и двумерного
приближений (см. далее в разделе 3) вполне могут быть применимы к жидкометаллическим средам при условии
β≪Q.

Большинство существующих программных пакетов численного моделирования предполагают размерные
формулировки физических уравнений. Одна из возможностей применения в них безразмерных уравнений
заключается во введении таких значений «псевдофизических» свойств жидкости, при которых уравнения в
размерной форме по виду совпадут с безразмерными. Например, для определения безразмерного числа β=1,
соответствующего магнитному числу Рейнольдса Rem =1, удобно использовать выражение σ=Rem/(U0Lµ)
со значением абсолютной магнитной проницаемости µ=1 Гн/м. В этом случае электропроводность составляет
σ=1 См/м для всего рассматриваемого диапазонаQ. Такой подход часто применяется в оптике, геофизике и
астрофизике [24], а также в тестовых задачах кода, в частности, в тестах OpenFOAM на задаче Гартмана [25].

ЗначениеQ в размерных моделях можно варьировать двумя способами: изменять или плотность ρ согласно
выражению

ρ=B2
0Lσ/(NU0) (17)

при фиксированном в (17) значенииB0=1 Тл, или магнитную индукцию

B0=
√
ρNU0/(Lσ) (18)

при фиксированной в (18) плотности ρ=1 кг/м3. Для ε=0.005 или обратного ему значения числа Рейнольдса
Re=200 кинематическая вязкость равняется ν=U0L/Re=0.005 м2/с для всего рассматриваемого диапазонаQ
при масштабе скоростиU0=1 м/c.

Таблица 1.К сравнению расчетных параметров в диапазоне значений
Q∈ [0.1,1] при двух разных µ

Q
µ=1, Гн/м µ=4π×10−7, Гн/м

N Ha
ρ, кг/м 3 B0, Тл ρ, кг/м3 B0, мТл

0.1 0.1 3.16 79577.5 3.5 10.00 44.7
0.2 0.2 2.24 159154.9 2.5 5.00 31.6
0.3 0.3 1.83 238732.4 2.0 3.30 25.8
0.4 0.4 1.58 318309.9 1.8 2.50 22.4
0.5 0.5 1.41 397887.4 1.6 2.00 20.0
0.6 0.6 1.29 477464.8 1.5 1.67 18.6
0.8 0.8 1.12 636619.8 1.2 1.25 15.8
1.0 1.0 1.00 795774.7 1.1 1.00 14.1

Другой путь прихода к безразмерным
уравнениям заключается в том, что при
исходных безразмерных критериях (например,
ε, Q, β, κ) математической постановке
задачи придается «размерная» форма со
значениями, выраженными в системе СИ, а
затем, после проведения расчета, решение
обратно переводится в безразмерный вид.
Этот прием является более предпочтительным
ввиду возможных особенностей внутренней
архитектуры вычислительных пакетов.
Например, в COMSOL, ANSYS и Elmer по
умолчанию используется значение магнитной
постоянной вакуума µ0=4π×10−7 Гн/м, и

задать«псевдосвойство»µ=1Гн/м,проблематично.ПритомжемасштабескоростиU0=1м/cиµ=4π×10−7 Гн/м
электропроводность будет равняться σ = 7.958 ·105 См/м. В таблице 1 представлены вычисленные значения
параметров для выбранного в задаче диапазона значенийQ и величины соответствующих чисел СтюартаN и
ГартманаHa и двух значений абсолютной магнитной проницаемости µ. Плотность ρ вычислялась согласно (17)
при фиксированномB0=1 Тл, аB0 —по (18) при постоянной плотности ρ=1 кг/м3.

2.6. Явление вытеснения/выноса поля

Перераспределение магнитного поля движущейся в нем проводящей средой— это фундаментальныйМГД-
процесс, который определяется конкуренцией двух эффектов, описываемых уравнением магнитной индукции:
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∂B

∂t
=∇×(u×B)+η∇2B.

Первое слагаемое в правой части— адвективное, изображает математически, как силовые линии магнитного
поля переносятся и деформируются потоком среды, движущимся со скоростью u. В средах с высокой
электропроводностью этот член доминирует и приводит к условию «вмороженности» силовых линий: они
увлекаются потоком. Второе слагаемое— диффузионное, представляет естественное сопротивление магнитного
поля противостоять деформации и сглаживать резкие градиенты путем диффузии. Соотношение адвективных и
диффузионных эффектов характеризуется магнитным числом РейнольдсаRem.

Явление выноса магнитного поля — один из ключевых объектов исследования в области МГД-динамо.
На его основе объясняется самогенерация магнитных полей в планетах, звездах и галактиках. В работах по
теории динамо [26–29] изучается растяжение, скручивание и усиление линий магнитного поля за счет движения
проводящей среды вопреки наличию омической диссипации. Задача, используемая для верификации численных
моделей в данной статье, предполагает рассмотрение взаимодействия внешнего (приложенного) магнитного поля
с движущейся проводящей средой, поэтому учет самогенерации магнитного поля не требуется. Тем не менее,
исследуемыемеханизмы переноса и перераспределениямагнитного поля в ограниченной геометрии актуальны как
для инженерных приложений, так и для теории динамо в приложении к ограниченным областям. Стоит отметить,
что течение в канале принципиально отличается от динамики планетарного или звездного динамо. Тестируемые в
этой статье программы не находят широкого применения из-за особенностей реализации численных методов
в исследованиях МГД-динамо. Например, в [29] авторы при изучении выноса поля в течениях с замкнутыми
линиями тока прибегают к собственному псевдоспектральному методу.

В режимеRem≫1, который рассматривается в данной работе, преобладает адвекция магнитного поля. При
определенных условиях, поток жидкости может «вытеснять/выносить» магнитное поле из областей, в которых
имеет высокую скорость, и концентрировать его в областях с более низкой своей скоростью. Для несжимаемой
жидкости этот процесс обусловливается растяжением и в уравнении индукции (3) описывается членом (B·∇)u.
Данный эффект наиболее выражен в областях с большим градиентами скорости, например, в пограничных
слоях вблизи стенок канала. Обсуждаемая здесь задача в значительной степени отличается от классического
течения Гартмана, когда однородное магнитное поле приложено перпендикулярно потоку в канале [30, 31].
Скорость потока имеет только одну компоненту (допустим, ux) , а у приложенного ортогонально потоку жидкости
равномерного поля (например,Bz) индуцируется также одна компонента, направленная исключительно вдоль
потока (bx). Поскольку индуцированное поле ортогонально приложенному, они не компенсируют друг друга, и
эффект вытеснения в канонической задаче течения Гартмана отсутствует.

В данной статье как приложенное, так и индуцированное магнитное поле являются неоднородными по двум
компонентам. Индуцированное магнитное полеb компенсирует приложенное полеB0, что приводит к вытеснению
полного магнитного поляB в области с наибольшими значениями градиента скорости жидкости в потоке (вблизи
стенок). Под воздействием такихмагнитных полейформируются существенно отличающиеся от течения Гартмана
потоки, которые могут включать например, обратные течения. Такаяформулировка задачи выбрана для сравнения
результатов с существующими работами [17, 18].

3. Одномерное приближение

Следуя рассуждениям работы [17], при условии β≪Q и пренебрежении нелинейными членами в уравнении
(11) обоснуем двумерное стационарное приближение для системы уравнений (10), (11), (13), (14) и (16) в
A-формулировке. Система уравнений имеет следующий безразмерный вид (символ «ˆ», указывающий на
безразмерность величин, далее в тексте опускается):

ux

(
∂A

∂x

)
=κ

(
∂2A

∂x2
+
∂2A

∂z2

)
, (19)

−ε∂
2ux
∂z2

=1− κ

Q

∂A

∂x

(
∂2A

∂x2
+
∂2A

∂z2

)
, (20)

где A— y-проекция безразмерного магнитного векторного потенциала. Для системы (19), (20) имеют место
граничные условия, соответственно, периодические для ux иA в направлении x, а на стенке (при z=±1) ux=0 и
∂A/∂x=−cos(κx).

Магнитный потенциал предлагается искать в виде функции:A(x,z)=(1/κ)Re
(
if(z)eiκx

)
, где i—мнимая

единица. Подстановка этого выражения потенциала в уравнения (19) и (20), а также использование осреднения по
x (в направлении течения) дают систему уравнений в одномерном приближении относительно ux и комплексной
функции f :

−uxIm(f)=Re

(
d2f

dz2
−κ2f

)
, (21)

uxRe(f)=Im

(
d2f

dz2
−κ2f

)
, (22)
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−εd
2ux
dz2

=1− 1

2Q
ux|f |2, (23)

и граничные условия при z=±1:ux=0 и f=1.

3.1. Режимтечения Гартмана (Q≪1)

В случаеQ→0 (Ha→∞) поток тормозится во всей области, то естьU→0. Левые части уравнений (21) и (22)
становятся близкими нулю, следовательно, поток не влияет на магнитное поле. Учтем граничные условия для f , а
это означает, чтоRe(f)=ch(κz)/ch(κ) и Im(f)=0. Тогда, после подстановки решения для f в (23), придем к
уравнению для cкорости

−εd
2ux
dz2

=1− 1

2Q
ux

(
ch(κz)

ch(κ)

)2

при условиях на границе z=±1: ux=0.
Одно из асимптотических приближений уравнения (1) вблизи стенки (z→±1) дает решение в виде течения в

гартмановских слоях с характерным размером порядка δHa∼(2ε)1/2:

ux(z→±1)=2Q

(
1−

ch
[
(2Qε)−1/2z

]
ch
[
(2Qε)−1/2

] ).
Другое асимптотическое приближение уравнения (1) получается, если пренебречь трением вдали от стенки

(ε
d2ux
dz2

→0 при z→0 ):

ux(z→0)=2Q

(
ch(κ)

ch(κz)

)2

.

Таким образом, приближенное решение представляется как

ux(z)≈2Q

([
ch(κ)

ch(κz)

]2
−
ch
[
(2Qε)−1/2z

]
ch
[
(2Qε)−1/2

] ). (24)

3.2. РежимтеченияПуазейля (Q≫1)

При значениях Q→∞ (Ha→ 0) задача (1) вырождается в известное в гидродинамике течение Пуазейля в
канале в отсутствие магнитного поля. Ее решением является поле скорости, выражающееся параболической
зависимостью:ux(z)=(1/2ε)

(
1−z2

)
. В работе [17] сделано аналитическоеуточнение этогорешениядлябольших,

но конечных значенийQ. При выводе авторы пренебрегли диффузией f в продольном направлении течения и
использовали в уравнениях (21) и (22) выражение параболического поля скорости. В итоге для f было получено
дифференциальное уравнение Эйри

d2f

dζ2
=−iζf (25)

при граничных условиях f(ζ=0)=1 и f(ζ→∞)=0, где ζ=ε−1/3(1−z). Решение уравнения (25) имеет вид:

f(ζ)=
Ai(ζe−iπ/6)

Ai(0)
,

где Ai(ω)=
1

π

∞∫
0

ei(t
3/3+ωt)dt—функция Эйри. Окончательное выражение приближенного решения для поля

скорости выглядит так:

ux(z)≈
1

2ε

(
1−z2

)
+

1

εQ
u1, (26)

где u1(ζ)=− 1

2Ai(0)2

ζ ∞∫
ζ

ζ1

∣∣∣Ai(ζ1e−iπ/6)
∣∣∣2dζ1+ ζ∫

0

ζ21

∣∣∣Ai(ζ1e−iπ/6)
∣∣∣2dζ1

, ζ1 —переменная интегрирования.
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3.3. Гидравлическое сопротивление

Для оценки гидравлического сопротивления рассматриваемого течения запишем одномерное нестационарное
уравнение баланса импульса, которое получим интегрированием уравнения (11) для продольной скорости ux по
сечению канала S:

ρ

S

∫
S

(
∂ux
∂t

+
∂u2x
∂x

)
dS=− 1

S

∫
S

(
∂p

∂x

)
dS− 1

Π

∫
Π

τwdΠ+
1

S

∫
S

FxdS,

где Π — периметр твердых стенок канала, τw = ρν(∂ux/∂z)|w — касательные напряжения на стенке. Для
стационарного (квазистационарного) установившегося потока уравнение можно упростить:〈

dp

dx

〉
=−⟨τw⟩

Π

S
+⟨Fx⟩=−⟨τw⟩

L
+⟨JyBz⟩,

где величины в скобках ⟨...⟩ здесь и далее обозначают осреднение по длине канала согласно формуле:

⟨g⟩=Lx
−1

Lx∫
0

gdx. Итак, ⟨dp/dx⟩, ⟨τw⟩, ⟨Fx⟩ — соответственно, средние величины градиента давления,

касательного напряжения на стенке, x-проекции электромагнитной силы. Для касательных напряжений,
определяющих сопротивление трению, обычно используется соотношение:

⟨τw⟩=
ξ

8
ρ⟨U⟩2= Cf

2
ρ⟨U⟩2,

здесь ξ=Cf/4, гдеCf —коэффициент сопротивления трению, ⟨U⟩—среднерасходная скорость потока. При
переходе к безразмерному виду и учете периодических граничных условий вдоль x левая часть уравнения (1)
становится равной (−1), тогда:

1=⟨τ̂w⟩−
1

Q
⟨F̂x⟩.

Спрактической точки зрения интерес представляют значение коэффициента сопротивления трению (Cf ) и полное
гидравлическое сопротивление dp/dx, которые в обсуждаемой задаче зависят от безразмерных параметров ε,Q,
β, κ.

4. Настройка программных продуктов с учетом разработанныхформулировок задачи

Далее проанализируем численную реализацию задачи вытеснения магнитного поля при течении
электропроводной жидкости в плоском МГД-канале с помощью как открытых (OpenFOAM, ANES, Elmer),
так и коммерческих (COMSOL Multiphysics) программ. В программах реализованы численные модели в A-
и B-формулировках задачи распределения магнитного поля. Дискретные аналоги разрешающих уравнений
имеют существенные отличия, так как получаются на основе различных численных процедур (МКО илиМКЭ).
Математические подходы к решению образующихся СЛАУ также отличаются.

4.1. Особенностиформулировок в OpenFOAM

Консервативная дифференциальная форма уравнения изменения импульса

∂u

∂t
+∇·(uu)=−∇pk+ν∇2u+

F

ρ
(27)

используется в OpenFOAM для моделирования течений несжимаемых жидкостей. Уравнение (27) выражается
через кинематическое давление pk=p/ρ и решается численно. Блок-схема основных вычислительных процедур
приведена на рисунке 2.

В реализации программного кода OpenFOAM уравнение (27) представляется через потоки ϕu на гранях ячеек
и не содержит член−∇pk:

∂u

∂t
+∇·(ϕuu)=ν∇2u+

F

ρ
. (28)

Давление учитывается как поправка к импульсу в уравнении (28), и за счет этого обеспечивается выполнение
закона сохранения массы (1). Давление определяется из решения уравнения Пуассона:

∇2pk=−∇[(u·∇)u]. (29)

В OpenFOAM осуществляется совместное решение уравнений для полей скорости и давления на основе
PIMPLE-алгоритма (Pressure–IMplicit with Pressure-Linking Equations) [4, 25, 32]. В этом алгоритме число
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if momentPredictor = True: 

PISO контур

BPISO контур

PIMPLE контур

корректировка поля скорости

Временной контур

корректировка магнитного поля

Запись результатов

Инициализация настроек модели

Рис. 2. Блок-схема процедур вычислительного
модуля в OpenFOAM

расчетных итераций уравнения (28) имеет значение nPIMPLE на
каждом временном шаге. Будем называть этот цикл «PIMPLE-
контур», а итерации этого цикла — «PIMPLE-итерациями». На
каждой PIMPLE-итерации производится nPISO итераций расчета
давления согласно (29) в цикле под названием PISO (Pressure–
Implicit with Splitting of Operators). Количество исполненных
итераций решения уравнения изменения импульса может быть
меньше заданного nPIMPLE при условии достижения невязкой
по давлению и скорости значения, меньшего 10−4. При
необходимости или по желанию уравнение изменения импульса
(28) можно решать численно с явным членом давления ∇pi−1

(со значением с предыдущей итерации) на каждой PIMPLE-
итерации при задании переменной momentPredictor = True.
Последовательность выполнения данной процедуры показана на
рисунке 2.

Расчет магнитной индукции согласно уравнению (15)
производится после окончания работы PIMPLE-цикла. Для этого
по аналогии с процедурами реализации гидродинамической части
численной модели организуется BPISO-контур (PISO-контур
относительно магнитного поля — модификация классического
PISO-алгоритма). Уравнение (15) решается nBPISO раз или до
достижения невязкой значения 10−5 по каждой компоненте
магнитной индукции. На всех BPISO-итерациях магнитная
индукциякорректируетсясогласновыражению(5)nB раз.Отметим,
что верхние индексы со значением (i−1) на блок-схеме рисунка 2
обозначают явное задание данного члена в системе уравнений.

В результате проведенного параметрического исследования
установлены оптимальные значения итерационных параметров численной модели. Таким образом, требуется
произвести nPIMPLE=nBPISO=4 внешних PIMPLE- и BPISO-итераций и совершить nPISO=nB =2 внутренних
итерацийPISOимагнитныхподшаговкорректировки.Даннаяконфигурацияобеспечиваетбалансмеждуточностью
решения (достаточным для достижения сходимости числом итераций) и вычислительной эффективностью
(минимально необходимым числом шагов).

4.2. Особенностиформулировок в ANES

В ANES для построения дискретных аналогов уравнений, математически описывающих исследуемый
физическийпроцесс,используетсяМКО[33]впрограммномисполнениинаязыкеFortranиMPI-распараллеливание
вычислений. Численно на структурных и неструктурных сетках, дискретизирущих расчетную область, решаются
уравнения баланса (переноса) удельной (отнесенной к единице массы) величиныΦ в обобщенной дивергентной
форме:

∂(ρΦ)

∂t
+∇·(ρu⊗Φ−η∇Φ)=Si

Φ+SΦ,

где Si
Φ — внутренние источники (например, градиент давления, если Φ ≡ u), которые рассчитываются

автоматически,SΦ —произвольный источник, с помощью которого можно задать, в частности, электромагнитную
силу Fem = J×B. Применение ANES при исследовании МГД-явлений показывает свою эффективность в
особенности при решении сопряженных задач, что нашло отражение в ряде публикаций последних лет, например,
в [34] и [35].

Процедура решения получающихсяСЛАУ аналогична описанной для пакетаOpenFOAM (см. Рис. 2). Отметим,
что в ANES установлен критерий сходимости по невязке 10−5 для всехΦ-переменных, поэтому на одном шаге
по времени требуется большее количество итераций. Параметры PIMPLE-алгоритма при этом специально не
оптимизируются под решаемую задачу и в данной работе по умолчанию принимаются следующими: nPIMPLE=20
и nPISO=1.

4.3. Особенностиформулировок в Elmer-FEM и Comsol Multiphysics

Elmer-FEM—конечно-элементная программа с открытым исходным кодом, написанная на языке Fortran и
имеющаявсвоейосновепроцедурумультифизическогомоделированияираспараллеливаниепоMPIстандарту [36].
Comsol Multiphtsics— коммерческая, также главным образом конечно-элементная программа, ориентированная
на задачи с мультифизическими процессами. Оба продукта используют конвективную форму записи уравнения
изменения импульса (2):
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ρ

[
∂u

∂t
+(u·∇)u

]
=−∇p+η∇·K+F, (30)

гдеK=
(
∇·u+(∇·u)T

)
—линеаризованный тензор скоростей деформации. В пакете Elmer-FEM нелинейное

слагаемое в уравнении (30) приводится к линейному виду на первых итерациях посредством выражения
(u·∇)u≈(U·∇)u, так как оно обладает более плавной сходимостью, а на последующих— согласно формуле
(u·∇)u≈(U·∇)u+(u·∇)U−(U·∇)U, гдеU—поле скорости жидкости с предыдущей итерации.

В данной работе расчет магнитного поля с использованиеммодели на основеA-формулировки (16) реализован
в обоих пакетах, а модели сB-формулировкой (15)— только в Elmer-FEM.

4.4. Обобщение разработанных численных моделей

Использованные в работе вычислительные инструменты представлены в таблице 2. Они включают шесть
разработанных авторамичисленныхмоделей: по одноймодели встроено вOpenFOAMиCOMSOL, соответственно,
на основеB- иA-формулировок, по две модели (для обеих формулировок) реализовано в ANES и Elmer. Каждая
модель имеет свои особенности при расчете гидродинамики и в процедурах решения дифференциальных
уравнений в частных производных. СЛАУ — результат дискретизации при помощи МКЭ, в COMSOL и
Elmer решаются прямыми методами, а в ANES их метод решения является итерационным (применяется
KIVA—итерационный алгоритм решения СЛАУ в матричном виде [37]) с предобуславливанием ILU, то есть
с преобразованием исходной СЛАУ к виду с улучшенной обусловленностью матрицы. Предобуславливание
повышает эффективность итерационныхметодов решения. ВOpenFOAMуравнение, описывающее поле давлений,
решается также итерационно—методомGAMG (Geometric AlgebraicMulti-Grid) с предобуславливателем Гаусса–
Зейделя [38], а уравнения для поля скорости и магнитной индукции рассчитываются с помощью встроенного в
стандартнуюбиблиотекуOpenFOAMалгоритма smoothSolver для итерационного решенияСЛАУс симметричным
предобуславливанием Гаусса–Зейделя [38].

Таблица 2.Используемые для численного моделирования средства
OpenFOAM COMSOL ANES Elmer

А-формулировка – + + +
В-формулировка + – + +
Постановка 1D – – + –
Постановка 2D + + + +
Метод дискретизации МКО МКЭ МКО МКЭ
Порядок аппроксимации
по времени 2 2 2 2

Порядок аппроксимации
по пространству 1 1 1 1

Метод решения СЛАУ p: GAMG +GaussSeidel
u,b: smoothSolver + symGaussSeidel MUMPS KIVA MUMPS

5. Результаты

Моделирование проведено при значениях β=1, κ=1, ε=0.005 и варьировании параметра Q. В расчетах
с одномерным стационарным приближением (21), (22) и (23), выполненных в A-формулировке в коде ANES,
параметр Q изменялся от 0.001 до 100. При вычислениях в двумерной постановке Q принимал значения из
диапазона от 0.1 до 1.0 во всех кодах (см. Табл. 2). В численных алгоритмах, кроме пакета Elmer, при решении
дифференциальных уравнений использовался адаптивный временной шаг, который рассчитывался на основе
критерияКуранта.Всенестационарныережимырассматривались при временноммасштабе τ0=0...360домомента
выхода на квазистационарный режим. В решенных задачах пространственная дискретизация осуществлялась
на структурной сетке с количеством элементовNx×Nz=129×129, сгущающейся к стенке канала аналогично
подходу, который использован в работе [18].

5.1. Сравнение с одномерным приближением

На рисунке 3 представлены результаты численного решения задачи в одномерной (21)–(23) и двумерной
(10)–(13) постановках и аналитические приближения: (24) для поля скорости (Рис.3а) и (26) для скорости в
центре канала (Рис. 3б). Видно, что в режиме Гартмана (Q=0.1) результаты расчета поля скорости в одномерной
постановке мало отличаются от аналитических приближений. Отклонения наблюдаются лишь в центральной части
канала из-за пренебрежения трением в этой области в аналитическом приближении (24). Результаты вычислений
в одномерной постановке и данные аналитического приближения в режиме Пуазейля (Q= 1.0) различаются
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значительнее. Возможно, на решение для поля скорости влияет пренебрежение диффузией магнитного поля в
продольном направлении, а также использование аппроксимации в уравнении для f (26) только линейных членов.
Графики, полученные в двумерной постановке, как в режиме Гартмана, так и в режиме Пуазейля показывают
еще более серьезное расхождение между найденным численно и рассчитанным аналитически полем скорости
практически по всему поперечному сечению канала. Исключение составляет область вблизи стенки. Зависимость
скорости в центре канала от параметраQ (Рис.3б) демонстрирует существенные отклонения данных расчетов
в одно- и двумерных постановках как друг от друга, так и от аналитических приближений в области развитого
нестационарного течения (Q>0.4). Отметим, что результаты в двумерной постановке являются осреднением
полей вдоль осиx в стационарномслучае (приQ⩽0.4) и дополнительно осредняютсяпо времени внестационарной
задаче (приQ>0.4).
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Рис. 3.Поля скорости (a), скорости в центре канала (б) в одно- (24) и двумерной (26) постановках и аналитические
приближения

Видраспределениякасательныхнапряжений тренияна стенкепоказанна рисунке 4а. Видно, что аналитическое
приближение (24) для режима Гартмана (сплошная линия) неплохо совпадает с результатами расчетов как в
одномерном, так и в двумерном приближениях, что подтверждает адекватность разработанных моделей и,
следовательно, точное описание градиента скорости (см. Рис.3а дляQ=0.1). Для режима Пуазейля ситуация
несколько хуже: удовлетворительное согласование численных результатов и аналитического приближения
достигается лишь приQ⩾10. Как и при оценке скоростей, поля напряжений в двумерной постановке осредняются:
в стационарной случае (приQ⩽0.4) вдоль оси x, в нестационарной задаче (приQ>0.4) — дополнительно по
времени.
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Рис. 4. Сопротивление трению (a) и полное сопротивление (б) в канале как функции параметра Q; сплошной и
пунктирной линиями на фрагменте (б) показано полное сопротивление в задаче Гартмана [39] с изолированными
(непроводящими) и сверхпроводящими стенками

Результаты для полного гидравлического сопротивления, масштабированные на среднерасходную скорость
⟨U⟩=1/(3ε), показаны на рисунке 4б. Здесь же, для сравнения, представлены зависимости гидравлического
сопротивления в задаче Гартмана об одномерном течении в плоском канале с изолированными (∼Ha/Re) и
сверхпроводящими (∼Ha2/Re) стенками при действии поперечного магнитного поля [39]. В режиме Гартмана
(Q<Qc∼0.45) полное сопротивление с увеличениемQ (уменьшением числаHa) снижается в одно- и двумерных
расчетах, но хорошо совпадает в них само с собой и лежит между кривыми сопротивления из задачи Гартмана [39].
При переходе к режиму Пуазейля наблюдается кризис сопротивления— оно резко падает в окрестностиQc и
при дальнейшем нарастанииQ становится меньше и стремится к величине 3ε, соответствующей сопротивлению
трению при ламинарном течении Пуазейля в канале в отсутствие магнитного поля. ПриQ>Qc∼0.45 данные
расчетов в одно- и двумерной постановке уже значительно различаются между собой.

5.2. Обсуждение результатов, полученных с помощью различных кодов. Режимтечения Гартмана

На рисунке 5 изображен установившийся профиль продольной составляющей скорости ux, полученный с
помощью используемых программных пакетов. Корректность профиля можно оценить по приведенным здесь
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Рис. 5. Установившийся профиль продольной составляющей скорости ux при различных значениях параметра Q,
построенный в сечениях x=π (а) и x=π/2 (б); точками показаны результаты из [18], прозрачная область заливки
соответствует максимальным и минимальным рассчитанным значениям

же данным из работы [18]. Видно, что с увеличением параметра Q (то есть, с уменьшением числа Стюарта)
растет не только средняя скорость в канале, но и расхождение между результатами. Это связано с тем, что
нелинейный член в уравнении движения становится более значимым, и, следовательно, требуется корректное
(удовлетворяющее критерию Куранта) описание гидродинамики процесса. Из таблицы 3 следует, что наибольшая
погрешность наблюдается при дискретизации на основе МКО, причем как вB-формулировке (OpenFOAM), так и
вA-формулировке (см. пакет ANES). Это может быть вызвано большей чувствительностью вМКО-решении к
величине временного шага.

Таблица 3.Максимальные отклонения данных численных расчетов от данных из [18]

OpenFOAM COMSOL ANES-A ANES-B Elmer-B
Линия x=π/2

Q=0.1 0.014 0.010 0.009 0.010 0.010
Q=0.2 0.016 0.008 0.008 0.010 0.009
Q=0.3 0.024 0.012 0.013 0.012 0.012
Q=0.4 0.072 0.027 0.075 0.025 0.023

Линия x=π
Q=0.1 0.014 0.018 0.018 0.018 0.018
Q=0.2 0.014 0.017 0.018 0.017 0.018
Q=0.3 0.016 0.016 0.029 0.013 0.014
Q=0.4 0.060 0.024 0.092 0.018 0.021

5.3. Верификация численных моделей в режимеПуазейля

Переход течения проводящей жидкости из режима Гартмана в режим Пуазейля является следствием эффекта
выноса магнитного поля. При больших значениях параметраQ уменьшается интенсивность силового воздействия
магнитного поля на жидкость. Под действием гидравлического давления поток ускоряется, и перенос магнитного
поля течением вдоль канала становится более интенсивным. Это проявляется в том, что линии магнитного поля
отклоняются от центральной области канала, группируются у его стенок, формируются их новые замыкания.
Влияние силы Лоренца в центре канала становится пренебрежимо малым по сравнению с силами гидравлического
давления, что в свою очередь вызывает ускорение потока в этой области. На рисунке 6 представлены профили
скорости для режима Пуазейля. При этом время перехода к развитому потоку в режиме Пуазейля tp слабо зависит
от значения Q и в большей степени определяется точностью решения по применяемой численной модели на
каждом временномшаге. Характерное время установления режима Пуазейля составляет порядка 50τ0 временных
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Рис. 6.Усредненные во времени профили скорости ū в центре канала (расчетные и данные из работ [17] и [18]) (а);
среднерасходная скорость ⟨ux⟩ какфункция времени (б); профили скорости ū с нанесенными диапазонами отклонений
от данных из работы [18] (в)
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масштабов (см. Рис. 6б), что соответствует 50 с. Точность вычисления времени tp зависит от корректности
разрешения уравнений поля на каждом временном шаге, особенно, если в используемом алгоритме шаг по
времени адаптивный, как, например, в PIMPLE. Важно контролировать невязки получаемых физических полей во
избежание потребности в искусственном изменении времени перехода tp. В данной работе невязки у всех полей
не превышали 10−4, что обеспечило достаточную точность расчетов.

Рисунок 6а показывает усредненные во времени профили скорости течения электропроводной жидкости в
плоскомМГД-канале, вычисленные в пакете COMSOLMultiphysics для двух вариантов моделирования: с учетом
нелинейного члена (∇·u)u в уравнении импульса (30) (величины на рисунке обозначены согласно документации
Comsol) и без его учета. Для сравнения приведены данные из работ Камкара [17] и Бандару [18] (см. кривые KM82
и Bandaru2015) для значенийQ=0.6,0.8,1.0. Усреднение скорости выполнено по формуле:

ū=
1

10τ0

ts+10τ0∫
ts

ux
∣∣
x=π

dt,

где ts≫50τ0 —момент выхода течения на режим Пуазейля. Интегрирование проведено на интервале десяти
временных масштабов (10τ0).

Выяснилось, что при исключении нелинейного члена значения скорости существенно завышаются и
приближаются к результатам [17], а с учетом нелинейного члена скорости снижаются и согласуются с данными
[18]. Как отмечают авторы [18], отсутствие нелинейного члена в одномерноймодели [17] приводит к значительным
погрешностям в режиме Пуазейля. Интересно, что аналогичные работе [17] данные даютМКЭ-модели (COMSOL,
Elmer) с учетом нелинейного члена, когда временной шаг превышает ограничение числа КурантаC<1. Однако в
МКО-моделях нарушение условия Куранта неизбежно приводит к расходимости решения.

Таблица 4. Максимальные отклонения
значений ux, рассчитанных в Comsol,
OpenFOAM иANES дляQ={0.6,0.8,1.0}

Q OpenFOAM Comsol ANES
0.6 0.998 1.284 1.33
0.8 0.640 0.838 2.73
1.0 0.606 0.949 4.741

Сравнительный анализ временной эволюции средней скорости
потока выявил систематическое завышение значений, отвечающих
модели COMSOL Multiphysics, по сравнению с OpenFOAM, но не
превышающее 5%. Для комплексной оценки точности разработанных
численных моделей на рисунке 6в представлены профили скорости
ux в сечении x = π, закрашенная область отражает отклонения
между максимальными и минимальными значениями, полученными
с помощью численных моделей и пакетов OpenFOAM, COMSOL и
ANES. Наблюдается незначительное увеличение разброса площади
доверительной области с ростом параметра Q. Максимальные
отклонения модельных данных от значений Бандару представлены в таблице 4. Стоит отметить, что наиболее
близкие к результатам Бандару значения показывает модель OpenFOAM, хотя при гартмановских режимах
наиболее близкое соответствие данным Бандару демонстрирует модель ANES.

Количественная оценка воспроизводимости магнитного поля численными моделями выполнена путем
сравнения распределения магнитной индукции bz вдоль центральной линии канала, рассчитанной в OpenFOAM
и взятой из работы [18], при Q=0.5 для моментов времени t=0,3,15.5,37 с (Рис. 7а). Наблюдается хорошее
соответствие полученных результатов. Дополнительно проведена оценка поведения во времени интегрального

параметра — средней магнитной энергии вдоль канала: ⟨EB⟩=L−1
x

Lx∫
0

(b2x+b
2
z)dx. Ее временные зависимости

(Рис. 7б) демонстрируют рост расхождения до 4% к моменту t=37 с, что связано, вероятнее всего, с различиями
в подходах к коррекции поля (5) и оцифровке данных из [18] для их использования в данной работе. Однако
выявленное расхождение не будет оказывать какого-либо влияния на воспроизведение планируемых физических
эффектов, для наблюдения которых разрабатывались тестируемые численные модели.

0 1 2 3 4 5 6
x

0.6

0.4

0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

B z

t=0
t=3.0
t=15.5
t=37

(а)

0 5 10 15 20 25 30 35
t

0.050

0.075

0.100

0.125

0.150

0.175

0.200

E b

Bandaru2015
OpenFOAM

(б)

Рис. 7.К сравнению вычисленных в OpneFOAM по длине канала распределения компоненты магнитной индукции bz в
разные моменты времени (а) и эволюции во времени средней магнитной энергии (б) с данными из работы [18]



290 Смольянов И.А. и др. Численное моделирование задачи вытеснения магнитного поля // Вычисл. мех. сплош. сред. 2025. Т. 18(3)

5.4. Производительность кодов

Таблица 5. Время расчета в используемых пакетах, [мин]
Пакет 2 ядра 4 ядра 8 ядер

A-формулировка
АNES 14.5 7.5 4
Comsol 34 25.5 20
Elmer 48 32 21.5

B-формулировка
OpenFOAM 4.5 3 2

АNES 39 20.5 11
Elmer 510 257 126

Сравнение производительности кодов осуществлено
на вычислительной станции AMD Ryzen 9 3900X
(12 ядер, 4.2 ГГц), 64 ГБ DDR4 (2666 МГц) при
следующих настройках: время расчета 60 с; число
итераций, приходящихся на временнойшаг 10 (PIMPLE-
итераций); ограничение по числу Куранта C =
0.5; шаг записи числовых данных 1 с. Результаты
тестирования представлены в таблице 5. Особое
внимание уделено масштабированию пакетов при
различном числе ядер. Наибольшую эффективность
демонстрирует OpenFOAM (при B-формулировке) с
временем расчета 2–4.5 мин. Среди программ с векторным магнитным потенциалом (с А-формулировкой)
наиболее эффективным является пакет ANES (4–14.5 мин). Наименьший выигрыш от распараллеливания
(20–34 мин) показывает COMSOL.

Следует отметить, чтоOpenFOAMсвключениеммоделейможет быть реализован и через векторныймагнитный
потенциал. При этом будет решаться СЛАУ вдвое меньшего размера и, следовательно, сократится время
моделирования. Ключевой особенностью высокой производительности кодов OpenFOAM и ANES является
высокая стабильность МКО-дискретизации в задачах гидродинамики, что дает высокую эффективность их
решения. Отличие времени расчета по разработанным моделям в OpenFOAM (счет по программе на языке C++)
и ANES (счет по программе на языке Fortran), возможно, заключается в различиях реализации и оптимизации
программных алгоритмов, которые содержатся в вычислительных модулях, а также в управлении памятью
центральных процессоров во время решения.

6. Заключение

Выполнена верификация численных моделей, разработанных для воспроизведения поведения проводящих
жидкостей в условиях, когда магнитное число РейнольдсаRem≳1, что характерно для процессов при наличии
импульсных магнитных полей в термоядерных реакторах. Модели реализованы в четырех программных пакетах:
ANES, OpenFOAM, Elmer и COMSOL Multiphysics. Тестирование показало, что пакеты, использующие для
дискретизации МКО (OpenFOAM и ANES) демонстрируют наибольшую вычислительную эффективность и
более высокую стабильность решения. В частности, OpenFOAM с моделью магнитного поля вB-формулировке
требует меньшего вычислительного времени, чем даже моделиМКЭ на основеA-формулировки, хотя последние
решают в два раза меньшее число уравнений, описывающих эволюцию магнитного поля. Выявлено, однако, что
МКО-модели более чувствительны к величине временногошага и требуют строгого соблюдения критерия Куранта
для обеспечения сходимости решения. В то же время МКЭ-модели (COMSOL и Elmer) при нарушении этого
критерия могут давать физически некорректные, но численно стабильные результаты.

Таким образом, по совокупности критериев точности и производительности для решения обсуждаемого класса
задач среди протестированных программных пакетов наиболее перспективным представляется OpenFOAM.
Несмотря на то, что в отдельных режимах лучшую точность демонстрируют другие пакеты (например, ANES в
гартмановскихрежимах),меньшеевремярасчетаихорошаяобщаясогласованностьсданнымиизработы[18]делает
OpenFOAMпредпочтительныминструментом.Дальнейшееразвитиекода, вчастности, введениеввычислительный
модульмоделинаосновевекторногомагнитногопотенциала(A-формулировки)поможетдополнительносократить
времявычисленийиулучшитьсходимостьприналичииврасчетнойобластинеоднородностисвойств.Потенциально
повысить производительность численных моделей, применяемых в ANES, можно за счет оптимизации настроек
PIMPLE-алгоритма для решения уравнения баланса импульса.

Проведенный анализ продемонстрировал ключевую роль нелинейного члена в уравнении движения, особенно
при течении в режиме Пуазейля (Q ⩾ 0.5), где его учет позволяет получить данные, близкие к результатам
из [18]. Установлено, что согласно упрощенной одномерной модели (21)–(22), использующей осреднение по
длине канала и не учитывающей это нелинейное слагаемое, как и из аналитических зависимостей, получаются
решения для предельных случаев: Q→ 0 (течение Гартмана) и Q→ ∞ (течение Пуазейля). При параметре
же Q>Qc ≈ 0.45 поля скорости течения значительно искажаются, что согласуется с выводами более ранних
работ [17]. Построены практически значимые зависимости от параметра Q для касательных напряжений и
полного гидравлического сопротивления течению. Расчеты подтверждают наличие кризиса сопротивления
в области перехода от течения Гартмана к течению Пуазейля в области 0.4 < Q < 0.5, после которого при
дальнейшем увеличении Q одномерные и двумерные модели дают существенно различающиеся результаты.
Все это подчеркивает ограниченность одномерных подходов при рассмотрении режимов, в которых перенос
магнитного поля течением электропроводной жидкости играет значимую роль.

Работа выполнена при поддержке Российского научногофонда, проект№25-19-00642 (https://rscf.ru/project/25-
19-00642/).
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Numerical simulation of flux expulsion in a plain channel MHD flow

I.A. Smolyanov1,2, E.I. Shmakov1,2, Y.I. Listratov2,3, D.A. Berdyugin2, I.A. Belyaev2, O.Y. Zikanov4

1 Ural Federal University, Yekaterinburg, Russian Federation
2 Joint Institute for High Temperatures RAS, Moscow, Russian Federation
3 NRU "Moscow Power Engineering Institute", Moscow, Russian Federation
4 University of Michigan – Dearborn, Dearborn, USA

Numerical simulation of forced magnetohydrodynamic (MHD) channel flow is performed under conditions where the magnetic
Reynolds number is comparable to or significantly exceeds 1. The dimensionless parameters of the problem, used for verification,
correspond to flow regimes characterized by the complexMHD interaction between the flow and the magnetic field. The aim of this
work is to verify and analyze the performance and accuracy of numerical simulation software packages COMSOLMultiphysics, ANES,
OpenFOAM, and Elmer in application to two different formulations of the considered problem: one written in terms of the induced
magnetic field, and the other in terms of the magnetic vector potential. The results of the author’s calculations are compared with the
results from the approximate analytical solution for a one-dimensional formulation and with those from other authors. A comparative
analysis indicates the key role of a nonlinear term in the equation of motion, which correctly models the phenomenon of hydraulic
resistance crisis during the transition from Hartmann flow to Poiseuille flow. Neglecting this term leads to significant errors in the
representation, especially, of unsteady Poiseuille flow. The computational experiments conducted by the authors, as well as those
known from literature sources, show that the models of all software packages tested in this work are capable of reproducing the main
flow patterns; however, the highest accuracy is achieved with strict adherence to the Courant criterion. The model implemented in
OpenFOAM demonstrates values especially close to the published values in the Poiseuille regime. In terms of computational efficiency,
the best performance is shown by the OpenFOAM system (open-source) and the freely distributed ANES, both implemented using
the finite volume method. The finite element models of COMSOL and Elmer packages are characterized by longer computation time
and lower parallelization efficiency. Based on the obtained results, one can select software packages that are best suited for numerical
simulation of specific unsteadyMHD flows in fusion-related problems.
Keywords: magnetohydrodynamics, plain channel, flux expultion, verification
Received: 18.07.2025 / Published online: 10.12.2025

References

1. Abdou M.,Morley N.B., Smolentsev S., Ying A.,Malang S., Rowcliffe A.,Ulrickson M. Blanket/first wall challenges and required
R&D on the pathway to DEMO. Fusion Engineering and Design. 2015. Vol. 100. P. 2–43. DOI: 10.1016/j.fusengdes.2015.
07.021

2. Smolentsev S., Rhodes T., Pulugundla G., Courtessole C., AbdouM.,Malang S., Tillack M., Kessel C.MHD thermohydraulics
analysis and supporting R&D for DCLL blanket in the FNSF. Fusion Engineering and Design. 2018. Vol. 135. P. 314–323.
Special Issue: FESS-FNSF Study. DOI: 10.1016/j.fusengdes.2017.06.017

3. Eardley-Brunt R.W., Dubas A.J., Davis A. On scalable liquid-metal MHD solvers for fusion breeder blanket multiphysics
applications. Plasma Physics and Controlled Fusion. 2023. Vol. 66, no. 1. 015015. DOI: 10.1088/1361-6587/ad100a

4. Siriano S.,Melchiorri L., Pignatiello S., Tassone A.Amulti-region and a multiphase MHDOpenFOAM solver for fusion reactor
analysis. Fusion Engineering and Design. 2024. Vol. 200. 114216. DOI: 10.1016/j.fusengdes.2024.114216

5. Lehnen M., Aleynikova K., Aleynikov P.B., et al.Disruptions in ITER and strategies for their control and mitigation. Journal of
Nuclear Materials. 2015. Vol. 463. P. 39–48. DOI: 10.1016/j.jnucmat.2014.10.075

6. Artola F.J., Loarte A.,Hoelzl M., Lehnen M., Schwarz N., the J.T.Non-axisymmetric MHD simulations of the current quench
phase of ITERmitigated disruptions. Nuclear Fusion. 2022. Vol. 62, no. 5. 056023. DOI: 10.1088/1741-4326/ac55ba

7. Boozer A.H. Theory of tokamak disruptions. Physics of Plasmas. 2012. Vol. 19, no. 5. 058101. DOI: 10.1063/1.3703327
8. Bandaru V., Boeck T., Schumacher J. Turbulent magnetohydrodynamic flow in a square duct: Comparison of zero and finite

magnetic Reynolds number cases. Physical Review Fluids. 2018. Vol. 3, issue 8. 083701. DOI: 10.1103/PhysRevFluids.3.
083701

9. Smolentsev S. A model and assessments of the effect of transient plasma on liquid metal flows in a fusion blanket. Fusion
Engineering and Design. 2025. Vol. 213. 114854. DOI: 10.1016/j.fusengdes.2025.114854

10. Smolyanov I., Zikanov O. Exploratory study of liquid-metal response to rapid variation of applied magnetic field. Physical Review
E. 2025. Vol. 111, issue 6. 065104. DOI: 10.1103/nm74-f77r

11. Kawczynski C., Smolentsev S., Abdou M. Characterization of the lid-driven cavity magnetohydrodynamic flow at finite magnetic
Reynolds numbers using far-field magnetic boundary conditions. Physics of Fluids. 2018. Vol. 30, no. 6. 067103. DOI: 10.1063/
1.5036775

12. Saenz F., Fisher A.E., Al-Salami J., et al. Experimental, numerical and analytical evaluation of j×B-thrust for fast-liquid-
metal-flow divertor systems of nuclear fusion devices. Nuclear Fusion. 2023. Vol. 63, no. 9. 096015. DOI: 10.1088/1741-
4326/ace9e9

©Authors 2025 Translation of the original article in Russian This is an open access article under the CC BY 4.0 license

http://doi.org/10.7242/1999-6691/2025.18.3.20
https://doi.org/10.1016/j.fusengdes.2015.07.021
https://doi.org/10.1016/j.fusengdes.2015.07.021
https://doi.org/10.1016/j.fusengdes.2017.06.017
https://doi.org/10.1088/1361-6587/ad100a
https://doi.org/10.1016/j.fusengdes.2024.114216
https://doi.org/10.1016/j.jnucmat.2014.10.075
https://doi.org/10.1088/1741-4326/ac55ba
https://doi.org/10.1063/1.3703327
https://doi.org/10.1103/PhysRevFluids.3.083701
https://doi.org/10.1103/PhysRevFluids.3.083701
https://doi.org/10.1016/j.fusengdes.2025.114854
https://doi.org/10.1103/nm74-f77r
https://doi.org/10.1063/1.5036775
https://doi.org/10.1063/1.5036775
https://doi.org/10.1088/1741-4326/ace9e9
https://doi.org/10.1088/1741-4326/ace9e9
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0


294 Smolyanov I.A. et al. Numerical simulation of flux expulsion // Comput. Cont. Mech. 2025. Vol. 18(3)

13. Wynne B., Saenz F., Al-Salami J., Xu Y., Sun Z.,Hu C.,Hanada K., Kolemen E. FreeMHD: Validation and verification of the
open-source, multi-domain, multi-phase solver for electrically conductive flows. Physics of Plasmas. 2025. Vol. 32, no. 1. 013907.
DOI: 10.1063/5.0230242

14. Sun Z., Al Salami J., Khodak A., Saenz F.,Wynne B.,Maingi R., Hanada K., Hu C.H., Kolemen E.Magnetohydrodynamics
in free surface liquid metal flow relevant to plasma-facing components. Nuclear Fusion. 2023. Vol. 63, no. 7. 076022. DOI:
10.1088/1741-4326/acd864

15. Sokolov I.,Kolesnikov Y., Thess A. Experimental investigation of the transient phase of the Lorentz force response to the time-
dependent velocity at finite magnetic Reynolds number. Measurement Science and Technology. 2014. Vol. 25, no. 12. 125304.
DOI: 10.1088/0957-0233/25/12/125304

16. Bandaru V., Sokolov I., Boeck T. Lorentz Force Transient Response at Finite Magnetic Reynolds Numbers. IEEE Transactions on
Magnetics. 2016. Vol. 52, no. 8. P. 1–11. DOI: 10.1109/TMAG.2016.2546229

17. Kamkar H.,Moffatt H.K. A dynamic runaway effect associated with flux expulsion in magnetohydrodynamic channel flow.
Journal of Fluid Mechanics. 1982. Vol. 121. P. 107–122. DOI: 10.1017/S0022112082001815

18. Bandaru V., Pracht J., Boeck T., Schumacher J. Simulation of flux expulsion and associated dynamics in a two-dimensional
magnetohydrodynamic channel flow. 2015. DOI: 10.1007/s00162-015-0352-y

19. Smolyanov I.A., Shmakov E.I.,Baake E.,GuglielmiM.Verification of the code to calculate duct flow affected by external magnetic
field. Computational ContinuumMechanics. 2021. Vol. 14, no. 3. P. 322–332. DOI: 10.7242/1999-6691/2021.14.3.27

20. Smolianov I., ShmakovE.,Vencels J.Numerical analysis of liquid flows exposed to travellingmagnetic field. 1. idealized numerical
experiment. Magnetohydrodynamics. 2021. Vol. 57, no. 1. P. 105–120. DOI: 10.22364/mhd.57.1.9

21. Smolianov I., Shmakov E., Vencels J.Numerical analysis of liquid flows exposed to travelling magnetic field. 2. mhd instabilities
due to magnetic end effects. Magnetohydrodynamics. 2021. Vol. 57, no. 1. P. 121–132. DOI: 10.22364/mhd.57.1.10

22. Bandaru V., Boeck T., Krasnov D., Schumacher J.A hybrid finite difference–boundary element procedure for the simulation of
turbulent MHD duct flow at finite magnetic Reynolds number. Journal of Computational Physics. 2016. Vol. 304. P. 320–339.
DOI: 10.1016/j.jcp.2015.10.007

23. Müller U., Bühler L.Magnetofluiddynamics in Channels and Containers. 2001. 210 p. DOI: 10.1007/978-3-662-04405-6
24. Fontana M.,Mininni P.D., Bruno O.P., Dmitruk P. Vector potential-based MHD solver for non-periodic flows using Fourier

continuation expansions. Computer Physics Communications. 2022. Vol. 275. 108304. DOI: 10.1016/j.cpc.2022.108304
25. OpenFOAM v11 User Guide. 2023. URL: https://doc.cfd.direct/openfoam/user-guide-v11/ (accessed: 20.7.2025)
26. Moffatt K. The Generation of Magnetic Fields in Electrically Conducting Fluids. Cambridge University Press, 1978. 343 p.
27. Brandenburg A., Subramanian K.Astrophysical magnetic fields and nonlinear dynamo theory. Physics Reports. 2005. Vol. 417,

no. 1–4. P. 1–209. DOI: 10.1016/j.physrep.2005.06.005
28. Sokoloff D.D., Stepanov R.A., Frick P.G.Dynamos: from an astrophysical model to laboratory experiments. Physics-Uspekhi.

2014. Vol. 57. P. 292–311.
29. Tessier J., Poulin F.J.,Hughes D.W.Dynamic expulsion of magnetic flux by vortices. Physical Review Fluids. 2025. Vol. 10,

issue 5. 053702. DOI: 10.1103/PhysRevFluids.10.053702
30. Krasnov D., Zikanov O., Boeck T.Numerical study of magnetohydrodynamic duct flow at high Reynolds and Hartmann numbers.

Journal of Fluid Mechanics. 2012. Vol. 704. P. 421–446. DOI: 10.1017/jfm.2012.256
31. Krasnov D.S., Zienicke E., Zikanov O., Boeck T., Thess A.Numerical study of the instability of the Hartmann layer. Journal of

Fluid Mechanics. 2004. Vol. 504. P. 183–211. DOI: 10.1017/S0022112004008006
32. Greenshields C.J.,Weller H.G.Notes on Computational Fluid Dynamics: General Principles. CFDDirect, 2022. 314 p.
33. CFD code ANES. URL: http://anes.ch12655.tmweb.ru/ (accessed: 11.7.2025)
34. Artemov V.I.,Makarov M.V.,Minko K.B., Yankov G.G.Assessment of performance of subgrid stress models for a LES technique

for predicting suppression of turbulence and heat transfer in channel flows under the influence of body forces. International
Journal of Heat andMass Transfer. 2020. Vol. 146. 118822. DOI: 10.1016/j.ijheatmasstransfer.2019.118822

35. Artemov V.I.,Makarov M.V., Yankov G.G.,Minko K.B.Numerical Investigation of the Effect of theWall Properties on Downward
Mercury Flow and Temperature Fluctuations in a Vertical Heated Pipe under a Transverse Magnetic Field. International Journal
of Heat andMass Transfer. 2024. Vol. 218. 124746. DOI: 10.1016/j.ijheatmasstransfer.2023.124746

36. Raback P.,Malinen M., Ruokolainen J., Pursula A., Zwinger T. Elmer Models Manual. 2024. URL: https://www.nic.funet.
fi/pub/sci/physics/elmer/doc/ElmerModelsManual.pdf (accessed: 27.7.2025)

37. Kruis N.J.F. Development and Application of a Numerical Framework for Improving Building Foundation Heat Transfer
Calculations: PhD thesis / Kruis Nathanael J. F. University of Colorado, Boulder, 2015. 215 p.

38. HeQ.,Chen H., Feng J.Acceleration of the OpenFOAM-basedMHD solver using graphics processing units. Fusion Engineering
and Design. 2015. Vol. 101. P. 88–93. DOI: 10.1016/j.fusengdes.2015.09.017

39. Kirko I.M.,Kirko G.E.Magnitnaya gydrodynamika. Sovremennoye videniye problem.Moscow-Izhevsk: NIC Regulyarnaya i
haoticheskaya dynamika, Izhevskiy Institut kompyuternykh issledovaniy, 2009. 632 p.

https://doi.org/10.1063/5.0230242
https://doi.org/10.1088/1741-4326/acd864
https://doi.org/10.1088/0957-0233/25/12/125304
https://doi.org/10.1109/TMAG.2016.2546229
https://doi.org/10.1017/S0022112082001815
https://doi.org/10.1007/s00162-015-0352-y
https://doi.org/10.7242/1999-6691/2021.14.3.27
https://doi.org/10.22364/mhd.57.1.9
https://doi.org/10.22364/mhd.57.1.10
https://doi.org/10.1016/j.jcp.2015.10.007
https://doi.org/10.1007/978-3-662-04405-6
https://doi.org/10.1016/j.cpc.2022.108304
https://doc.cfd.direct/openfoam/user-guide-v11/
https://doi.org/10.1016/j.physrep.2005.06.005
https://doi.org/10.1103/PhysRevFluids.10.053702
https://doi.org/10.1017/jfm.2012.256
https://doi.org/10.1017/S0022112004008006
http://anes.ch12655.tmweb.ru/
https://doi.org/10.1016/j.ijheatmasstransfer.2019.118822
https://doi.org/10.1016/j.ijheatmasstransfer.2023.124746
https://www.nic.funet.fi/pub/sci/physics/elmer/doc/ElmerModelsManual.pdf
https://www.nic.funet.fi/pub/sci/physics/elmer/doc/ElmerModelsManual.pdf
https://doi.org/10.1016/j.fusengdes.2015.09.017

	Смольянов И.А. и др.  ``Численное моделирование задачи вытеснения магнитного поля при течении электропроводной жидкости в плоском МГД-канале''

