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Научная статья

Индентирование слоя на упругой подложке: влияние толщины и модуля
упругости покрытия

И.А. Морозов, А.Ю. Беляев, Р.И. Изюмов
Институт механики сплошных сред УрО РАН, Пермь, Российская Федерация

Индентирование заключается во вдавливании зондового датчика в поверхность материала. Силовой отклик материала
в зависимости от перемещения индентора (глубины вдавливания) позволяет судить о механических свойствах поверхности.
В случае индентирования неоднородных (слоистых) материалов возникают вопросы о площади контакта, необходимой для
вычислениямеханическихсвойств,атакжеосамойпригодностимоделейконтактноговзаимодействия,которыеразрабатывались
для однородных линейно-упругих материалов. При малых деформациях и/или исследовании тонких пленок начинает играть
роль форма индентора в окрестности его вершины (реальная геометрия острия). В работе при помощи метода конечных
элементов проанализировано вдавливание в систему «слой на нелинейно-упругой подложке» индентора в форме усеченного
конуса и параболоида вращения. Варьировались размер радиуса острия индентора, модуль упругости слоя и его толщина.
Получены зависимости, связывающие силовой отклик на глубину внедрения, размеры площади контакта и глубину отпечатка.
Показано, что при индентировании слоя на подложке контактная глубина существенно отличается от глубины в однородном
материале и является функцией глубины вдавливания, параметров как индентора, так и поверхности системы. Построены
аппроксимациирасчетныхкривыхконтактной глубиныдляусеченногоконическогоиндентора в виде аналитических выражений.
Изучена применимость к слою на нелинейно-упругой подложке формулы Снеддона, описывающей контактные взаимодействия
с однородным линейно-упругим материалом. Установлены ограничения на ее использование, которые обуславливаются
параметрами как индентора, так и материала. Показано, что если глубина вдавливания составляет порядка радиуса острия,
то для вычисления модуля упругости слоя могут быть пригодны простые выражения, подобные тем, что применяются для
описания индентирования цилиндром или параболоидом без учета реальной площади контакта. Даются рекомендации по
практическому приложению полученных результатов, в частности, при обработке данных атомно-силовой микроскопии.
Ключевые слова: индентирование, однородный и слоистый материал, слой на нелинейно-упругой подложке, форма индентора,
площадь контакта, вычислительный и натурный эксперименты
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1. Введение

Поверхность многих материалов имеет покрытие искусственного (в результате механической, физико-
химической либо плазменной обработки) либо естественного (от воздействия окружающей среды, из-за наличия
низкомолекулярных фракций на поверхности полимеров, биопленки) происхождения.

Механические свойства поверхностей изучаются путем индентирования— вдавливания зондового датчика
в поверхность и измерения ее силового отклика [1]. При работе с твердыми поверхностями (металлы, горные
породы, керамика) применяются твердомеры, в которых индентор представляет собой стержень с алмазным
острием, обычно, в форме пирамиды. При исследовании относительно мягких материалов [2, 3] (полимеров,
биоматериалов), при изучении поверхностных слоев толщиной до нескольких десятков нанометров используется
атомно-силовая микроскопия. Зонд атомно-силового микроскопа состоит из упругой балки, на конце которой
расположено острие. Диапазон измеряемых механических свойств поверхности в этом случае ограничен изгибной
жесткостью балки и материалом острия (обычно это кремний).

К настоящему времени известно большое количество публикаций, посвященных моделированию внедрения
индентора. В подавляющем числе работ основой являются выражения, полученные Герцем [4] для сферического
(параболического) наконечника или Снеддоном [5] для тела вращения произвольной формы. Отметим работы по
индентированию гиперупругих [6–8], упругопластических [9, 10], вязкоупругих [11–14] однородных материалов,
покрытий [15–20], а также по их разрушению под нагрузкой [21–23].

Площадь контакта острия с поверхностью— главный параметр при определении всех физико-механических
свойств.Дляинденторовстандартнойформы(цилиндра,конуса,пирамиды,сферы,параболоида)ииндентирования
упругого однородного материала связь между глубиной вдавливания и площадью контакта известна [24]. Но при
этом имеется ряд ограничений: так, глубина вдавливания сферического индентора должна быть не более половины
радиуса сферы; при индентировании конусом или пирамидой, наоборот, рассматривается участок внедрения
острия, отстоящийотвершинына значительномрасстоянии.Инденторыстандартнойформыширокоприменяются
в задачах микроиндентирования, когда, например, размеры сферы составляют сотни нанометров, а пирамиды—
десятки микрон. В ряде работ, посвященных индентированию однородного материала на малую глубину, форма
острия конического наконечника представляется плоской площадкой [25, 26] либо полусферой [27, 28]. Однако в
подавляющемчислепубликаций,дажееслиречьидетонелинейно-упругомматериале[8], авторыостаютсяврамках
разработанной теории [6, 24] и используют известные соотношения Снеддона (Герца) между площадью контакта и
глубиной вдавливания, силовым откликом и глубиной вдавливания. В задачах атомно-силовой микроскопии часто
прибегают к зондам с радиусом скругления острия порядка 10 нм. С одной стороны, на расстоянии 2. . . 3 радиусов
от вершины геометрия таких зондов уже плохо аппроксимируется параболоидом [29], с другой стороны, такая
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глубина вдавливания, как 20. . . 30 нм, недостаточна для конической аппроксимации. Поверхностный слой на
деформируемой подложке усугубляет проблему определения размера контактной площади. В последнем случае
возникает еще и вопрос о пригодности соотношений Снеддона (Герца) для описания контактных взаимодействий.

Целью настоящей работы является получение зависимостей контактной площади от глубины вдавливания
при индентировании системы «слой на упругой подложке», а также оценка границ применимости стандартных
линейно-упругих моделей контактного взаимодействия при глубине вдавливания, во много раз превышающей
характерные размеры острия. Для этого методом конечных элементов исследуется вдавливание острия индентора
в форме параболоида вращения либо усеченного конуса в поверхность нелинейно-упругого (гиперупругого)
материала, образуемого подложкой с жестким либо мягким по отношению к ней слоем.

2. Постановка и решение задачи

Концептуально обсуждаемая задача представляет собой неподвижную бесконечную деформируемую
полуплоскость, в которую внедряется абсолютно жесткий индентор. Индентору задаются перемещения в
вертикальном направлении, которые по мере внедрения зонда в материал порождают в последнем силу реакции.
Результатом решения задачи является кривая «сила–углубление», построенная по результатам измерений. На
границе контакта зонда с поверхностью имеется слой заданной толщины из материала с модулем упругости,
отличным от модуля упругости материала подложки.

С помощью метода конечных элементов в программном комплексе ANSYS в квазистатической постановке
решается осесимметричная задача определения напряженно-деформируемого состояния при внедрении
жесткого индентора в нелинейно-упругий материал. Используется вариационное уравнение Лагранжа, в
котором варьируемыми величинами служат перемещения. Для описания упругих свойств материала, как
подложки, так и слоя применяется модель неогуковского твердого тела. Материалы слоя и подложки полагаются
несжимаемыми. Полубесконечная плоскость заменяется конечной областью с линейными размерами, значительно
превышающими размер зонда и радиус области контакта (в каждом направлении область имеет длину 2000 нм
при радиусеR из диапазона 10. . . 40 нм). Такой размер выбран из соображений исключения влияния краевых
эффектов на напряженно-деформированное состояние в зоне контакта. Сетку, дискретизирующую расчетную
область, образуют конечные элементы треугольной формы с дополнительным узлом на грани и квадратичной
аппроксимацией функции перемещений. Сетка сгущается к области контакта с зондом.

Нелинейная задача решается методом последовательного нагружения (на основе линеаризованных уравнений
Лагранжа) с малымшагом увеличения глубины вдавливания.Шаг по перемещению выбран так, чтобы получать
решение для каждого внедрения индентора на глубину 0.5 нм. Это позволяет подробно исследовать кривую
«сила деформирования–углубление» при малых глубинах и для малых (до 10 нм) толщин слоя и/или радиусов
острия. Решение, рассчитанное внутри шага нагружения, уточняется методом Ньютона, а за исходное состояние
на каждом шаге принимается состояние, установленное на предыдущемшаге.

Для более точного определения на каждомшаге нагружения размера области контакта материала с зондом
используется следующий алгоритм: для полученного решения находится значение площади контакта S1; далее
размер элемента уменьшается и вычисляется значение площади контакта для текущей сетки S2; производится
сравнение полученного и предыдущего значений. Процедура осуществляется до тех пор, пока значение

∆=

∣∣∣∣S1−S2

S1

∣∣∣∣·100%не стабилизируется в пределах 5%.

Приреализациииндентированияприменяетсяатомно-силовоймикроскоп,относящийсякклассусканирующих
зондовыхмикроскопов.Принцип его работыоснован на регистрации взаимодействия острия зонда с поверхностью
материала. Регистрация заключается в измерении возникающего в материале силового отклика на вдавливание.

Форма острия типичного зонда атомно-силового микроскопа, полученная сканированием калибровочного
образца, представлена на рисунке 1. Вблизи вершины острие с достаточной точностью аппроксимируется
параболоидом, однако на расстоянии, большем диаметра вписанной в острие сферы, средний профиль зонда

Рис. 1. Геометрия типичного зонда атомно-силового микроскопа в окрестности кончика острия: профили, полученные
вращением вокруг вертикальной оси; аппроксимация острия усеченным конусом и параболой (радиус кривизны в
вершине параболы 20 нм)
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и параболы существенно разнятся. Наиболее точно форма зонда как в окрестности вершины, так и на удалении
от нее описывается гиперболоидом вращения [29, 30]. Однако, когда острие скруглено, форма зонда является
нестабильной. Кончик острия быстро тупится еще в процессе калибровки, образуется плоская площадка в виде
круга радиусом 10. . . 30 нм. Таким образом, наиболее реалистичная форма зонда— это усеченный конус [26].

В настоящей работе рассматриваются инденторы вформе усеченного конуса (Рис. 2а) и параболоида вращения
(Рис. 2б). Угол полураскрытия конуса составляет 40◦, что соответствует осредненному значению типичных
зондов; радиус R плоской площадки при острие варьировался и принимал значения: 5, 10, 20 нм. Радиус R
кривизны в вершине параболоида также имеет размер 5, 10, 20 нм.

(а) (б)

Рис. 2. Иллюстрация к решению МКЭ-задачи: напряжения по Мизесу при индентировании слоя толщиной 10 нм
усеченным коническим (а) и параболическим (б) инденторами;R=10 нм, u=50 нм, kE=5

В задаче с усеченным конусом угол, образуемый плоской площадкой и боковой поверхностью, скругляется
для устранения сингулярности и, как следствие, исключения концентрации напряжений в угловых точках. В
решаемой задаче острых углов в вершине зонда не наблюдается (см. Рис. 1).

Расчеты проводятся для разных модулей упругости слоя Et= kEEs, где Es=6МПа — модуль упругости
подложки, при kE={0.5,5,10,100} и толщине слоя t={5,10,15,25,50} нм.

3. Обсуждение результатов

3.1. Глубина контакта

При индентировании телом вращения поверхности однородного линейно-упругого материала расстояние от
вершины зонда до границы контакта, отнесенное к полной глубине вдавливания, можно получить аналитически [5,
24] из решения задачи Буссинеска для некоторых вариантов геометрии индентора (без учета трения). В частности,
для конуса h/u=2/π≈0.64, цилиндра h/u=0, параболоида h/u=0.5 (h и u показаны на Рис. 2а).

Результаты вычислений позволили выявить, что наличие даже малой площадки в вершине конического
индентора существенно влияет на глубину (и площадь) контакта по сравнению с идеальным конусом: при
индентировании однородного материала усеченным конусом на малую глубину (h≈ 0) контактная площадь
совпадает с размером площадки острия, то есть ситуация соответствует воздействию индентором цилиндрической
формы.Далееотносительная глубинаконтакта асимптотическивозрастаетдо значения, отвечающегоконическому
индентору: 2/π≈0.64 (Рис. 3а).

При наличии на деформируемой подложке более жесткого либо более мягкого, чем она, слоя существенно
изменяется глубина контакта (Рис. 3б). Так, если покрытие более жесткое, чем подложка, то увеличение модуля
упругости и/или толщины слоя снижает площадь контакта (кривые h/u становятся более пологими); увеличение
радиуса площадки (графики не приводятся) наоборот, ускоряет выход h/u на асимптоту. Если же покрытие мягче
подложки, то кривые h/u лежат выше кривых, отвечающих процессу индентирования подложки без покрытия,
и при этом чем толще мягкий слой, тем выше располагается асимптота (см. диапазон 0.65. . . 0.7 на Рис. 3а).

В целом, используя результаты проведенного конечно-элементного моделирования, глубину контакта при
индентировании усеченным конусом с углом полураскрытия 40◦ можно аппроксимировать функцией:

f(x)=2
(
1−e−cx

)
/π,

где x= u/R , c=C0cRctcE+dc, dc = 0.0062R+0.5875, cR = 0.0078R−0.6083 , ct =−0.3761t0.1627e−0.0048t ,

cE = dc

((
0.8168

kE−0.1832

)0.7814

−1

)
, C0 =

cR(10)+ct(10)+cE(10)

3cR(10)ct(10)cE(10)
. Радиус площадки контакта:

Rc =
uf

tgα
+ R, площадь контакта: A = πR2

c . Средняя относительная погрешность аппроксимации
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(а) (б)

Рис. 3. Относительная глубина контакта в зависимости от безразмерной глубины вдавливания усеченного конуса
в однородный материал (а) и в слой на подложке (б) при разных значениях параметров: радиусаR площадки при острие
индентора, толщины t слоя и отношения kE модулей упругости слоя и подложки

составила: ∆ =
100

n−1

n∑
i=2

∣∣∣∣yi−y∗i
yi

∣∣∣∣ ∼ 15%, где yi — экспериментальные данные (в данном случае результат

МКЭ-моделирования, h/u), y∗i —аппроксимирующие значения.
При аппроксимации формы зонда параболоидом относительная глубина контакта соответствует

теоретическому значению h/u=0.5 в случае МКЭ-индентирования поверхности без покрытия. При наличии
покрытия графики существенно другие: если толщина слоя не превышает 15 нм и kE=5...10, то есть жесткость
поверхности системы в целом относительно невысокая, то кривые h/u имеют локальный минимум, а затем
асимптотически возрастают (Рис. 4а). Если же t⩾ 25 нм, то зависимости h/u асимптотически убывают (Рис. 4б).
При слое мягче подложки функции h/u возрастают от 0.5 до 0.6. Как и в случае индентирования усеченным
конусом, чем толще и/или жестче покрытие, тем меньше площадь контакта. Если и покрытие, и подложка жесткие,
графики h/u можно считать близкими к графикам при воздействии цилиндрическим индентором. Увеличение
радиуса кривизны в вершине параболоида (в статье не показано) ведет к уменьшению контактной площади при
индентировании систем с жесткими слоями на поверхности; при более мягких слоях влияние радиуса острия
незначительно.

(а) (б)

Рис. 4.Относительная глубинаконтакта в зависимостиототносительной глубинывдавливанияпараболоида (R= 10нм)
в подложку с тонким (а) и толстым (б) слоем; t – толщина слоя, kE – отношение модулей упругости материалов слоя и
подложки (расчетМКЭ)

Аппроксимация установленных численно зависимостей, отвечающих индентированию параболоидом,
не проводилась, во-первых, в силу их немонотонности по отношению к свойствам слоя, во-вторых, по причине
того, что форма реального индентора далека от параболоида.

3.2. Применимость моделей контактного взаимодействия

В 1965 году Снеддоном на основе решения задачи Буссинеска [5, 31] получена связь между жесткостью
S = dF/du (F — усилие внедрения) поверхности линейно-упругого однородного материала и площадью A
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контакта при индентировании абсолютно жестким телом вращения:

S=
2E

1−ν2

√
A

π
, (1)

где E, ν — модуль упругости и коэффициент Пуассона поверхности. Частные случаи этого выражения для
различных форм индентора лежат в основе широко применяемых моделей контактного взаимодействия (моделей
Герца, Дерягина–Мюллера–Топорова, Джонсона–Кендалла–Робертса).

Оценим границы применимости формулы Снеддона для системы из гиперупругого материала с покрытием.
ПодберемE из условия наилучшего совпадения левой и правой частей формулы Снеддона; площадь контакта
A(u) и силовой отклик F (u) возьмем из результатов МКЭ-моделирования. Характерные кривые жесткости и
их аппроксимации формулой Снеддона представлены на рисунке 5. В начале индентирования, при малой глубине
вдавливания параболоида, жесткий отклик подложки в системе резко возрастает (Рис. 5а), при погружении
же усеченного конуса, наоборот, отклик слабо увеличивается (Рис. 5б). Чем толще и жестче слой, тем более
выражена на графиках эта начальная переходная область.

(а) (б)

Рис. 5. Характерные зависимости жесткости от глубины вдавливания: МКЭ-расчет (маркеры) и аппроксимация
формулой Снеддона (сплошные линии) при индентировании параболоидом (а) и усеченным конусом (б) только
гиперупругой подложки (толщина покрытия t= 0) и с жестким слоем разной толщины приR=10 нм

Погрешность аппроксимации составляет (kE = 10): для параболоида∆= 5.5%при t= 10 нм и∆= 11%при
t=50 нм; для усеченного конуса∆=13%при t=50 нм. В остальных случаях∆<3%. В целом аппроксимацию
можно считать удовлетворительной уже при ∆ < 5%. Значительные расхождения возникают на начальном
этапе индентирования. Уменьшение радиуса индентора ведет к увеличению погрешности: так, чем толще и
жестче слой, тем выше погрешность. Для слоя толщиной t⩾50 нм при всех параметрах получается погрешность,
превышающая 5%. Для системы без слоя модуль упругости, вычисленный по формуле Снеддона (1), во всех
случаях достаточно хорошо совпадает с заданным вМКЭ-модели (6МПа), а погрешность∆< 3%для конуса
и∆< 5% для параболоида. Если поверхностный слой мягче подложки, то формула Снеддона дает хорошую
аппроксимацию для всех толщин и форм инденторов.

При усеченном конусе формула Снеддона приводит к удовлетворительной аппроксимации в широком
диапазоне параметров: t⩽ 25 нм, kE⩽10 и всех рассмотренныхR (Рис. 6а). Если же индентор параболической
формы, формула дает удовлетворительную аппроксимацию для R = 20 нм и жестких слоев при kE ⩽ 10 и

(а) (б) (в)

Рис. 6.Относительная погрешность аппроксимации формулой Снеддона при индентировании усеченным конусом (а),
параболоидом (б); модуль упругости поверхности системы (темные маркеры при индентировании усеченным конусом,
светлые – параболоидом) (в); kE – отношение модулей слоя и подложки,R – радиус острия
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t⩽ 10 нм; дляR⩽ 10 нм жесткость слоя ограничена отношением модулей упругости материалов слоя и подложки
(kE ⩽ 5) (Рис. 6б). Вычисленные из условия наилучшего совпадения левой и правой частей формулы Снеддона
(1) модули упругости представлены на рисунке 6в: результаты существенно зависят от размеров радиуса острия
индентора только при жестких слоях (любой толщины), когда погрешности аппроксимации наибольшие. В
остальных случаяхR не оказывает влияния на измерения. Особо отметим связь величины измеряемого модуля
поверхности системы с мягкой подложкой: даже в присутствии слоя толщиной в 50 нм и его модуле упругости
60МПа модуль упругости поверхности составляет 15МПа.

В общем случае измеряемый модуль упругости системы слой–подложка зависит от глубины вдавливания.
Если представить слой и подложку как две последовательно соединенные пружины, то модуль упругости
такой системы (при условии индентирования цилиндрическим наконечником) можно записать [32] как
1

E
=

1−ν2t
Et

(
1−e−αt/

√
A
)
+
1−ν2s
Es

e−αt/
√
A, где α—определяемый путем подбора коэффициент, t—толщина

слоя, νt,Et и νs,Es—коэффициентыПуассона имодули упругости слоя и подложки соответственно. Кроме этого,
некоторые формы инденторов (например, конус или пирамида) при коэффициенте Пуассона материала, не равном
0.5, требуюткоррекцииформулыСнеддона (1) припомощикоэффициента:γ= 1...1.25 [33].Можнопредположить,
что аналогичная поправка потребуется и для усеченного конуса. В результате формула Снеддона принимает вид:

S=γ
2E(t,u,Et,Es)

1−ν2

√
A

π
. (2)

Предварительные исследования показали, модуль упругости, представляемый в виде функции, позволяет
снизить погрешность аппроксимации острия индентора усеченным конусом в 2. . . 3 раза; однако при инденторе
параболоиде погрешность снижается незначительно (на 1. . . 2%). На практике обычно требуется получение
характеристики жесткости поверхности слоя на подложке в виде одной константы для дальнейшего сравнения
с подобными материалами. Поэтому использование модуля упругости в виде функции в настоящей работе не
рассматривается. Отметим лишь, что уменьшение максимальной глубины вдавливания, то есть использование
начального участка силовой кривой, снижает погрешность аппроксимации по формуле Снеддона (1).

3.3. Практическое приложение

Контактная глубина при индентировании слоя на подложке зависит от геометрии индентора, толщиныимодуля
упругости слоя.Нахождение первыхдвухпараметров обычноне вызывает больших затруднений. Геометрия острия
определяется экспериментально на основе калибровочных образцов, либо с помощью электронной микроскопии.
Толщину слоя можно найти аналитически, зная особенности создания покрытия, а можно прибегнуть к различным
экспериментальным методам (эллипсометрии, электронной микроскопии, индентированию). Модуль упругости
отдельно слоя либо системы слой–подложка обычно и является искомой величиной. В ряде случаев он оценивается
по длине волны, образовавшейся на поверхности складчатой структуры [34] (результат потери устойчивости
жесткого покрытия на мягкой подложке) или по данным макроскопических испытаний на растяжение [35]. Однако
чаще всего вычисление модуля упругости поверхности как системы в целом так и слоя связано с индентированием.
Это в свою очередь требует знания площади контакта, которая в общем случае зависит от жесткости слоя.

Используя упрощенные выражения для силового отклика [5] при индентировании однородного упругого

материала цилиндром F (u)=
2EAR

1−ν2
u (параболоидом F (u)=

4Ep

√
R

3(1−ν2)
u1.5) только на начальном участке кривой

нагружения — до глубины u = R, вычислим соответствующие модули Ec и Ep и сравним их с модулями E,
рассчитанными по формуле Снеддона (1) с учетом реальной величины площади контакта (Рис. 6в), полученной
из МКЭ-решения задачи. Площади контакта на малой глубине вдавливания в жесткое покрытие усеченного
конуса и цилиндра близки по величине, а отношениеE/Ec близко к единице (Рис. 7а). Однородный материал
или система с более мягким покрытием характеризуются отношениемE/Ep ⩾ 0.88, что также можно считать
хорошим соответствием аппроксимации на основе формулы Снеддона.

Расчеты по упрощенному выражению для параболоида показали плохое соответствие формуле Снеддона
для жестких слоев: E/Ep > 1.5 при kE = 100 (Рис. 7б). В остальных случаях совпадение можно считать
удовлетворительным. Таким образом, при малой глубине вдавливания на практике для оценки модуля упругости
поверхности с покрытиемможноиспользовать упрощенные выражения для цилиндрического или параболического
индентора (при индентировании последним имеются ограничения на максимальную жесткость покрытия) без
учета реальной площади контакта.

Модуль упругости поверхности с покрытием (слоистого материала), измеренный на начальном участке
индентирования, поотношениюкмодулюупругостиподложкибезпокрытия (однородногоматериала) представлен
на рисунке 8. Если покрытие мягче подложки, то при t ⩾ 25 нм измеренный модуль упругости поверхности
системы совпадает с модулем упругости слоя (Ec/Ec0≈kE , Рис. 8а). В случае жестких покрытий полученные
значения в 1.5. . . 3 раза ниже, чем исходная относительная жесткость kE подложек (Рис. 8б–г).

Представленные на рисунке 8 графики можно использовать для вычисления истинного модуля упругости
покрытия и далее переходить к уточненной глубине контакта (см. Рис. 3 и соответствующие аппроксимации).
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(а) (б)

Рис. 7.Отношение модуля упругостиE, вычисленного по начальному участку кривой нагружения с использованием
формулы Снеддона (1) и реальной площади контакта из решения задачиМКЭ, к модулямEc иEs, рассчитанным по
упрощенным выражениям для цилиндрического (а) и параболического (б) инденторов

(а) (б)

(в) (г)

Рис. 8.Модули упругости поверхностей с покрытием (Ec,Ep), измеренные на начальном участке индентирования, по
отношению к модулям упругости (Ec0,Ep0) подложки без покрытия; индентирование усеченным конусом,Ec иEc0

(темные маркеры) и параболоидом,Ep иEp0 (светлые маркеры) при различном отношении модулей слоя и подложки:
0.5 (а), 5 (б), 10 (в) и 100 (г)

Полученные таким образом полные кривые h/u могут быть полезны при обработке кривых силовых откликов
на значительной, по отношению к радиусу острия индентора, глубине вдавливания. В частности, исследование
прочностных свойств покрытий на упругой подложке методом индентирования может включать в себя анализ
геометрии отпечатка острия на покрытии и оценку так называемого «эффективного напряжения»— отношения
усилия к проекции площади контакта: σ=F/A, то есть меры давления острия на покрытие [23].

4. Заключение

Вработеметодом конечных элементов исследовались особенности вдавливания индентора вформе усеченного
конуса либо параболоида вращения в поверхность нелинейно-упругого материала (системы, состоящей из
слоя на подложке). Варьировались форма и размеры острия индентора, толщина и модуль упругости покрытия.
Анализировался силовой отклик материала и площадь контакта в зависимости от глубины вдавливания.

Обнаружено, что в целом при индентировании слоя на подложке площадь контакта существенно зависит от
геометрии индентора и характеристик покрытия. Для усеченного конуса получены аналитические аппроксимации
зависимости глубины контакта от глубины вдавливания, согласно которым площадь контакта на малой
глубине вдавливания соответствует цилиндрическому индентору, который с увеличением глубины вдавливания
асимптотически переходит в конус. При индентировании параболоидом вращения выявлена немонотонная по
отношению к параметрам системы зависимость контактной глубины от глубины вдавливания.
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Показаны ограничения на использование формулы Снеддона, полученной для линейно-упругих однородных
материалов, при аппроксимации данныхМКЭ-решения для слоя на подложке; точность может быть увеличена
путем введения функциональной зависимости модуля упругости от параметров слоя. В ряде случаев модуль
упругости поверхности может быть с достаточной точностью установлен по начальному участку кривой
«сила внедрения–углубление» с помощью упрощенных выражений (без учета реальной площади контакта)
индентировании цилиндром или параболоидом. Такой подход позволяет определить модуль упругости самого
слоя, если известныформа острия индентора и толщина слоя, а такжефункция глубины контакта. Представленные
результаты могут быть полезны при обработке экспериментальных данных атомно-силовой микроскопии.

Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект№ 23-22-00064).
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Research article

Indentation of a layer on an elastic substrate: influence of thickness and elastic
modulus of the coating

I.A. Morozov, A.Yu. Beliaev, R.I. Izumov
Institute of Continuous Media Mechanics UB RAS, Perm, Russian Federation

The indentation experiment consists in pressing a probe into the surface of a material. The study of the force response of the
material depending on the displacement of the indenter (depth of indentation) allows the evaluation of surface mechanical properties. In
the case of indentation of inhomogeneous (coated) hyperelastic materials, questions arise about the contact area required for calculating
mechanical properties, as well as about the applicability of contact models developed for homogeneous linear-elastic materials. The
shape of the indenter in the vicinity of the tip begins to play a role when indenting to a shallow depth and/or studying thin films (the
real geometry of the tip). In this work, the finite-element method was used to analyze the indentation of a layer on a hyperelastic
substrate by an indenter in the form of a truncated cone or a paraboloid of revolution. In this work, the finite element method was used
to analyze the pressing of an indenter in the form of a truncated cone or a revolution paraboloid into the system of layer on a hyperelastic
substrate. The size of the tip radius of the indenter, the elastic modulus of the layer and its thickness were varied. The dependences
of the force response on the depth of indentation, the size of the contact area and the depth of penetration were obtained. It is shown that,
when indenting the layer on a substrate, the contact depth differs significantly from that of a homogeneous material and is a function
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of the depth of indentation and the parameters of both the indenter and the surface of the system. Analytical approximations of the
contact depth for the truncated conical indenter were obtained. The applicability of Sneddon’s equation (indentation of a homogeneous
linear-elastic material) for the layer on a hyperelastic substrate was considered. The limitations on its use imposed indenter and material
parameters were determined. It is shown that, if the indentation depth is of the order of the tip radius, simple expressions describing
the indentation by a cylinder or a paraboloid without taking into account the real contact area can be used to estimate elastic modulus.
Recommendations are given on the practical use of the obtained results, in particular, in the treatment of atomic force microscopy data.
Keywords: indentation, homogeneous and layered material, layer on a nonlinear-elastic substrate, indenter shape, contact area,
computational and field experiments
Received: 30.07.2024 / Published online: 10.04.2025
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