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Научная статья

Устойчивость слоя жидкости во вращающемся реакторе Хеле–Шоу
при конкуренции эффектов плавучести, генерируемых силами инерции

В.Ю. Уточкин, Д.А. Брацун
Пермский национальный исследовательский политехнический университет, Пермь, Российская Федерация

Технологии, основанные на процессах тепло- и массопереноса во вращающейся ячейке Хеле–Шоу, могут эффективно
использоваться, в частности, при проектировании микрожидкостных устройств и маломасштабных химических реакторов
проточного типа. Квазидвумерная конструкция позволяет регистрировать поле плотности оптическими методами, а вращение
делает возможным управление этим полем с помощью пространственно-распределенных инерционных сил. Как известно,
в рамках стандартной математической модели в пределе бесконечно тонкого слоя сила Кориолиса исчезает. Однако
экспериментальные наблюдения за течением жидкости во вращающейся ячейке Хеле–Шоу указывают на то, что эффект
Кориолиса проявляет себя в полной мере. Корректный вывод уравнения движения в приближении Хеле–Шоу и Буссинеска
приводит к появлению слагаемого, отвечающего за плавучесть элемента среды, вызываемой силой Кориолиса. Для изучения
нового эффекта в данной работе рассматривается задача конвективной устойчивости жидкости с внутренней генерацией
компонента переноса, в качестве которой может выступать как концентрация растворенного вещества, так и температура
среды. Исследование системы включает: нахождение основного состояния и линейный анализ его устойчивости; анализ слабо
нелинейных решений вблизи точки первой бифуркации; прямое численное моделирование нелинейных режимов конвекции;
оценку общих свойств спектра возмущений и ветвления решений вблизи бифуркации равновесия. Для определения характера
ветвления привлекается метод многих временных масштабов. Слабонелинейный анализ выявил, что при достижении числом
Рэлея критического значения стационарное равновесие жидкости сменяется колебательной конвекцией. Для получения
полной картины нелинейной динамики используется метод конечных разностей. Показано, что сила Кориолиса стабилизирует
основное состояние системы. Что касается сильно нелинейных режимов конвекции, то плавучесть Кориолиса усложняет
сценарий перехода к хаотической конвекции. Продемонстрировано, что переход сопровождается серией бифуркаций
предельных циклов и торов, финальным разрушением 2-D или 3-D торов, появлением странных аттракторов тороидального
типа. Построена карта устойчивости на плоскости параметров «число Рэлея–число Экмана».
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1. Введение

Переменное инерционное поле является эффективным механизмом управления тепло- и массопереносом
в жидкости. В отличие от статического поля тяжести, оно может контролироваться в эксперименте путем
изменения управляющего параметра. Для вращающихся систем таким параметром является угловая скорость.
Центрифугирование оказывает пространственно-неоднородное воздействие на жидкость за счет центробежной
и кориолисовой сил инерции. Относительный вклад двух воздействий в динамику жидкой среды описывается
числом Россби, величина которого во многом определяет классификацию задачи вращения [1]. Еще одним
важным критерием служит взаимная ориентация угловой скорости и градиента плотности среды. Если эти
векторы коллинеарны, то возникает задача неустойчивости Рэлея–Бенара в тонком слое, вращающемся вокруг
перпендикулярной к нему оси [2–4]. Этот случай соответствует малому числу Россби и существенному влиянию
на течение силы Кориолиса. Данная формулировка встречается во многих работах, поскольку является хорошим
приближением для моделирования приполярной области атмосферы [1]. Основной стимул для решения таких
задач — желание понять влияние планетарного вращения на атмосферные явления [5–7]. Как показано в [2],
в рамках линейной теории устойчивости вращение приводит к стабилизации равновесия жидкости и увеличивает
порог возникновения конвекции.

Когда ось вращения и градиент плотности перпендикулярны друг другу, формулируется задача центробежной
конвекции [8]. Если при этом центробежная сила действует поперек слоя жидкости (например, при вращении
тонкого цилиндрического слоя вокруг оси симметрии), то фактически возникает задача Рэлея–Бенара. В случае
слоя большего радиуса пространственной неоднородностью центробежного воздействия можно пренебречь,
и указанные задачи становятся идентичными. Эта постановка также широко представлена в литературе и связана
с изучением атмосферных явлений в экваториальных зонах планет [6].

Совершенно иная ситуация возникает, если и силы инерции, и градиент плотности направлены вдоль
тонкого слоя. Долгое время такая конфигурация не привлекала внимания, поскольку не имела прямых гео- и
астрофизических приложений.Однако в последние годы она нашла свое применение в задачах ряда новых научных
направлений. Например, к этим задачам относятся транспорт питательных веществ в биореакторе, где плоская
геометрия используется для управления процессом фотосинтеза с помощью однородного освещения клеточной
массы через стенки кюветы [9–11], центрифугирование растворов драгоценных металлов с целью очистки [12].
Обзор разнообразных вращающихся платформ, применяемых в технологиях биомедицины, приведен в [13, 14].
Влияние вращательной и кориолисовой сил инерции на смешение растворов в неравномерно вращающейся
дискообразнойкамереисследовалосьвработе [15]вконтекстебиохимическихприложений.В[16]рассматривались
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течения вU-образноммикроканале, помещенном во вращающуюся полость. В перечисленных работах отмечается,
что генерация силой Кориолиса вторичных вихревых структур приводит к повышению эффективности
смешения. Хемоконвективные потоки, возникающие в плоском реакторе Хеле–Шоу, экспериментально и
теоретически исследовались в работах [17–21]. Разработка микрожидкостных устройств и микросмесителей
непрерывного действия на основе геометрии Хеле–Шоу [22] входит в государственный перечень новых научных
направлений. Плоская геометрия кюветы дает возможность использовать оптические методы наблюдений
(например, интерферометрию Физо) для измерения и контроля концентрационных полей [23, 24]. Таким образом,
задача возбуждения конвекции при наличии вращения зачастую решается в приближении плоского слоя.

Как известно, в приближении бесконечно тонкого слоя число Россби стремится к бесконечности, что на
первый взгляд позволяет пренебречь силой Кориолиса в уравнении движения [25]. Однако экспериментальные
данные, недавно полученные в [26], говорят, что в ячейке Хеле–Шоу эффект Кориолиса проявляется очень ярко.
По-видимому, дело в том, насколько сильные неоднородности возникают в жидкости. Если среда однородная,
то вывод о незначительности силы Кориолиса справедлив. Однако, если неоднородности среды вследствие
действия тепловых и концентрационных полей и возмущения плотности достаточно велики, то ситуация требует
более аккуратного вывода разрешающих уравнений. Следует упомянуть серию работ, в которых исследовалось
влияние силы Кориолиса на поведение изотермической двухфазной жидкости [27–29]. Так как здесь вариации
плотности связаны только с формой межфазной поверхности, в фокусе математической модели находятся
ее деформации. Из-за больших деформаций поверхности автор работы [27] принудительно и без строгого
обоснования ввел в систему уравнений эффект Кориолиса. Позднее такой же прием обсуждался в [28], где
показано, что центробежная сила приводит к вытягиваниюцентральной капли в разных направлениях, в результате
чего развивается неустойчивость в виде пальцевидных отростков. Сила Кориолиса отвечает за азимутальный
снос пальцев в противоположном вращению направлении.

Поскольку известные из литературы результаты экспериментов и численного моделирования
несмешивающихся жидкостей во вращающейся ячейке Хеле–Шоу демонстрируют определенные расхождения,
в работах [30–33] впервые предложено рассмотреть центрифугирование жидкостей, разделенных диффузионной
поверхностью. Авторы позиционируют свою математическую модель как инструмент для улучшения понимания
несмешивающихся систем. Они обнаружили, что азимутальный угол сноса пальцев линейно зависит от величины
силы Кориолиса. Однако следует отметить, что процедура вывода уравнений в [30–33] не представлена, и
слагаемое Буссинеска для силы Кориолиса введено без обоснования. Недавняя работа [34] посвящена задаче
тепловой конвекции двух смешивающихся жидкостей, которые помещены в равномерно вращающуюся
ячейку Хеле–Шоу в форме тонкого кольца. Между внешней и внутренней границами кольца поддерживается
фиксированная разность температур. Анализ устойчивости основного состояния продемонстрировал, что в
данных условиях существует два режима конвекции: колебательный одновихревой и стационарный двухвихревой.
Авторы показали, что увеличение силы Кориолиса провоцирует переход к колебательному режиму. Последнее
обстоятельство хорошо согласуется с тем фактом, что спектр неустойчивости Рэлея–Бенара в условиях вращения
обогащается также колебательными возмущениями [2]. В задаче из [34] внимание впервые фокусируется
на влиянии температурного поля. Однако неодносвязная область не позволяет описать процессы в области,
примыкающей к оси вращения. Последняя интересна тем, что сила Кориолиса может превалировать здесь над
центробежной силой. Кроме того, центральная область важна в многочисленных технологических приложениях.

В данной работе выводится уравнение движения для случая конвективного теченияжидкости, развивающегося
в тонкой цилиндрической области, которая равномерно вращается вокруг своей оси симметрии. Полученное
в приближениях Буссинеска и Хеле–Шоу уравнение включает слагаемое подъемной силы, обусловленное
эффектом Кориолиса. Формулируются условия механического равновесия и исследуется его устойчивость
относительно малых возмущений. Поведение системы вблизи бифуркации основного состояния изучается с
использованием метода многих временных масштабов. Полная нелинейная динамика системы определяется
численно, методом конечных разностей. Статья структурирована следующим образом: в разделе 2формулируется
задача и обсуждаются все аспекты предлагаемой математической модели. Линейный анализ устойчивости
основного состояния приводится в разделе 3. В разделе 4 выполняется слабонелинейный анализ вблизи первой
бифуркации. В разделе 5 детально описываются численный метод решения и результаты прямого численного
моделирования. Итоги исследования представляются в разделе Выводы.

2. Математическаяформулировка задачи

Рассмотрим движение неоднородной жидкости (раствора) с динамической вязкостью η плотностью ρ,
заполняющей цилиндрическую ячейку Хеле–Шоу радиусом R и высотой h≪R (Рис. 1). Ячейка равномерно
вращается с угловой скоростью ω = ω ez . Учитывая геометрию ячейки, удобнее ввести цилиндрические
координаты и представить полное поле скорости v0 в виде двухкомпонентной скорости v||=(vr,vφ) в плоскости
слоя и ортогональной составляющей vz . Во вращающейся системе отсчета уравнения движения имеют вид:

∇|| ·v||+
∂vz
∂z

=0, (1)

ρ

(
∂v||

∂t
+(v|| ·∇||)v||+vz

∂v||

∂z

)
=−∇||p̂+η∇2

||v||+η
∂2v||

∂z2
+2ρω(v||×ez)−ρω2ez×(ez×r), (2)
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Рис. 1. Схематическое изображение ячейки Хеле–Шоу в цилиндрических координатах; темный оттенок – твердые
пластины, светлый – жидкость (раствор)

ρ

(
∂vz
∂t

+(v|| ·∇||)vz+vz
∂vz
∂z

)
=−∂p̂

∂z
+η∇2

||vz+η
∂2vz
∂z2

, (3)

где p̂—давление,∇||=(∂/∂r,∂/(r∂φ))—градиент в полярных координатах.
Введем компонент переноса A, обусловливающий неоднородность среды по плотности. Уравнение для

скалярного поляA запишем как
∂A

∂t
+v·∇A=D∇2A+Q, (4)

гдеD—коэффициент диффузии. ПолеAможет представлять собой либо температуру среды, либо концентрацию
растворенного вещества,Q—это плотность источников, соответственно, тепла или вещества. Например, при
химической реакции нулевого порядка могут присутствовать оба этих источника. Далее считаем, что значение
Q постоянно и, в целях упрощения,A будем называть концентрацией.

В предположении, что жидкость, заполняющая ячейку, прилипает к образующим ее твердым стенкам,
граничные условия для скорости и концентрации имеют вид:

z=±h
2
: v=0,

∂A

∂z
=0, (5)

r=R : v=0, A=0. (6)
Для замыкания дополним систему (1)–(6) уравнением состояния, связывающим плотность жидкости с

другими термодинамическими характеристиками. Исходя из того, что жидкий растворитель несжимаем, можно
пренебречь зависимостью плотности раствора в ячейке от давления и рассматривать плотность как функцию
только концентрации. Если связь плотности с концентрацией слабая, то справедливо приближение Буссинеска,
и в разложении плотности в ряд по степеням концентрации можно отбросить все члены выше первого порядка.
Таким образом, получаем:

ρ(A)=ρ0(1+βA), (7)
где ρ0 —плотность растворителя, β—коэффициент объемного расширения раствора.

Подставим (7) в уравнения движения (1)–(3) и учтем неоднородность плотности только в слагаемых,
ответственных за объемные силы:

∂v||

∂t
+(v|| ·∇||)v||+vz

∂v||

∂z
=− 1

ρ0
∇||p

∗+ν∇2
||v||+ν

∂2v||

∂z2
+2ω(1+βA)(v||×ez)−βAω2ez×(ez×r), (8)

∂vz
∂t

+(v|| ·∇||)vz+vz
∂vz
∂z

=− 1

ρ0

∂p̂

∂z
+ν∇2

||vz+ν
∂2vz
∂z2

, (9)

где ν=η/ρ0 —кинематическая вязкость растворителя, центробежная сила внесена под знак градиента:

∇p∗=∇p̂−ρ0ω2r.

Поскольку высота ячейки h достаточно мала, то приемлемо приближение Хеле–Шоу и течение можно
считать двумерным. Принимая во внимание граничное условие (5), аппроксимируем скорость и концентрацию
следующими функциями:

v||(r,φ,z,t)=
3

2

(
1− 4z2

h2

)
u(r,φ,t),

vz(r,φ,z,t)=0,

A(r,φ,z,t)=C(r,φ,t),

(10)



18 Уточкин В.Ю., Брацун Д.А. Устойчивость слояжидкости во вращающемся реакторе Хеле–Шоу... // Вычисл. мех. сплош. сред. 2025. Т. 18(1)

где u=(ur,uφ). Приближения (10) подставим в уравнения и усредним при помощи операции

⟨...⟩= 1

h

h/2∫
−h/2

dz.

Данная процедура сводит геометрию системы к двумерной, и уравнения эволюции исследуемой физической
системы во времени принимают вид:

∇·u=0,

∂u

∂t
+
6

5
(u·∇)u=− 1

ρ0
∇p∗+ν∇2u−12

ν

h2
u+2ω(u×ez)+2ωβC(u×ez)+βCω

2r,

∂C

∂t
+u·∇C=D∇2C+Q,

(11)

где принято обозначение∇≡∇||. Приведем (11) к безразмерному виду, используя для этого масштабы длины (R),
скорости (D/R), времени (R2/D), давления (12ρ0νD/h2) и концентрации (Θ≡

√
6νQ/βh2ω2):

∇·u=0,

1

Sc

[
∂u

∂t
+
6

5
(u·∇)u

]
=− 1

δ2
∇p∗+∇2u− 1

δ2
u+

√
Ta(u×ez)+βΘ

√
Ta(u×ez)+R̂ωCr,

∂C

∂t
+u·∇C=∇2C+2δ2R̂ω.

В получившейся системе уравнений безразмерные параметры определяются как

Sc=
ν

D
, δ=

h

2
√
3R

, Ta=

(
2ωR2

ν

)2

, R̂ω=
βΘω2R4

νD

и представляют собой, соответственно, числоШмидта, аспектное отношение ячейки Хеле–Шоу, число Тейлора
и центробежное число Рэлея.

Обратим внимание, что в двумерной формулировке ведущее слагаемое в разложении силы Кориолиса
(разложение плотности (7), умноженное на u× ez) исключается из уравнений движения. Применяя к нему
операцию взятия ротора, получаем:

∇×(u×ez)=u(∇·ez)−(u·∇)ez+(ez ·∇)u−ez(∇·u)=0,

где два первых слагаемых зануляются тождественно, а два последних— в силу принятой гипотезы о двумерности
течения, поскольку в данном пределе

lim
h/R→0

∇|| ·v||=0.

Фактически это означает, что при переходе к двумерному случаю соответствующее слагаемое можно выразить как
градиент некоторого скаляра и исключить путем переопределения давления (по аналогии с центробежной силой).

Таким образом, приходим к заключению, что уравнение движенияможет быть модифицировано для двумерных
течений. Из проведенного анализа ясно, что сила Кориолиса действует тем слабее, чем меньше аспектное
отношение ячейки Хеле–Шоу. В то же время приближение Буссинеска требует, чтобы в итоговом уравнении
оставались слагаемые одного порядка малости [35]. При переходе же к плоской конвекции видим, что слагаемое
в основном порядке разложения плотности зануляется, что требует учета следующего слагаемого, и ситуация
становится аналогичной рассмотрению центробежной конвекции, ведущее слагаемое при которой оказывается
потенциальным и также выпадает из рассмотрения.

Исходя из рассуждений выше, переопределим поле давления как

∇p=∇p∗+2ρ0ωu×ez

и придем к системе уравнений:

∇·u=0,

1

Sc

[
∂u

∂t
+
6

5
(u·∇)u

]
=− 1

δ2
∇p∗+∇2u− 1

δ2
u+βΘ

√
Ta(u×ez)+R̂ωCr,

∂C

∂t
+u·∇C=∇2C+2δ2R̂ω,

(12)
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в которой уравнение движения одновременно включает плавучесть, вызванную как центробежной, так и
кориолисовой силой. В дополнение к поправочному коэффициенту 6/5 [18] в уравнение, в отличие от стандартного
уравнения Навье–Стокса, вводится член, пропорциональный скорости, который можно интерпретировать как
среднюю силу сопротивления, обусловленную наличием плоскостей, ограничивающих ячейку Хеле–Шоу, и
который аналогичен силе Дарси в пористой среде.

При двумерном течении удобно использовать двухполевую формулировку системы (12). Функция тока Ψ
в полярных координатах связана с компонентами скорости соотношениями:

ur=
1

r

∂Ψ

∂φ
, uφ=−∂Ψ

∂r
.

Применяя к (12) операцию взятия ротора, получаем:

Φ+∇2Ψ=0,

1

Sc

(
∂Φ

∂t
+

6

5r
J(Φ,Ψ)

)
=∇2Φ− 1

δ2
Φ+

R̂ωÊ

Sc
J(Ψ,C)−R̂ω

∂C

∂φ
,

∂C

∂t
+
1

r
J(C,Ψ)=∇2C+2δ2R̂ω,

(13)

где Φ — завихренность, Ê = 4ν/ωR2 — число Экмана, представляющее собой соотношение между силами
вязкого трения и Кориолиса, J —якобиан, который определяется как

J(f,g)=
∂f

∂r

∂g

∂φ
− ∂f

∂φ

∂g

∂r
.

Примечательно, что слагаемое Кориолиса в уравнении движения (см. третье слагаемое в правой части второго
уравнения (13)) по своей форме совпадает со слагаемым конвективного переноса компонентаC.

Граничные условия для уравнений (13) имеют вид:

r=1: Ψ=0,
∂Ψ

∂r
=0, C=0. (14)

Задача (13), (14) описывает нелинейную динамику двумерных течений во вращающейся ячейке Хеле–Шоу
в случае, когда инерцией жидкости пренебрегать нельзя. Предел δ→0 сводит уравнение движения к уравнению
Дарси, которое известно из теории фильтрации жидкости через пористую среду. В таком случае формулировка
задачи может быть записана следующим образом:

RωEk

r
J(C,Ψ)=∇2Ψ−Rω

∂C

∂φ
,

∂C

∂t
+
1

r
J(C,Ψ)=∇2C+2Rω,

Ψ |r=1=0, C|r=1=0,

(15)

гдеEk=Ê/Sc,Rω=δ
2R̂ω. В системе (15) граничное условие для функции тока учитывает понижение порядка

системы уравнений при отбрасывании части слагаемых в уравнении движения.
Следует отметить, что использованная при выводе системы (15) модель Дарси, применяемая для описания

течения жидкости в пористых средах, справедлива при условии, что средняя скорость слабо меняется в
пространстве [36]. Однако во многих случаях это условие не выполняется, например, при резком изменении
свойств жидкости как в контексте проблемы Саффмана–Тейлора и вязком пальцеобразовании [37–39]; при
наличии межфазной границы в системе несмешивающихся жидкостей, требующей корректной формулировки
граничных условий [40]. Самый простой способ исправить эту неадекватность модели — ввести поправку
Бринкмана [41]. Более сложная коррекция заключается в добавлении в уравнение движения инерционного
члена конкретной формы, как предложено в [37, 40]. При строгом подходе необходимо сравнивать высоту h
ячейки Хеле–Шоу с характерным линейным размером конвективной структурыH . Модель Дарси справедлива,
когда высота ячейки мала по сравнению с этой характерной длиной. Случай полностью трехмерных течений,
описываемых уравнением Навье–Стокса, получается в противоположном пределе [18]. Учитывать оба этих
предела позволяют уравнения (13) и дают хорошее приближение в промежуточном диапазонеH . В настоящей
работе рассматривается развитие неустойчивости с длиной волны, сравнимой с радиусом ячейки Хеле–Шоу:
H≈R. В этом случае использование уравнений (13) излишне, поэтому применяется модель Дарси.

3. Линейный анализ устойчивости равновесия

Задача (15) допускает стационарное решение, если жидкость находится в состоянии механического
равновесия, которое будем называть основным состоянием системы. Формулируя условие равновесия в виде
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Ψ =0, заключаем, что в основном состоянии поле концентрации должно иметь вид: C0 =C0(r). Тогда задача
сводится к решению обыкновенного дифференциального уравнения

1

r

d

dr

(
r
dC0

dr

)
=−2Rω

с граничным условием:C0=0 при r=1. Его решением служит функция:

C0(r)=Rω(1−r2)
/
2. (16)

Рассмотрим задачу о возмущениях равновесия (16). Представим поля функции тока и концентрации в виде:{
Ψ(r,φ,t)
C(r,φ,t)

}
=

{
0

C0(r)

}
+

{
ψ(r,φ,t)
c(r,φ,t)

}
, (17)

где ψ, c— в общем случае конечные возмущения. Подставляя (17) в (15), получаем задачу для возмущений
функции тока и концентрации:

RωEk

r
J(c,ψ)=∇2ψ−Rω

∂c

∂φ
+R2

ωEk
∂ψ

∂φ
,

∂c

∂t
+
1

r
J(c,ψ)=∇2c+Rω

∂ψ

∂φ
,

r=1: ψ=0, c=0.

(18)

В настоящем разделе, в соответствии с линейной теорией устойчивости, будем считать возмущения малыми
и линеаризуем уравнения (18) вблизи основного состояния (16). Полагая в рамках данного приближения
{ψ,c}∼eλt, приходим к системе:

−R2
ωEk

∂ψ

∂φ
=∇2ψ−Rω

∂c

∂φ
,

λc=∇2c+Rω
∂ψ

∂φ
,

r=1: ψ=0, c=0.

(19)

Система уравнений (19) описывает дискретный спектр нормальных мод, возникающих в круговой области.
Нахождение спектра для конкретной области предполагает решение краевой задачи. Тем не менее некоторые
универсальные свойства спектра, не зависящие от геометрии задачи, можно установить, анализируя только
структуру определяющих уравнений [42]. С этой цельюнаряду с решением {ψ,c} вводим комплексно сопряженное
решение {ψ∗,c∗} и представляем скалярное произведение в виде:

⟨f,g⟩=
∫
f(r,φ)g(r,φ)rdrdφ.

Умножаем уравнения (19) на ψ∗ и c∗ соответственно. С учетом граничных условий также можно записать:〈
ψ∗,∇2ψ

〉
=−

〈
|∇ψ|2

〉
,

〈
c∗,∇2c

〉
=−

〈
|∇c|2

〉
.

После этого имеем:
−
〈
|∇ψ|2

〉
−Rω

〈
ψ∗,

∂c

∂φ

〉
+R2

ωEk

〈
ψ∗,

∂ψ

∂φ

〉
=0, (20)

−
〈
|∇c|2

〉
+Rω

〈
c∗,
∂ψ

∂φ

〉
−λ

〈
|c|2

〉
=0. (21)

Вычитая из равенств (20) и (21) комплексно сопряженные:

−
〈
|∇ψ|2

〉
−Rω

〈
ψ,
∂c∗

∂φ

〉
+R2

ωEk

〈
ψ,
∂ψ∗

∂φ

〉
=0,

−
〈
|∇c|2

〉
+Rω

〈
c,
∂ψ∗

∂φ

〉
−λ∗

〈
|c|2

〉
=0,

приходим к соотношению:

λ−λ∗=R2
ωEk

⟨ψ∗,∂ψ/∂φ⟩〈
|c|2

〉 , (22)
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из которого следует действительность инкремента λ и, соответственно, монотонность возмущений при условии
Ek = 0. Напротив, при Ek ̸= 0 инкремент будет иметь ненулевую мнимую часть, что говорит о наличии
осциллирующих решений линейной задачи. Таким образом, присутствие силы Кориолиса наполняет спектр
колебательными возмущениями. Складывая (20) и (21) с комплексно сопряженными, получаем:

λ+λ∗

2
≡λr=−

〈
|∇c|2

〉
〈
|c|2

〉 +Rω
⟨c∗,∂ψ/∂φ⟩+⟨c,∂ψ∗/∂φ⟩

2
〈
|c|2

〉 . (23)

Левая часть равенства (23) представляет собой действительную часть λ, которая определяет скорость роста
(затухания) возмущений. Если ячейка не вращается (Rω=0), то система абсолютно устойчива: λr<0. С ростом
скорости вращения система пороговым образом теряет устойчивость при критическом значении числа Рэлея.

Рассмотрим свойства спектра нейтральных монотонных возмущений (λ=0) для случая круговой области. Для
простотыпосчитаем,чтоэффектКориолисанепроявляетсяприEk=0. Тогдазадача (19)приметболеепростойвид:

∇2ψ−Rω
∂c

∂φ
=0,

∇2c+Rω
∂ψ

∂φ
=0,

r=1: ψ=0, c=0.

(24)

Из формы записи уравнений (24) видна причина выбора масштаба единиц концентрации: уравнения приобретают
определенную симметрию. Если пара функций {ψ,c} удовлетворяет уравнениям (24), то удовлетворять им
будет и пара {c,−ψ}. Кроме того, нелинейная задача (18) инвариантна относительно непрерывной группы
SO(2) поворотов относительно оси z. Данная симметрия приводит к однопараметрическому семейству решений,
каждое из которых можно получить из другого поворотом системы вокруг оси z. Этот вывод справедлив как для
стационарных, так и для нестационарных решений (18). Таким образом, для круговой области все критические
значения числа РэлеяRω двукратно вырождены.

Уравнения (24) можно преобразовать к более компактному виду путем введения комплексной функции

ξ(r,φ)=ψ(r,φ)+ic(r,φ)

и задачу о критических движениях рассматривать как задачу отыскания собственных значений оператора:

∇2ξ+iRω
∂ξ

∂φ
=0, ξ(1,φ)=0. (25)

Ее решением, не обращающимся в бесконечность при r=0, служит

ξ(r,φ)=αJn(r
√
nRω)e

−inφ, (26)

где n— азимутальное волновое число, имеющее значения 0, ±1, ±2, . . . , Jn — функция Бесселя порядка n,
α—некоторая константа. Спектр собственных значений (25) вычисляется из условия:

Jn(r

√
nR

(n,l)
ω )=0,

где индексом l нумеруется радиальное волновое число, аR(n,l)
ω означает критическое число Рэлея моды (n,l).

Рис. 2. Нейтральные возмущения функции тока для наиболее опасных конвективных мод (2,1), (3,1), (4,1) и
(1,1) без учета эффекта Кориолиса (Ek = 0); критические значения чисел Рэлея для каждой из мод приведены
на горизонтальной оси
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Первичной является мода (2,1), которая сменяет равновесие приRω=13.21. По мере увеличения числа Рэлея
следующей возбуждается мода (3,1), за ней следует мода (4,1) и так далее. На рисунке 2 показаны критические
возмущения функции тока и концентрации для четырех наиболее опасных мод. Стоит отметить, что мода
(0,1) абсолютно устойчива при любом числе Рэлея. Этот вывод справедлив для всех конвективных мод вида
(0, n). Азимутальное число n критического возмущения с увеличением числа Рэлея растет гораздо быстрее,
чем радиальное число l. Для сравнения можно привести данные об устойчивости мод с волновым числом l=2.
Мода (3,2) теряет устойчивость приRω=31.75; мода (2,2) нейтральна приRω=35.45; за ней следует мода (1,2),
теряющая устойчивость при Rω =49.22. Таким образом, в достаточно широком диапазоне (от 13,21 до 31,75)
числаRω сосуществуют только моды (n,1).

4. Слабонелинейный анализ

Рассмотрим вопрос ветвления решения вблизи точки первой бифуркации Rω ≈ Rω0, где механическое
равновесиежидкостисменяетсяконвективнымдвижением.Дляанализа слабонелинейныхрешенийвоспользуемся
методом многих временных масштабов. Этот метод позволяет находить определяющие уравнения на медленном
многообразии, которое всегда возникает в окрестности бифуркации. Следуя методу, будем искать решение
задачи (18) в виде разложений по малым отклонениям от основного состояния:

ψ=εψ1+ε
2ψ2+O(ε3),

c=εc1+ε
2c2+O(ε3),

Rω=Rω0+εRω1+ε
2Rω2+O(ε3),

Ek=εEk1+ε
2Ek2+O(ε3),

∂

∂t
=ε

∂

∂t1
+ε2

∂

∂t2
+O(ε3),

(27)

где tn = εnt обозначает иерархию времен, смысл которой состоит в разделении процессов вблизи порога
возникновения конвекции на «быстрые» (протекающие во времени t0) и «медленные» (t1,t2,...). Малый параметр
ε характеризует степень надкритичности: ε=

√
(Rω−Rω0)/Rω2.

Подставим (27) в (18) и соберем слагаемые одного порядка. Тогда для порядкаO(ε) получаем краевую задачу:

∇2ψ1−Rω0
∂c1
∂φ

=0,

∇2c1+Rω0
∂ψ1

∂φ
=0,

r=1: ψ1=0, c1=0,

(28)

совпадающую с задачей о критических возмущениях (24). Для следующего порядкаO(ε2) имеем:

∇2ψ2−Rω0
∂c2
∂φ

=Rω1
∂c1
∂φ

−R2
ω0Ek1

∂ψ1

∂φ
,

∇2c2+Rω0
∂ψ2

∂φ
=
∂c1
∂t1

−Rω1
∂ψ1

∂φ
+
1

r
J(c1,ψ1),

r=1: ψ2=0, c2=0.

(29)

Наконец, порядкуO(ε3) отвечают уравнения:

∇2ψ3−Rω0
∂c3
∂φ

=Rω2
∂c1
∂φ

−R2
ω0Ek2

∂ψ1

∂φ
,

∇2c3+Rω0
∂ψ3

∂φ
=
∂c1
∂t2

+
∂c2
∂t1

−Rω2
∂ψ1

∂φ
−Rω2

∂ψ1

∂φ
+
1

r
J(c1,ψ2)+

1

r
J(c2,ψ1),

r=1: ψ3=0, c3=0.

(30)

С учетом симметрии линейной системы (28) ее решение можно искать в виде:

ψ1(r,φ,t)=a(t1,t2,...)ψ(r,φ)+b(t1,t2,...)c(r,φ),

c1(r,φ,t)=a(t1,t2,...)c(r,φ)−b(t1,t2,...)ψ(r,φ),

где a и b—амплитуды, зависящие от медленных времен, а ψ и c определяются формулой (26).



Уточкин В.Ю., Брацун Д.А. Устойчивость слояжидкости во вращающемся реакторе Хеле–Шоу... // Вычисл. мех. сплош. сред. 2025. Т. 18(1) 23

В правых частях уравнений с высшими порядками членов появляются слагаемые, возмущающие линейную
задачу. Зададим скалярное произведение двух произвольных векторных функций в следующем виде:

[A,B]=
∑
i

⟨Ai,Bi⟩.

Легко показать, что оператор задачи (28) является самосопряженным. Поэтому условие разрешимости задач
(29) и (30) можно сформулировать как ортогональность их правых частей решениям линейной задачи в смысле
введенного скалярного произведения. Применительно к (29) это дает систему:

〈
A2

〉 ∂a
∂t1

=−2Rω1

〈
ψ,
∂c

∂φ

〉
a+R2

ω0Ek1

〈
ψ,
∂c

∂φ

〉
b,

〈
ψ2

〉 ∂b
∂t1

=−Rω1

〈
ψ,
∂c

∂φ

〉
b−R2

ω0Ek1

〈
ψ,
∂c

∂φ

〉
a,

которая оказывается линейной. ПоложивRω1=0,Ek1=0, d/dt1=0, представим ее решение в виде:

ψ2=(a2+b2)ϑ, c2=(a2+b2)σ.

Повторяя процедуру для системы (30) с членами третьего порядка, получаем нелинейные амплитудные уравнения:

da

dτ
=(R∗

ω−a2−b2)a−Ek∗b, (31)

db

dτ
=(R∗

ω−a2−b2)b+Ek∗a, (32)

гдеR∗
ω≡2Rω1

〈
c,
∂ψ

∂φ

〉
,Ek∗≡Ek2Rω0

〈
c,
∂ψ

∂φ

〉
, τ≡ t2

⟨c2⟩
,
〈
ψ,

1

r
J(ϑ,σ)

〉
=−1.

Опишем нетривиальные решения амплитудных уравнений (31), (32). Если пренебречь эффектом Кориолиса,
то из центральной неподвижной точки (0,0) с двукратно вырожденным простым собственным значением
ответвляется однопараметрическое семейство устойчивых аттракторов, задаваемых уравнением:

a2+b2=R∗
ω,

что и показано на рисунке 3а. Появление цикла равновесий обусловлено наличием SO(2)-симметрии. Каждая
неподвижная точка в семействе соответствует конвективному движению, слегка смещенному вдоль направления
вращения. Поэтому все члены семейства обладают идентичными свойствами устойчивости. Цикл равновесий
ответвляется пороговым образом приRω=Rω0.

Если учесть эффект Кориолиса, то цикл равновесий переходит в устойчивый предельный цикл при сколь
угодно малом значении числа Экмана (Рис. 3б). Знак этого числа определяет направление вращения конвективной
структуры вокруг оси как целого. При этом изменение знака угловой скорости не влияет на число Рэлея,
так как оно возводится в квадрат. Постепенное увеличение Rω при фиксированном значении Ek приводит к
сверхкритической бифуркации Хопфа (Рис. 3в).

(a) (б) (в)

Рис. 3.Фазовый портрет системы (31), (32), показывающий динамику слабо нелинейных решений в окрестности первой
точки бифуркацииRω0: ветвь однопараметрического семейства устойчивых стационарных состояний приRω>Rω0,
Ek = 0 (а); устойчивый предельный цикл приRω>Rω0,Ek ̸=0 (б); диаграмма сверхкритической бифуркации Хопфа
приRω>Rω0,Ek ̸=0 (в)
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5. Численное решение полной нелинейной задачи

5.1. Метод численного решения

Для решения задачи (18) в данной работе использовался метод конечных разностей. Пространственные
дифференциальные операторы аппроксимировались центральными разностями на равномерной сетке в полярных
координатах. Апробирован ряд сеток с разным разрешением по радиусу и углу: 21×121, 41×241, 61×361, 81×481.
Представленные ниже численные результаты получены на сетке 61×361. Решение на этой сетке дает значение
с относительной погрешностью в пределах 3% к значению, к которому сходится функция тока при дальнейшем
сгущении.

Нелинейные уравнения решаются на основе явной схемы. Для производной по времени применялась схема
Эйлера первого порядка.

Обозначим дискретный аналог функции f(r,φ,t) как fmi,k, что дает значение функции в узле сетки с номером
i,k в момент времени tm=

∑
∆tn. Конечно-разностные аналоги уравнений (18) с учетом принятых обозначений

имеют вид:

∇2ψm+1
i,k =Rω

∂cmi,k
∂φ

−R2
ωEk

∂ψm
i,k

∂φ
+
RωEk

ri
J(cmi,k,ψ

m
i,k),

cm+1
i,k =cmi,k+∆tm

[
∇2cmi,k+Rω

∂ψm
i,k

∂φ
− 1

ri
J(cmi,k,ψ

m
i,k)

]
.

Алгоритм вычислений на их основе следующий. Допустим, в момент времени tm известны все данные как для
поля ψm

i,k, так и для поля c
m
i,k. На следующем, (m+1)-м, шаге решается уравнение Пуассона для функции тока,

в результате определяются новые значения ψm+1
i,k . Затем с использованием явного рекуррентного соотношения

обновляются значения поля концентрации cm+1
i,k , далее процедура повторяется. Уравнение Пуассона решается

методом последовательной верхней релаксации с точностью до 10−4. Начальным условием служит зашумленное
поле функции тока с амплитудой, не превышающей значение 10−3.

При применении явной схемы необходимо контролировать шаг по времени. Для обеспечения устойчивости
решения величину шага по времени на каждой новой итерации рассчитывали по формуле Куранта:

∆t=
∆r2

4(1+1/(∆φ2)+max|ψ|)
.

Стоит отметить, что рассматриваемая задача удобна для численного анализа. Классический итерационный
метод решения систем разностных уравнений (процесс Либмана) сходится к решению за 5–7 итераций в
стационарных условиях и за 1–2 итерации при использовании метода продолжения по параметру. Однако
получение нестационарных решений с большими временами перехода, таких как предельные торы, требует
значительных затрат машинного времени.

5.2. Результаты численного моделирования

Приведем некоторые результаты численных экспериментов, иллюстрирующие сложную нелинейную динамику
рассматриваемой системы. На рисунке 4 показана область неустойчивости в плоскости параметров Rω и Ek .
Можно видеть, что эффект Кориолиса существенно стабилизирует состояние механического равновесия. Область
неустойчивости имеет форму мешка, ограниченного нейтральной кривой бифуркации Хопфа. Минимальное
значение числа Рэлея, при котором начинается конвекция, равно Rω = 13.21 (Ek = 0). Если Ek > 0.038, то
основное состояние системы абсолютно устойчиво, поскольку все возмущения затухают.

Для исследования нелинейной динамики системы в области неустойчивости рассмотрено характерное
вертикальное сечение при Ek= 0.017 и несколько горизонтальных сечений. На рисунке 5 приводится спектр
мощности и фазовый портрет конвективного режима, полученный при значении числа РэлеяRω=14.5 (Рис. 4,
нижний квадратик); конвективный режим здесь является периодическим. При пересечении нейтральной
кривой возникает 1−T предельный цикл. Таким образом, численное моделирование подтверждает вывод из
слабонелинейного анализа (см. раздел 4) о возникновении колебательной конвекции при произвольно малом
значении числа Экмана. Предельный цикл включает динамическую смену состояний однопараметрического
семейства. На рисунке 5 справа приводятся поля возмущений концентрации c в последовательные моменты
времени. Рисунок 6 демонстрирует отвечающие им поля возмущений функции тока. Ячейка вращается против
часовой стрелки в соответствии с правилом правого винта (см. Рис. 1).

С ростом угловой скорости и числа Rω в системе происходит вторая бифуркация Хопфа, вследствие чего
от предельного цикла ответвляется двухчастотный тор. На рисунке 7 можно видеть появление резонансного
7−T цикла на торе и соответствующую структуру течения, изображаемую полями возмущения концентрации.
На рисунке 8 приводятся поля возмущений функции тока, отвечающие этому периодическому режиму.
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Рис. 4.Нейтральная кривая для бифуркации Хопфа в плоскости параметров «число РэлеяRω – число ЭкманаEk»,
разделяющая область колебательной неустойчивости (закрашена) и состояние механического равновесия; численное
моделирование выполнено для значений параметров, отмеченных красными квадратиками

(а) (б)

Рис. 5. Спектр мощности и фазовый портрет (а), полученные прямым численным моделированием для значений
параметров Rω = 14.5, Ek = 0.017; поля возмущений концентрации c (б) приведены в моменты времени,
соответствующие точкам 1–4 аттрактора

Рис. 6. Поля возмущений функции тока для значений параметров Rω =14.5, Ek=0.017 в точках 1–4 аттрактора
(см. Рис. 5)

Отметим, что число возникающих вихрей как в режиме 1−T цикла, так и в режиме 7−T цикла совпадает
с количеством вихрей моды (3,1). Согласно результатам линейного анализа, проведенного без учета силы
Кориолиса, данная мода наблюдается вплоть доRω=14.4 (Рис. 2). Это обстоятельство также свидетельствует
в пользу стабилизации состояния системы. Кроме того, в связи с возросшей интенсивностью конвективного
движения усилилось и влияние силы Кориолиса на движущуюся жидкость, что привело к более заметным
сдвиговым деформациям течения и характерной асимметрии (Рис. 8).
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(а) (б)

Рис. 7. Спектр мощности и фазовый портрет (а), полученные прямым численным моделированием для значений
параметров Rω = 19.0, Ek = 0.017; поля возмущений концентрации c (б) приведены в моменты времени,
соответствующие точкам 1–4 аттрактора

Рис. 8. Поля возмущений функции тока для значений параметров Rω =19.0, Ek=0.017 в точках 1–4 аттрактора
(см. Рис. 7)

(а) (б)

Рис. 9.Спектр мощности и фазовый портрет (а), полученные для значений параметровRω=23.7,Ek=0.017; поля
возмущений концентрации (б) приведены в моменты времени, отвечающие точкам 1–4 аттрактора

При дальнейшем увеличении числа Рэлея происходит переход к хаотической конвекции через сложную
последовательность бифуркаций тора. Для примера на рисунке 9 приведен фазовый портрет и спектр мощности
хаотического аттрактора тороидального типа и соответствующие ему поля возмущений концентрации при
значениях управляющихпараметровRω=23.7,Ek=0.017, а рисунок 10 иллюстрирует поля возмущенийфункции
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Рис. 10. Поля возмущений функции тока для значений параметровRω =23.7, Ek=0.017 в точках 1–4 аттрактора
(см. Рис. 9)

тока в данном режиме. Видно, что хаотичность течения главным образом проявляется в самопроизвольном
рождении и исчезновении вихрей: мода (3,1) конкурирует с модой (2,1), что выглядит как поочередная смена
числа вихрей.

В заключение скажем, что в общем случае эффект Кориолиса создает предпосылки для ряда бифуркаций
с многомерными торами. Нелинейная динамика и бифуркационная структура рассматриваемой динамической
системы сложны и запутаны и требуют отдельного исследования.

6. Выводы

В настоящей работе представлено уравнение движения несжимаемой жидкости (раствора) во вращающейся
ячейкеХеле–Шоу. Ключевой особенностью данного уравнения является наличие нового слагаемого—слагаемого
плавучести, связанной с силой Кориолиса, не исчезающее при допущении двумерного течения. Уравнение
описывает, с одной стороны, течения в ячейке Хеле–Шоу, демонстрирующие характерное для силы Кориолиса
азимутальное отклонение в зависимости от скорости движения жидкости, с другой, зависимость такого
отклонения от изменений плотности жидкости.

Интересно, что слагаемое плавучести имеет ту же структуру, что и нелинейный член в уравнении переноса.
Как известно, отношение интенсивностей диффузии импульса и диффузии вещества определяется числом
Шмидта. Типичное значение этого безразмерного параметра для жидкости (раствора) составляет 103. Это
означает, что движение молекул растворенного вещества зависит в большей степени от свойств растворителя,
чем от их диффузии. В случае процессов переноса тепла этот эффект не столь выражен, но остается заметным,
что подтверждается типичными значениями числа Прандтля для жидкостей (>10). Таким образом, нелинейный
член в уравнении переноса концентрации (или тепла) играет ключевую роль, поскольку во многом обуславливает
динамику этих полей. Факт, что кориолисова плавучесть в уравнении движения имеет такую же нелинейную
структуру, свидетельствует об усилении ее влияния на течения в ячейке Хеле–Шоу. При этом, как и классическая
сила Кориолиса, новое слагаемое проявляется только в движущейся жидкости.

Исследование выполнено при поддержкеМинистерства науки и высшего образования Российской Федерации
(проект№ FSNM-2025-0001).
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Research article

Stability of a liquid layer in a rotating Hele–Shaw reactor under competition of
buoyancy effects generated by inertial forces

V.Yu. Utochkin, D.A. Bratsun
Perm National Research Polytechnic University, Perm, Russian Federation

Technologies that involve studying heat and mass transfer processes in a rotating Hele-Shaw cell can be effectively used in particular
in designing microfluidic devices and small-scale flow-type chemical reactors. A quasi-two-dimensional model allows recording
density fields by optical methods, and rotation makes it possible to control them through spatially distributed inertial forces. As is
known, in the limit of an infinitely thin layer, the Coriolis force disappears in a standard mathematical model. However, the experimental
observations of a fluid flow in a rotating Hele-Shaw cell indicate that the Coriolis effect fully manifests itself. The correct derivation of
the equation of motion in the Hele-Shaw and Boussinesq approximation leads to the appearance of a term responsible for the buoyancy
of the medium element caused by the Coriolis force. In this paper, to study the new effect, we consider the problem of convective
stability of a fluid with internal generation of a transport component, which can be either the concentration of a dissolved substance
or the temperature of the medium. The study of the system includes finding its basic state and linear analysis of its stability, analysis of
weakly nonlinear solutions near the first bifurcation point, direct numerical modeling of nonlinear convection regimes, and evaluation
of the general properties of a disturbance spectrum and the branching of solutions near the equilibrium bifurcation. The character
of the branching of solutions is determined by applying the method of multiple time scales. The weakly nonlinear analysis indicates
that, when the Rayleigh number reaches a critical value, the steady-state equilibrium of the fluid is replaced by oscillatory convection.
The finite difference method is used to obtain a complete picture of the nature of nonlinear dynamics. It is shown that the Coriolis
force has a stabilizing effect on the basic state of the system. In the strongly nonlinear regimes of convection, the Coriolis buoyancy
leads to a complication of the scenario of transition to chaotic convection. It is demonstrated that the transition is accompanied by
a series of bifurcations of limit cycles and tori, the final destruction of 2-D or 3-D tori, the appearance of strange attractors of the
toroidal type. A stability map is constructed in the Rayleigh number-Ekman number parameter space.
Keywords: rotating Hele–Shaw cell, Coriolis force, Boussinesq approximation, convective instability
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