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В рамках квазистатического приближения исследуются особенности распространения сдвиговых горизонтально
поляризованных волн в магнитоэлектроупругой составной пластине, контактирующей с вакуумом. Пластина представляет
собой жестко сцепленные пьезоэлектрический и пьезомагнитный слои. На внешних поверхностях предполагается отсутствие
механических напряжений и равенство нулю магнитного потенциала. В зависимости от характера задаваемых электрических
условий рассмотрены задачи с электрически открытыми и электрически закрытыми внешними поверхностями. Волновой
процесс инициирован действием удаленного источника гармонических колебаний и считается установившимся. Решение задач
строится в образах Фурье в виде разложения по совокупности экспонент. Получены дисперсионные уравнения задач, которые
приведены в удобном для численной реализации матричном виде. На примере пластины PZT-5H/CoFe2O4 установлена связь
толщины каждого из ее слоев с особенностями трансформации фазовых и групповых скоростей поверхностных акустических
волн с горизонтальной поляризацией (SH-ПАВ). При варьировании геометрических параметров системы фиксировалась
толщина либо пластины, либо одного из слоев. В рамках задачи с электрически закрытыми внешними поверхностями
установлены существенные различия в поведении скоростей в зависимости от толщиныпьезоэлектрического и пьезомагнитного
слоев. Определены условия максимального и минимального влияния толщин слоев на поведение 2-х и последующих мод
SH-ПАВ. Показано, что при наличии в пластине очень тонкого пьезомагнитного слоя существенно меняется поведение 2-й
модыПАВ: возрастает как частота выхода моды, так и асимптотическое значение скорости. Выявлены закономерности влияния
толщины пьезоэлектрического и пьезомагнитного слоев пластины на поведение коэффициента электромагнитомеханической
связи в широком диапазоне частот. Полученные результаты приведены в безразмерных параметрах и могут представлять
интерес при разработке новых функционально ориентированных материалов, оценке их эксплуатационных характеристик,
а также при создании высокоэффективных устройств, работающих на поверхностных акустических волнах.
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1. Введение

Широкое исследование физических явлений, связанных со взаимодействием акустических поверхностных
и объемных волн с электрическими и магнитными полями в пьезоэлектрических, диэлектрических,
полупроводниковых и магнитострикционных материалах, и открытие акустомагнитоэлектрического эффекта
[1–6] заложили основу их использования в различных приложениях методов неразрушающего контроля,
количественной ультразвуковой и лазерной ультразвуковой диагностике, акустической микроскопии. Обзор
современных магнитоэлектроупругих (МЭУ) материалов и устройств на их основе приведен в [7, 8].
Благодаря расширяющимся возможностям получения и применения высококачественныхМЭУ материалов и
пьезоэлектрических /пьезомагнитных (ПЭ/ПМ) структур в последние годы все большее внимание уделяется
изучению внешних и внутренних факторов, влияющих на изменение их свойств и особенности распространения
в них акустических поверхностных и объемных волн. Для адекватной оценки влияния пьезоэлектрического и
магнитоэлектрического эффектов на распространение волн необходимо привлечение точных аналитических или
численно-аналитических решений задач электромагнитоупругости. В [9, 10] найдены точные решения задачМЭУ
для пространственных анизотропных, однородных и многослойных прямоугольных пластин, испытывающих
как поверхностные, так и внутренние нагрузки [9], и для бесконечно протяженных многослойных пластин
[10]. В [11] определены типы электромагнитных условий на поверхности полупространства с гексагональной
(6 mm) симметрией материала, допускающих распространение поверхностных акустических волн (ПАВ) с
горизонтальной поляризацией (волн SH типа) или кратко SH-ПАВ. Для изучения динамических характеристик
слоистыхМЭУ структур в [12, 13] предложены численно-аналитический метод ортогональных полиномиальных
разложений и подход к построению новой формы фундаментального решения трехмерных задач динамической
электромагнитоупругости [14]. В [15–18] получены и исследованы особенности SH-ПАВ, распространяющихся
вдоль свободной поверхностиМЭУ структур, с учетомМЭУ эффекта в зависимости от параметров структуры
и характера граничных условий. В [19, 20] выявлены особенности поведения SH-волн в композитных пластинах
при разных электромагнитных условиях на свободных поверхностях. В [21] проведено сравнение дисперсионных
свойств трехслойных гетероструктур, при различном сочетании однородных ПЭ, ПМ и композитных слоев. В
[22–28] рассмотрены особенности поведения SH-волн в слоистыхПЭ/ПМструктурах в зависимости от отношения
толщин слоев и свойств ПЭ материала при идеальных [22–24] и неидеальных [25–27] условиях на границе
раздела. В [22–24] для пластин с разными электромагнитными условиями на внешних поверхностях на примере
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первых мод ПАВ показано изменение фазовых и групповых (в [22]) скоростей в зависимости от соотношения
толщин слоев при фиксированной толщине одного из них, приведено распределение перемещений, напряжений,
электрического и магнитного потенциалов в ПЭ/ПМ пластине.

Следует отметить, что часто при исследовании влияния различных факторов на особенности распространения
SH-волн в двухфазных ПЭ/ПМ пластинах результаты приводятся в зависимости от безразмерного волнового
числа [22–27]. Такой подход не дает полного представления о дисперсионных свойствах пластины, о влиянии
характера электромагнитных граничных условий, свойств и толщины ПЭ и ПМматериалов на сдвиг резонансных
частот, на изменение частотной зависимости фазовых и групповых скоростей SH-волн. В [28] особенности
распространения SH-ПАВ и поведения коэффициентов электромагнитомеханической связи (КЭММС) для
биморфных ПЭ/ПМ пластин рассмотрены в частотной области. Показана связь скоростных и пьезоэлектрических
характеристик ПЭ слоя с изменением дисперсионных свойств, поведением скоростей SH-ПАВ и КЭММС
составных пластин в зависимости от задаваемых поверхностных электромагнитных условий.

В настоящей работе в рамках квазистатического приближения исследуются особенности распространения
поверхностных SH-волн в МЭУ пластине. Пластина состоит из ПЭ и ПМ слоев, на границе раздела которых
выполняются условия жесткого сцепления, внешние поверхности контактируют с вакуумом и свободны от
механических напряжений. Целью является определение влияния толщины каждого из слоев пластины на
частотную зависимость скоростей SH-ПАВ и КЭММС. В силу преобладающей роли электрических граничных
условий обсуждаются задачи с электрически открытыми или электрически закрытыми (металлизированными
и заземленными) внешними поверхностями при открытых магнитных условиях. Волновой процесс инициируется
удаленным источником гармонических колебаний, которые полагаются установившимся. Для составной пластины
PZT-5H/CoFe2O4 анализируются особенности трансформации скоростей SH-волн в зависимости от изменения
толщины слоев либо при фиксированной толщине пластины, либо при фиксированной толщине одного из слоев.

2. Постановка задачи

Рис. 1. Геометрия задачи

Рассматривается задача распространения SH-ПАВ
в направлении горизонтальной оси x1 в биморфной
магнитоэлектроупругой пластине ( |x1| , |x3| ⩽ ∞); ПЭ
(0<x2 <H1) и ПМ (H2 <x2 < 0) слои жестко сцеплены между
собой; внешние поверхности свободно контактируют с вакуумом
(Рис. 1). Полагаем, что ПЭ и ПМ материалы имеют симметрию
класса 6 mm, ось симметрии и вектор поляризации направлены
вдоль оси x3.

Распространение SH-ПАВ в пластине инициировано действием
удаленного источника гармонических колебаний, с учетом
характера движения среды зависимость от времени t для всех
параметров задачи представляется в виде (ω—угловая частота):

f(x1,x2,x3,t)=f(x1,x2,x3)e
−iωt.

Перемещения u(n)k (x1,x2,x3,t), электрический φ(n) (x1,x2,x3,t) и магнитный ψ(n) (x1,x2,x3,t) потенциалы
удовлетворяют условиям (n={1,2},m={0,3}):

u1
(n)=0, u2

(n)=0, u(m)=
{
u
(m)
1 ,u

(m)
2 ,u

(m)
3

}
=0, ∂(·)/∂x3=0,

u3
(n)=u3

(n)(x1,x2)e
−iωt, φ(n)=φ(n)(x1,x2)e

−iωt, ψ(n)=ψ(n)(x1,x2)e
−iωt.

(1)

Значения верхнегоиндексаnотвечают, соответственно, пьезоэлектрическомуипьезомагнитномуслоям, значения
m—вакууму. Поскольку рассматривается установившийся режим гармонических колебаний, экспоненциальный
множитель далее опущен.

В квазистатическом приближении движение составнойМЭУ среды описывается уравнениями [3–5]:

∇·T(n)=ρ(n)
∂2u(n)

∂t2
, ∇·D(n)=0, ∇·B(n)=0, n={1,2}, (2)

и определяющими соотношениями:

τ
(n)
lk =c

(n)
lkspu

(n)
s,p+e

(n)
lkpφ

(n)
,p +f

(n)
lkpψ

(n)
,p , d

(n)
l =e

(n)
lspu

(n)
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(n)
lp φ(n)

,p −α(n)
lp ψ(n)

,p ,

b
(n)
l =f

(n)
lsp u

(n)
s,p−α

(n)
lp φ(n)

,p −µ(n)
lp ψ(n)

,p (k,l,s,p=1,2,3, n=1,2).
(3)

Для вакуума (m={0,3}) справедливы равенства:

∆φ(m)=0, ∆ψ(m)=0. (4)
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Здесь∇—оператор Гамильтона;T(n),D(n) иB(n) —тензор напряжений, векторы индукции электрического и
магнитного полей n-й составляющейМЭУ структуры; u(n) —вектор механических перемещений; φ(n) и ψ(n) —
электрический и магнитный потенциалы, которым отвечают векторы напряженности H=−∇ψ и E=−∇φ,
соответственно, магнитного и электрического полей; ρ(n) —плотность, c(n)lksp , e

(n)
lkp , f

(n)
lkp —компоненты тензоров

упругих, пьезоэлектрических и пьезомагнитных констант, ε(n)lp , µ(n)
lp —компоненты тензоров диэлектрической

и магнитной проницаемости, α(n)
lp — компоненты тензора магнитоэлектрических констант материала n-й

составляющей структуры. Участвующий в (4) оператор Лапласа с учетом (1) имеет вид:∆=∂2/∂x21+∂
2/∂x22.

Полагаем, что на границе раздела ПЭ и ПМ слоев выполнены условия:

x2=0: N·T(1)=N·T(2), N·D(1)=N·D(2), N·B(1)=N·B(2), u(1)=u(2), φ(1)=φ(2), ψ(1)=ψ(2). (5)

Внешние поверхности пластины свободны от механических нагрузок:

x2=H1 : N·T(1)=0, x2=H2 : N·T(2)=0, (6)

и магнитно открыты [4, 5]:
x2=H1 : ψ(1)=0, x2=H2 : ψ(2)=0. (7)

В зависимости от задания электрических условий на внешних поверхностях структур рассмотрим задачи:
I—электрически закрытая

x2=H1 : φ(1)=0, x2=H2 : φ(2)=0; (8)

II—электрически открытая

x2=H1 : φ(1)=φ(0), N·D(1)=N·D(0), x2=H2 : φ(2)=φ(3), N·D(2)=N·D(3). (9)

ЗдесьN—вектор нормали к поверхности структуры и границе раздела. Для удобства дальнейшего изложения
введем расширенный вектор перемещений uem(n)=

{
u
(n)
1 ,u

(n)
2 ,u

(n)
3 ,u

(n)
4 =φ(n),u

(n)
5 =ψ(n)

}
n-й структуры. С

учетом (1) и свойств структур слоев участвующие в представлениях (2), (4)–(9) отличные от нуля компоненты
тензора напряжений и векторов электрической и магнитной индукции (3) принимают вид:
– для ПЭ слоя

τ
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(1)
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11 u
(1)
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11 u
(1)
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(10)

– для ПМ слоя
τ
(2)
13 =c

(2)
44 u

(2)
3,1+f

(2)
15 u

(2)
5,1, τ

(2)
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(2)
44 u
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(2)
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d
(2)
2 =−ε(2)11 u
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(2)
1 =f

(2)
15 u

(2)
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(2)
11 u

(2)
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(2)
2 =f

(2)
15 u

(2)
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(2)
11 u

(2)
5,2;

(11)

– для вакуума
d
(0)
2 =−ε0u(0)4,2, b

(0)
2 =−µ0u

(0)
5,2, d

(3)
2 =−ε0u(3)4,2, b

(3)
2 =−µ0u

(3)
5,2. (12)

При записи упругих, пьезоэлектрических и пьезомагнитных констант использованы сокращения Фойгта. В (12) ε0,
µ0 являются диэлектрической и магнитной проницаемостями вакуума.

Далее воспользуемся безразмерными параметрами [28]:

l
′
= l/H, ρ

′(n)=ρ(n)/ρ(2), c
′(n)
ij =c

(n)
ij /c

(2)
44 , e

′(n)
ij =e

(n)
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44 , ε
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ij =ε

(n)
ij ξ

2
e/c

(2)
44 ,

f
′(n)
ij =f

(n)
ij ξm/c

(2)
44 , µ

′(n)
ij =µ

(n)
ij ξ

2
m/c

(2)
44 , φ

′(n)=φ(n)/(ξeH), ψ
′(n)=ψ(n)/(ξmH),

где ξe = 1010 В/м, ξm = 107 А/м — метрические множители, κ2 = ωH/V
(2)
S — безразмерная частота, H —

характерный линейный размер, к которому отнесены все линейные (l) параметры задач, V (2)
S =

√
c
(2)
44 /ρ

(2)
0 —

скорость объемной сдвиговой волны в ПМ структуре.
С учетом (1) и представлений (10)–(12) уравнения движения (2) ПЭ/ПМпластины в безразмерных переменных

принимают вид:
– для ПЭ

2∑
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– для ПМ
2∑

k=1

[
u
(2)
3,kk+f

(2)
15 u

(2)
5,kk

]
=−κ22u

(2)
3 ,
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– для вакуума
2∑

k=1

u
(m)
4,kk=0,

2∑
k=1

u
(m)
5,kk=0. (15)

Запишем граничные условия (4)–(9) в виде:
– механические условия на внешних поверхностях

x2=H1 : τ
(1)
23 =0, x2=H2 : τ

(2)
23 =0; (16)

– на границе раздела

x2=0: τ
(1)
23 =τ

(2)
23 , d

(1)
2 =d

(2)
2 , b

(1)
2 =b

(2)
2 , u

(1)
3 =u

(2)
3 , u

(1)
4 =u

(2)
4 , u

(1)
5 =u

(2)
5 ; (17)

– электрические и магнитные условия на внешних поверхностях в задаче I

x2=H1 : u
(1)
4 =0, u

(1)
5 =0, x2=H2 : u

(2)
4 =0, u

(2)
5 =0, (18)

и в задаче II

x2=H1 : u
(1)
4 =u

(0)
4 , d

(1)
2 =d

(0)
2 , u

(1)
5 =0, x2=H2 : u

(2)
4 =u

(3)
4 , d

(2)
2 =d

(3)
2 , u

(2)
5 =0. (19)

3. Решение задачи

Решения задач I (13), (14), (16)–(18) и II (13)–(15), (19) будем строить в пространстве образов Фурье (α—
параметр преобразования по координате x1). Перемещение, электрический и магнитный потенциалы для
составляющих пластины и вакуума ищем в виде (p={3,4,5}, s={4,5}, n={1,2}):

U (n)
p (α,x2)=

3∑
k=1

g
(n)
pk

[
C

(n)
1k ch

(
σ
(n)
k x2

)
+C

(n)
2k sh

(
σ
(n)
k x2

)]
,

U (0)
s (α,x2)=C

(0)
s e−αx2 , U (3)

s (α,x2)=C
(3)
s eαx2 .

(20)

Здесь U (n)
p — трансформанты Фурье компонент расширенного вектора перемещений; участвующие в

представлении (20) параметры σ(n)
k и коэффициенты g(n)pk имеют вид [28]:(

σ
(1)
1

)2

=α2−γeκ22,
(
σ
(1)
2

)2

=
(
σ
(1)
3

)2

=α2,
(
σ
(2)
1

)2

=α2−γmκ22,
(
σ
(2)
2

)2

=
(
σ
(2)
3

)2

=α2,

γe=
ε
(1)
11 ρ

(1)

c
(1)
44 ε

(1)
11 +

(
e
(1)
15

)2 , γm=
µ
(2)
11

µ
(2)
11 +

(
f
(2)
15

)2 ,
(21)

g
(1)
31 =1, g

(1)
32 =g

(1)
33 =0, g

(1)
41 =e

(1)
15 /ε

(1)
11 , g

(1)
42 =1, g

(1)
43 =0, g

(1)
51 =g

(1)
52 =0, g

(1)
53 =1,

g
(2)
31 =1, g

(2)
32 =g

(2)
33 =0, g

(2)
41 =g

(2)
43 =0, g

(2)
42 =1, g

(2)
51 =f

(2)
15 /µ

(2)
11 , g

(2)
52 =0, g

(2)
53 =1;

(22)

неизвестныеC(n)
k определяются из граничных условий соответствующих задач при удовлетворении им решений

(20) с учетом (21), (22). Далее, после применении обращения Фурье, получаем решение задач I, II.

4. Дисперсионные уравнения

Дисперсионные уравнения задач I, II для пьезомагнитной среды можно записать как

detAs(α,κ2)=0 (s=I,II), (23)

где структура матриц обуславливается граничными условиями (16)–(19):

AI =

 PI
e(H1) 0
Pe(0) −Pm(0)

0 PI
m(H2)

, AII =

 PII
e (H1) 0 Ge(H1) 0
Pe(0) −Pm(0) 0 0

0 PII
m (H2) 0 Ge(H2)

. (24)
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МатрицыAI иAII имеют размерность соответственно 12×12 и 14×14. В силу условий (17) матрицыPe(0) и
Pm(0) размерностью 6×6 одинаковы для задач I, II (s=e,m):

Ps=



0 0 0 l
(n)
11 σ

(n)
1 l

(n)
12 σ

(n)
2 l

(n)
13 σ

(n)
3

0 0 0 l
(n)
21 σ

(n)
1 l

(n)
22 σ

(n)
2 l

(n)
23 σ

(n)
3

0 0 0 l
(n)
31 σ

(n)
1 l

(n)
32 σ

(n)
2 l

(n)
33 σ

(n)
3

g
(n)
31 g

(n)
32 g

(n)
33 0 0 0

g
(n)
41 g

(n)
42 g

(n)
43 0 0 0

g
(n)
51 g

(n)
52 g

(n)
53 0 0 0


. (25)

Здесь и далее в обозначениях матриц нижнему индексу s=e отвечает верхний индекс n=1, нижнему индексу
s=m—верхний индекс n=2. МатрицыPII

e (H1) иPII
m (H2) размерностью 4×6 представимы в виде:

PII
s =


l
(n)
11 σ

(n)
1 s

(n)
1 l

(n)
12 σ

(n)
2 s

(n)
2 l

(n)
13 σ

(n)
3 s

(n)
3 l

(n)
11 σ

(n)
1 c

(n)
1 l

(n)
12 σ

(n)
2 c

(n)
2 l

(n)
13 σ

(n)
3 c

(n)
3

l
(n)
21 σ

(n)
1 s

(n)
1 l

(n)
22 σ

(n)
2 s

(n)
2 l

(n)
23 σ

(n)
3 s

(n)
3 l

(n)
21 σ

(n)
1 c

(n)
1 l

(n)
22 σ

(n)
2 c

(n)
2 l

(n)
23 σ

(n)
3 c

(n)
3

g
(n)
41 c

(n)
1 g

(n)
42 c

(n)
2 g

(n)
43 c

(n)
3 g

(n)
41 s

(n)
1 g

(n)
42 s

(n)
2 g

(n)
43 s

(n)
3

g
(n)
51 c

(n)
1 g

(n)
52 c

(n)
2 g

(n)
53 c

(n)
3 g

(n)
51 s

(n)
1 g

(n)
52 s

(n)
2 g

(n)
53 s

(n)
3

, (26)

где
l
(1)
1k =c

(1)
44 g

(1)
3k +e

(1)
15 g

(1)
4k , l

(1)
2k =e

(1)
15 g

(1)
3k −ε(1)11 g

(1)
4k , l

(1)
3k =−µ(1)

11 g
(1)
5k , l

(2)
1k =g

(2)
3k +f

(2)
15 g

(2)
5k ,

l
(2)
2k =−ε(2)11 g

(2)
4k , l

(2)
3k =f

(2)
15 g

(2)
3k −µ(2)

11 g
(2)
5k , s

(n)
k =sh

(
σ
(n)
k Hn

)
, c

(n)
k =ch

(
σ
(n)
k Hn

)
(n=1,2).

МатрицыPI
s размерностью 3×6 получаются из матрицPII

s вычеркиванием 2-й строки. ВекторыGe(H1),Ge(H2)
имеют вид:

Ge(Hn)=
(
0 −ε0αγ(n) −γ(n) 0

)T
, γ(1)=e−αH1 , γ(2)=eαH2 . (27)

5. Численный анализ

Исследование влияния толщин слоев в составных пьезомагнитных пластинах на особенности распространения
SH-ПАВ проведено на примере пластины PZT-5H/CoFe2O4. Параметры материалов слоев и скорости сдвиговых
волн без учета (индекс S) и с учетом пьезоэлектрических (индекс Se) и пьезомагнитных (индекс Sm)

свойств приведены в таблице [3, 10]. Использованы обозначения: VS =
√
c44/ρ, VSe=

√(
c44+(e15)

2
/ε11

)
/ρ,

VSm=

√(
c44+(f15)

2
/µ11

)
/ρ.

Таблица.Параметры задачи

Материал ρ,
[кг/м3]

c44 ·1010,
[н/м2]

e15,
[Кл/м2]

ε11 ·10−10,
[Кл2/(н·м2)]

f15,
[н/(А·м)]

µ11·10−6,
[н·с2/Кл2]

VS ,
[м/с]

VSe,
[м/с]

VSm,
[м/с]

PZT-5H 7500 2.3 17 151 0 5 1751 2370 –

CoFe2O4 5300 4.53 0 0.8 550 –590 2924 – 2907

Рисунки 2–8 иллюстрируют поведение относительных фазовых V I
F /V

(2)
S (Рис. 2, 3; Рис. 4–7а, в, д) и групповых

V I
g /V

(2)
S (Рис. 3; Рис. 4–7б, г, е) скоростей SH-ПАВ для задачи I. На рисунке 9а–г представлены относительные

фазовые скорости V II
F /V

(2)
S для задачи II. Здесь V s

F =κ2/ζ
s, V s

g =dκs2/dζ
s, s=I,II , ζs —нули дисперсионного

уравнения (23) с обозначениями (24)–(27).
Для сравнения на рисунке 2 показаны характерные кривые относительной фазовой скорости V I

F /V
(2)
S для

однородной ПЭ пластины (h2 =0, Рис. 2а; параметры ПЭ материала отнесены к параметрам ПМ материала),
однородной ПМ пластины (h1 =0, Рис. 2б) и составной ПЭ/ПМ пластины (h1 = h2 =1, Рис. 2в). Сплошными
линиями на рисунке 2а, б изображены первые пять мод однородных ПЭ и ПМ пластин толщиной h1=1 и h2=1,
штриховые линии отвечают первым восьми модам этих пластин толщиной h1=2 и h2=2. На рисунке 2г приведен
фрагмент рисунка 2б в окрестности V (2)

S .
Из рисунков видно, что для однородной ПЭ пластины в случае задачи с электрически закрытыми внешними

поверхностями характерен выход скоростей первых двух мод ПАВ на значение скорости волны Гуляева–
Блюштейна с электрически закрытой поверхностью (V I

GB) [5]. С увеличением толщины пластины этот выход
происходит на более низких частотах (Рис. 2а). Скорость 1-й моды изменяется от V (1)

S до V I
GB , скорость 2-й
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(a) (б)

(в) (г)

Рис. 2. Скорости SH-ПАВ в однородной ПЭ (а), в однородной ПМ (б, г), в составной ПЭ/ПМ (в) пластинах;
на фрагменте (б) показаны скорости в окрестности V (2)

S (г)

моды падает от бесконечно больших значений в момент зарождения моды до V I
GB . Скорости 3-й и последующих

мод асимптотически приближаются к V (1)
Se . Для однородной ПМ пластины (Рис. 2б, г) скорость 1-й моды ПАВ

принимает значения от V (2)
S до V (2)

Sm, скорости 2-й, 3-й и других мод асимптотически приближаются к V (2)
Sm.

Для составной ПЭ/ПМ пластины (Рис. 2в) скорость 1-й моды постепенно меняется от начального значения
V I0
F , которое обуславливается свойствами и соотношением толщин слоев [22, 24], до асимптотического V I∗

F ,
близкого к V I

GB . Следует отметить, что в случае пластины из PZT-5H/CoFe2O4, начиная с 4-й моды, в окрестности
V

(2)
S наблюдаются «террасные» участки [29–31], на которых скорости практически постоянны в определенном

диапазоне частот.
Приисследовании влияния толщиныПЭиПМслоев составнойпластинына скоростиSH-ПАВинформативным

является анализ поведения групповых скоростей ПАВ. На рисунке 3 приведены относительные фазовые V I
F и

групповые V I
g скорости в однородных ПЭ (Рис. 3а, h1=1, h2=0) и ПМ (Рис. 3б, h1=0, h2=1) пластинах, а также

в составных ПЭ/ПМ пластинах с тонким ПМ (Рис. 3в, h1=1, h2=0.01) или ПЭ слоем (Рис. 3г, h1=0.01, h2=1).
Из сравнения кривых (см. Рис. 3а, в) видно, что при наличии очень тонкого ПМ слоя имеют место значительные
изменения скоростей 1-й и 2-й модПАВ. Для 1-й моды значения скоростейV I

F иV I
g превосходят соответствующие

величины у ПЭ пластины в низкочастотной области. Выход V I
F и V I

g на асимптотическое значение скорости V I∗
F в

(a) (б)

Рис. 3.Относительные фазовые V I
F (сплошные линии) и групповые V I

g (тонкие штриховые линии) скорости ПАВ в
однородной ПЭ (а), однородной ПМ (б) пластинах и составных пластинах ПЭ/ПМ с тонким ПМ (в) и тонким ПЭ (г)
слоями
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(в) (г)

Рис. 3.Продолжение

составной пластине происходит на частотах много ниже. Более заметные изменения наблюдаются в поведении
скорости 2-й моды. В частности, в отличие от однороднойПЭпластины, возрастает частота выхода моды, значения
скоростей V I

F и V I
g с ростом частоты приближаются к V (1)

Se . В присутствии тонкого ПЭ слоя (Рис. 3г) кривые
скоростей относительно аналогичных величин однородной ПМ пластины меняются мало. Так, частоты выхода
1-х мод в составной пластине чуть ниже, однако с ростом номера моды расхождение усиливается. Для 1-й моды
отмечается падение скоростей V I

F и V I
g ниже V (2)

Sm.
Более подробно рассмотрим особенности поведения скоростей SH-ПАВ в составной пластине в зависимости

от толщины ПЭ и ПМ слоев на примере первых трех мод.

5.1. Задача I. Влияние на скорости SH-ПАВ изменения толщин ПМ и ПЭ слоев при фиксированной
толщине пластины

Полагаем, что толщина составной ПЭ/ПМ пластины зафиксирована: h = h1 +h2 = 2. На рисунках 4 и 5
приведены первые три моды относительных фазовых V I

F и групповых V I
g скоростей SH-ПАВ составной пластины

при уменьшающейся толщине ПМ (Рис. 4) и уменьшающейся толщине ПЭ (Рис. 5) слоя. Штрихпунктирные «PM»
и штриховые «PE» линии на рисунках 4 и 5 отвечают соответствующим модам скоростей для однородной ПМ
пластины (см. штриховые линии, Рис. 2б) и однородной ПЭ пластины (см. штриховые линии, Рис. 2а) при толщине
h=2. Цифрой 1 на рисунках отмечены кривые скоростей составной пластины с h1=h2=1. Цифрами 2–7 на
рисунке 4 отмечены кривые скоростей с толщиной ПМ слоя h2={0.8,0.6,0.4,0.2,0.1,0.02}, толщина ПЭ слоя в
этом случае увеличивается: h1={1.2,1.4,1.6,1.8,1.9,1.98}.

При уменьшении толщины ПМ слоя за счет увеличения толщины ПЭ слоя для 1-й моды (Рис. 4а, б) начальные
значения скоростей V I0

F и V I0
g уменьшаются до V (1)

S , меняется характер кривых. Так, значения V I
F и V I

g при
h2={1,0.8} (кривые 1, 2) уменьшаются, при h2={0.6,0.4,0.2,0.1,0.02} (соответственно, кривые 3–7) возрастают
от начального значения до V I∗

F . Асимптотически скорость ПАВ в составной пластине V I∗
F близка к значению V I

GB ,
но не превосходит его (V I∗

F <V I
GB). Достижение асимптотического значения V

I∗
F происходит при значительно

меньших частотах, чем в однороднойПЭпластине. Для 2-й и 3-й мод (Рис. 4в–е) частоты выходамод, относительно
пластины с равными по толщине слоями (h1 = h2 = 1, кривые 1), сдвигаются в низкочастотную область и
приближаются к частотам однородной ПЭ пластины. Изгибы скоростей V I

F и V I
g , характерные для ПЭ/ПМ

пластины с h1 = h2 = 1 (Рис. 2в), сглаживаются, значения V I
F уменьшаются. С ростом частоты в составной

(a) (б)

Рис. 4.Поведение первых трех мод фазовых (а), (в), (д) и групповых (б), (г), (е) скоростей SH-ПАВ в составной ПЭ/ПМ
пластине при ее фиксированной толщине и уменьшающейся толщине ПМ слоя
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(в) (г)

(д) (е)

Рис. 4.Продолжение

пластине, в отличие от однородной ПЭ пластины, скорости V I
F и V I

g обеих мод приближаются к V (1)
Se (Рис. 4в, д).

На рисунке 5 цифрами 2–7 отмечены кривые скоростей пластины с уменьшающейся толщиной ПЭ слоя
h1 = {0.8,0.6,0.4,0.2,0.1,0.02} и увеличивающейся толщиной ПМ слоя: h2 = {1.2,1.4,1.6,1.8,1.9,1.98}. При
уменьшении толщины ПЭ слоя за счет увеличения толщины ПМ слоя для 1-й моды (Рис. 5а, б) скорости V I0

F

и V I0
g растут от начальных значений для пластины с h1=h2=1 (кривая 1) до V (2)

S , при этом V I0
F ≈V I0

g <V
(2)
S .

По сравнению с ПЭ пластиной характер частотной зависимости не меняется, но частота выхода скоростей на
асимптотическое значение V I∗

F заметно возрастает. Для 2-й моды (Рис. 5в, г) характерен сдвиг частот выхода в
сторону аналогичных величин у однородной ПМ пластины. Незначительный изгиб при h1=h2=1 (кривая 1)
усиливается (кривые 2, 3). С уменьшением толщины ПЭ слоя, начиная с h1 = 0.4 (кривые 4), в окрестности
V

(2)
S сначала в небольшом диапазоне частот появляются «террасные» участки, а затем длина этих участков

существенно увеличивается (см. h1=0.2, кривые 5). При h1 от 0.1 до 0.02 (см. кривые 6, 7) скорости выходят
на V (2)

Sm. Следует отметить, что скорости 2-х мод ПАВ составной пластины, как для h1={1,0.8,0.6}, так и для
h1={0.4,0.2}, после выхода с «террасного» участка (κ2>κ∗n, см. Рис. 5в, д) асимптотически приближаются кV

(1)
Se .

В тонких ПЭ слоях выход скоростей на асимптотическое значение происходит при более высоких частотах. Для
3-х мод сохраняется характер поведения скоростей 2-х мод с той разницей, что выход скоростей на «террасные»
участки наблюдается при больших толщинах (h1=0.6), расширяются диапазоны частот, соответствующие этим
участкам, возрастают значения частоты выхода скоростей на асимптотические значения.

(a) (б)

Рис. 5.Поведение первых трех мод фазовых (а), (в), (д) и групповых (б), (г), (е) скоростей SH-ПАВ в составной ПЭ/ПМ
пластине при ее фиксированной толщине и уменьшающейся толщине ПЭ слоя
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(в) (г)

(д) (е)

Рис. 5.Продолжение

5.2. Задача I. Влияние на скорости SH-ПАВ изменения толщины одного из слоев при фиксированной
толщине другого слоя

Полагаем, что в составнойПЭ/ПМпластине один слойменяет толщину, а толщина другого слоя зафиксирована.
На рисунках 6 и 7 показано поведение первых трех мод фазовых V I

F и групповых V I
g скоростей SH-ПАВ при

уменьшении толщины ПМ (h1=1, Рис. 6) и ПЭ (h2=1, Рис. 7) слоев. Штрихпунктирные «PM» и штриховые «PE»
линии отвечают соответствующим модам скоростей для однородной ПМ пластины (см. сплошные линии, Рис. 2б)
и однородной ПЭ пластины (см. сплошные линии, Рис. 2а), имеющих толщины h=1. Цифрами 1–7 на рисунке 6
отмечены кривые скоростей в ПМ слое толщиной h2={1,0.8,0.6,0.4,0.2,0.1,0.02}.

Изсравнениярисунков4и6видно,чтодля1-ймодыповедениеV I
F иV I

g составнойпластиныпрификсированном
h1 повторяет поведение скоростей при фиксированной толщине пластины. При уменьшении толщины ПМ слоя
и фиксированном h1=1 (Рис. 6а, б) сохраняется падение начальных значений скоростей до V (1)

S и вид кривых
скоростей. Однако значения частот выхода на асимптотическую скорость V I∗

F , по сравнению с составной
пластиной при h1 = h2 = 1, возрастают (см. кривую 1), но не превосходят частоты выхода на асимптотику,
присущую однородной ПЭ пластине. Для 2-й и 3-й мод ПАВ (Рис. 6в–е) уменьшение толщины ПМ слоя приводит,
относительно пластины с h1=h2=1 (кривая 1), к росту значения частоты выхода соответствующихмод; значения
фазовых скоростей падают до V (1)

Se . В окрестности V (2)
S на частотах κ2<κ0n (Рис. 6в, д) влияние толщиныПМ слоя

(a) (б)

Рис. 6.Поведение первых трех мод фазовых (а), (в), (д) и групповых (б), (г), (е) скоростей SH-ПАВ в составной ПЭ/ПМ
пластине при уменьшении толщины ПМ слоя и фиксированной толщине ПЭ слоя
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(в) (г)

(д) (е)

Рис. 6.Продолжение

на величину скоростей V I
F существенно, на частотах κ2>κ0n —незначительно. У кривых групповых скоростей

V I
g в пластинах с фиксированной толщиной h (Рис. 4г, е) и фиксированной толщиной h1 (Рис. 6г, е) наблюдается

сглаживание при уменьшении толщины ПМ слоя, однако характер изменений различен.
Нарисунках7цифрами1–7 отмеченыкривые скоростей вПЭслое с толщинойh1={1,0.8,0.6,0.4,0.2,0.1,0.02};

толщина ПМ слоя зафиксирована: h2=1. Из сравнения рисунков 5 и 7 видно, что для 1-й моды при уменьшении
толщины ПЭ слоя поведение скоростей V I

F и V I
g составной пластины с фиксированными h2 и h совпадает, за

исключением низкочастотного диапазона и начальных значений скоростей. Для 2-х и 3-х мод кривые скоростей

(a) (б)

(в) (г)

Рис. 7.Поведение первых трех мод фазовых (а), (в), (д) и групповых (б), (г), (е) скоростей SH-ПАВ в составной ПЭ/ПМ
пластине при уменьшении толщины ПЭ слоя и фиксированной толщине ПМ слоя
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(д) (е)

Рис. 7.Продолжение

при h2 = 1, как и при фиксированном h, сохраняют свой характер, с той лишь разницей, что при h2 = 1
существенно расширяется диапазон частот выхода мод ПАВ, а также диапазон частот, на которых фазовые
скорости уменьшаются до V (2)

S . Отметим, что как при фиксированном h2, так и при фиксированном h совпадают
значения частот κ∗n, при прохождении которых (κ2 > κ∗n) скорости, отвечающие равным толщинам ПЭ слоя,
совпадают. На рисунке 8а, б в более удобном, чем на рисунках 5в, д и 7в, д, масштабе показано поведение
V I
F составной пластины для 2-х (Рис. 8а) и 3-х (Рис. 8б) мод в окрестности V (2)

S при фиксированной толщине
пластины h (сплошные линии) и фиксированной толщине ПМ слоя h2 (штриховые линии). Кривые 1–4, как и на
рисунках 5в, д и 7в, д, соответствуют ПЭ слою толщиной h1={1,0.8,0.6,0.4}.

(a) (б)

Рис. 8.Поведение 2-х (а) и 3-х (б) мод фазовых скоростей SH-ПАВ составной ПЭ/ПМ пластины при ее фиксированной
толщине (сплошные линии) и постоянной толщине ПМ слоя (штриховые линии) в зависимости от толщины ПЭ слоя

Из рисунков видно, что влияние толщины ПМ слоя на скорости SH-ПАВ 2-х и последующих мод в большей
степени сказывается на частотах, при которых V I

F >V
(2)
S и усиливается с ростом номера моды и уменьшением

толщины ПЭ слоя. Частоты, на которых V I
F <V

(2)
Sm, зависят от толщины ПМ слоя минимально, преобладающее

воздействие оказывает толщина ПЭ слоя. На «террасных» участках (см. кривые 3, 4, Рис. 8а, б, Рис. 5в, д и
Рис. 7в, д) скорость V I

F с ростом частоты медленно меняется от V (2)
S до V (2)

Sm.

5.3. Задача II. Влияние на скорости SH-ПАВ изменениятолщины слоев ПЭ/ПМ пластины

Как и в задаче I, для составной ПЭ/ПМ пластины с электрически закрытыми внешними поверхностями,
в задаче II с электрически открытыми внешними поверхностями, свободно контактирующими с вакуумом,
определяющую роль в поведении скоростей SH-ПАВ играет соотношение физических свойств ПЭ и ПМ слоев и
их толщины. На рисунке 9а, б представлено изменение по частоте 1-х мод скорости V II

F при уменьшении толщины
ПМ (Рис. 9а) и ПЭ (Рис. 9б) слоев. На рисунке 9в, г показан выход кривых V II

F на асимптотические значения при
уменьшении толщины ПМ слоя при фиксированной толщине пластины (Рис. 9в) и фиксированной толщине ПЭ
слоя (Рис. 9г). Сплошные линии на рисунках отвечают изменению толщин слоев при фиксированной толщине
пластины, штриховые— изменению толщины одного слоя при фиксированной толщине другого. Как и ранее,
цифрами 1–7 отмечены кривые скоростей, соответственно, при толщине 1, 0.8, 0.6, 0.4, 0.2, 0.1, 0.02 ПМ (Рис. 9а)
и ПЭ (Рис. 9б) слоя.

Сравнение рисунков 9а, в, г и 4а, 6а показывает, что при уменьшении толщины ПМ слоя, как в задаче I,
так и в задаче II, максимальное значение V II

F достигается для пластины с h1 = h2 = 1, минимальное — при
h2=0.02. В отличие от задачи I, в задаче II при уменьшении толщины ПМ слоя скорости V II

F сначала становятся
максимальными низкочастотном диапазоне, а затем уменьшаются, асимптотически приближаясь к V II∗

F . Вид
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(a) (б)

(в) (г)

Рис. 9. Поведение 1-х мод скоростей SH-ПАВ составной ПЭ/ПМ пластины в зависимости от толщины слоев для
задачи II: (а) – уменьшается толщина ПМ слоя при фиксированных h (сплошные линии) и h1 (штриховые линии); (б) –
уменьшается толщина ПЭ слоя при фиксированных h (сплошные линии) и h2 (штриховые линии); на фрагментах (в),
(г) представлены кривые фрагмента (а) в измененном масштабе

кривых скоростей не меняется. Асимптотическое значение V II∗
F для составной пластины близко к V II

GB , но
превышает его V II∗

F >V II
GB . Выход V

II
F на значения V II∗

F при фиксированном h и фиксированном h1 различен
(Рис. 9в, г). Из сравнения рисунков рисунка 9б с рисунками 5а, 7а видно, что при уменьшении толщины ПЭ слоя
поведение 1-х мод скоростей V I

F и V II
F сохраняется, лишь другими становятся значения: V II

F >V I
F и V II∗

F >V I∗
F .

5.4. Влияние изменения толщины слоев ПЭ и ПМ составной пластины на коэффициент
электромагнитомеханической связи (КЭММС)

НеменееважнойивостребованнойхарактеристикойсвойствсоставнойПЭ/ПМпластиныявляетсязависимость
КЭММС от частоты. На рисунке 10а–в показаны графики КЭММС (Ko

2E), построенные по 1-м модам фазовых
скоростей для составныхПЭ/ПМпластин при различной толщинеПМиПЭ слоев для случая открытых магнитных
условий (индекс «o»). По аналогии с [5, 28] КЭММС определяется формулой:

Ko
2E=

[(
V II
F

)2−(
V I
F

)2]
/
[(
V II
F

)2]
.

Сплошные линии соответствуют кривым Ko
2E при фиксированной толщине пластины, штриховые линии —

при фиксированной толщине одного из слоев. Как и ранее, цифрами 1–7 отмечены кривые КЭММС при
соответствующих толщинах слоев 1, 0.8, 0.6, 0.4, 0.2, 0.1, 0.02: ПМ (Рис. 10а) и ПЭ слоя (Рис. 10б). На
рисунке 10в приведен фрагмент рисунка 10а для толщин h2 = {1,0.8,0.6} (см., соответственно, кривые 1–3).
Для сравнения на рисунке 10г представлены графики коэффициента электромеханической связи (КЭМС)K2

(K2=
[
(V o

F )
2−(V s

F )
2
]
/
[
(V o

F )
2
]
, где V o

F и V s
F — скорости SH-ПАВ в однородной ПЭ пластине с электрически

открытыми «o» и закрытыми «s» поверхностями) однородной ПЭ пластины в зависимости от ее толщины (кривые
1–4).

Из рисунка 10а, в видно, что при уменьшении толщины ПМ слоя, начиная с h2=0.6 для составной пластины с
фиксированной толщиной h (сплошная линия, кривая 3) и с h2=0.4 для пластины с фиксированным ПЭ слоем
(штриховая линия, кривая 4, Рис. 10а), максимум КЭММС возрастает, приближаясь к максимальному значению
КЭМС однородной ПЭ пластины (Рис. 10г), и достигается в низкочастотной области. С ростом частоты КЭММС
уменьшается, его асимптотическое значение приближается кK2ПЭполупространства. Выходна асимптотическое
значение для пластины с фиксированной h происходит на более низких частотах, чем при фиксированной
h1. Наблюдаются диапазоны частот, при которых изменение толщины ПМ слоя мало влияет на КЭММС. При
h2 = {0.6,0.8,1} (Рис. 10в) в пластинах с фиксированной толщиной h1 (штриховые линии, соответственно,
кривые 3–1) и h2 = 0.8 в пластинах с фиксированной толщиной h (сплошная линия, кривая 2) постепенно
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(a) (б)

(в) (г)

Рис. 10. Влияние толщин слоев на КЭММС составной ПЭ/ПМ пластины: (а) – уменьшается толщина ПМ слоя при
фиксированных h (сплошные линии) и h1 (штриховые линии); (б) – уменьшается толщина ПЭ слоя при фиксированных
h (сплошные линии) и h2 (штриховые линии); (в) – фрагмент (а) в измененном масштабе; (г) – КЭМС однородной ПЭ
пластины толщиной 2 (кривая 1), 1 (2), 0.5 (3) и 0.2 (4)

увеличивается значение частоты максимума КЭММС, но величина коэффициента меняется незначительно.
При уменьшении толщины ПЭ слоя (Рис. 10б), как в пластине с фиксированной толщиной, так и в пластине
с фиксированной толщиной ПМ слоя, необходимо отметить следующее: 1) уменьшение начального значения
КЭММС; незначительное изменение максимального значения, которое, начиная с h1 = 0.4, практически не
меняется; 2) существенный рост частоты максимума КЭММС; 3) увеличение области значений КЭММС, близких
к максимальному. Асимптотически значения КЭММС составной пластины близки кK2 ПЭ полупространства
(кривые 3–5). При дальнейшем уменьшении толщины ПЭ слоя, начиная с h1=0.2, выход на асимптотические
значения, как и на максимальные значения КЭММС, происходит на более высоких частотах.

6. Заключение

Исследованы особенности распространения SH-ПАВ в составной МЭУ пластине из ПЭ и ПМ слоев.
Волновой процесс инициирован удаленным источником гармонических колебаний, режим которых полагается
установившимися. На границе раздела слоев выполнены условия сцепления. Внешние поверхности свободно
контактируют с вакуумом, механические нагрузки отсутствуют, магнитный потенциал равен нулю. Рассмотрены
задачи с электрически открытыми и закрытыми поверхностными условиями. Решение задач о распространении
SH-волн в ПЭ/ПМ пластине представлено в трансформантах Фурье. Приведены удобные для использования
матричные формы дисперсионных уравнений.

На примере пластины PZT-5H/CoFe2O4 проведен детальный анализ влияния изменения толщины каждого из
слоев на скорости SH-ПАВ и поведение КЭММС вшироком диапазоне частот. При варьировании геометрических
параметров фиксировались либо толщина пластины, либо толщина одного из слоев. Для задачи с электрически
закрытыми поверхностями показано, что при наличии даже очень тонкого ПМ слоя происходят значительные
изменения в поведении 2-й моды ПАВ: возрастает частота выхода моды и асимптотическое значение скорости.
Установлены условия, при которых в поведении скоростей SH-ПАВ ПЭ/ПМ пластины, начиная со 2-й моды, в
определенных частотных диапазонах появляются «террасные» участки со скоростями, близкими к скорости
сдвиговойволнывПМслое.Полученыусловиямаксимальногоиминимального влияния толщиныкаждогоиз слоев
на характерные особенности трансформации фазовых и групповых скоростей SH-ПАВ для 2-х и последующих
мод. Установлены закономерности. влияния толщины ПМ иПЭ слоев пластины на поведение КЭММС.

Авторы выражают благодарность члену-корреспонденту РАН В.В. Калинчуку за конструктивные замечания и
внимание к работе.

Исследование выполнено при финансовой поддержке гранта Российского научного фонда (проект№ 24-29-
00773).
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Research article

The effect of geometric parameters on the propagation of SHwaves
in a piezoelectric/piezomagnetic plate

T.I. Belyankova1, E.I. Vorovich2

1 Federal Research Centre the Southern Scientific Centre of the Russian Academy of Sciences, Rostov-on-Don, Russian Federation
2 Don State Technical University, Rostov-on-Don, Russian Federation

The propagation features of horizontally polarized shear waves in a magnetoelectroelastic composite plate in contact with vacuum
are investigated within the quasi-static approximation. The plate consists of rigidly coupled piezoelectric and piezomagnetic layers. It is
assumed that there are no mechanical stresses on the outer surfaces, and the magnetic potential is zero. Depending on the nature of
the specified electrical conditions, problems with electrically open and electrically closed external surfaces are considered. The wave
process is initiated by the action of a remote source of harmonic oscillations and is assumed to be steady. The solution of the problems is
constructed in Fourier images as an expansion into a set of exponentials. Dispersion equations of the problems, which are presented in a
matrix form convenient for numerical implementation, were obtained. Using the example of the PZT-5H/CoFe2O4 plate, the effect of
the thickness of each of its layers on the transformation features of phase and group velocities of surface acoustic waves with horizontal
polarization (SH-SAW) is established. When changing the geometric parameters, either the plate thickness or the thickness of one of its
layers was fixed. Within the framework of the problem with electrically closed external surfaces, significant differences in the behavior
of velocities were established depending on the thickness of the piezoelectric and piezomagnetic layers. The conditions for themaximum
and minimum effect of the thickness of each layer on the behavior of the 2nd and subsequent SH-SAWmodes were determined. It is
shown that in the presence of a very thin piezomagnetic layer in the plate, the behavior of the 2nd SAWmode changes significantly: both
the mode output frequency and the asymptotic value of the velocity increase. The regularities of the effect of changing the thickness of
the piezoelectric and piezomagnetic layers of the plate on the transformation of the electromagnetic-mechanical coupling coefficient
in a wide frequency range were revealed. The obtained results are given in dimensionless parameters and can be of interest in the
development of new functionally oriented materials, the assessment of their performance characteristics, as well as in the creation of
highly efficient devices operating on surface acoustic waves.
Keywords: piezoelectric material, piezomagnetic material, magnetoelectroelastic material, shear horizontally polarized surface acoustic
waves, electromagnetomechanical coupling coefficient
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