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ТЕЧЕНИЕ СУСПЕНЗИИ ТВЕРДЫХ ЧАСТИЦ В КАНАЛЕ С ПОРИСТЫМИ СТЕНКАМИ 

О.И. Скульский 
Институт механики сплошных сред УрО РАН, Пермь, Российская Федерация 

На основе уравнений баланса импульса и массы с привлечением закона Дарси и уравнения для скорости оседания тяжелых 
частиц поставлена краевая задача нестационарного двумерного течения суспензии. В постановке учитывается влияние седиментации 
и утечки дисперсионной среды через пористые стенки. Для решения задачи предложена конечно-элементная модель течения 
суспензии и эволюции распределения концентрации твердых частиц в канале с пористыми стенками. Система дифференциальных 
уравнений краевой задачи записывалась в форме Галеркина с использованием схемы Кранка–Николсон, дискретизация расчетной 
области осуществлялась треугольными элементами. Полученная система алгебраических уравнений с ленточной структурой 
решалась методом Гаусса. Для согласования скоростей основного потока суспензии и скорости фильтрации жидкой фракции через 
стенки на каждом шаге по времени вводилась итерационная процедура. В качестве примера проведен расчет процесса 
транспортировки суспензии в плоском канале с оттоком дисперсионной среды через пористые стенки и нестационарным 
неоднородным распределением концентрации твердых частиц. Вычисления с осуществлялись с помощью оригинального пакета  
FEM FLOW, результаты выводились в графическом виде. Показано, что с течением времени, за счет утечек дисперсионной среды 
через пористые стенки, твердые частицы занимают все больший объем, их концентрация в канале повышается, эффективная вязкость 
растет, продвижение частиц замедляется. Расход суспензии при заданном на входе постоянном давлении падает и спустя некоторое 
время становится равным общему расходу утечек жидкой фазы через пористые стенки. Продвижение частиц прекращается, и этому 
моменту соответствует предельная длина заполнения канала частицами. 
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FLOW OF SUSPENSION OF SOLID PARTICLES IN A CHANNEL WITH POROUS WALLS 

O.I. Skul’skiy 
Institute of Continuous Media Mechanics UB RAS, Perm, Russian Federation 

A boundary value problem for a nonstationary two-dimensional suspension flow is formulated based on the basis of the momentum and 
mass balance equations using the Darcy law and the equation for the settling rate of heavy particles. The proposed formulation takes into 
account the effect of sedimentation and leakage of the dispersion medium through porous walls. The solution of the problem is developed in the 
framework of the proposed finite element model describing the suspension flow and the evolution of the solid particle concentration distribution 
in a channel with porous walls. The system of differential equations of the boundary value problem is written in the Galerkin form using the 
Crank–Nicolson scheme, and discretization of the computational domain is carried using triangular elements. The resulting system of algebraic 
equations written in band form is solved by the Gauss method. An iterative procedure is introduced to correlate the velocities of the main flow 
of the suspension and the seepage rate of the liquid fraction through the walls at each time step. As an example, the calculation of the process of 
transporting a suspension in a flat channel with an efflux of the dispersion medium through porous walls and a non-stationary inhomogeneous 
distribution of the solid particle concentration is presented. The calculations were carried out using the original FEM FLOW package; the 
results obtained were then presented in a graphical form. It is shown that in the course of time the leakage of the dispersion medium through the 
porous walls causes solid particles to occupy an increasing volume, the concentration of particles in the channel grows higher, the effective 
viscosity increases, the movement of particles slows down. The flow rate of the suspension at a given constant pressure at the inlet decreases, 
and after some time becomes equal to the total rate of liquid phase leakage through the porous walls. The movement of particles stops, and the 
time it happens corresponds to the maximum length of the channel filled with particles. 
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1. Введение

Течение суспензий твердых частиц в каналах с пористыми стенками встречается в природе,
в промышленности, в коммунальном хозяйстве и зависит от многих факторов. Его моделирование 
объединяет в себе описание течения суспензии с неньютоновской дисперсионной средой, 
фильтрационного оттока жидкости через пористые стенки канала, седиментацию — осаждение дисперсной 
фазы под действием гравитации. Эти процессы, зачастую, взаимосвязаны, поэтому при создании 
численной модели, описывающей их, возникает необходимость в поиске компромисса между 
вычислительной сложностью алгоритмов и учитываемой степенью детализации. В работе [1, 2] 
представлена единая трактовка фундаментальных принципов двухфазного потока и показано, как 
применять эти принципы к различным гомогенным смесям, а также к разделенным потокам 
жидкость–жидкость, газ–твердое тело, жидкость–твердое тело и газ–жидкость. 

Реологии суспензий и математическому моделированию их течений посвящено большое количество 
публикаций [3–13]. Отличительной особенностью концентрированных суспензий является увеличение 
эффективной вязкости с ростом концентрации твердых частиц и непрерывное или скачкообразное 
увеличение напряжений с ростом скорости сдвига.  
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В последнее время появился ряд работ, содержащих результаты экспериментальных исследований и 
теоретического моделирования реологических свойств высококонцентрированных суспензий, 
демонстрирующих скачкообразный отклик напряжений на плавное увеличение скорости сдвига [14–22]. 
При задании интенсивности напряжений кривая течения однозначна, но немонотонна и имеет  
S -образный вид. Такая реология возникает из-за фрикционного взаимодействия частиц. Дополнительные 
эффекты вносят неньютоновские свойства чистой дисперсионной среды. В статьях [23, 24] предложена  
и опробована реологическая модель, описывающая перечисленные выше эффекты. В работе [25] 
рассматривается задача о двухфазном течении диспергированной взвешенной жидкости в канале  
с проницаемыми стенками. Получено аналитическое решение для продольного перепада давления, 
функций тока и распределения скоростей методом возмущений, основанным на малом отношении ширины 
канала к длине. 

Целью данного исследования является построение численной модели течения суспензии  
с нестационарным неоднородным распределением концентрации твердых частиц в канале с учетом 
седиментации и оттоком дисперсионной среды через пористые стенки.  
 
2. Постановка задачи 
 

В общем случае течения концентрированных суспензий твердых частиц в неньютоновской 
дисперсионной среде описываются системой дифференциальных уравнений, в которой отражаются: 
– законы сохранения импульса и массы  

 ( )T
efP

t
∂   ρ + ⋅∇ = −∇ +∇ ⋅ η ∇ +∇ +ρ   ∂ 

V V V V V g , (1) 

 0∇⋅ =V ; (2) 

– конвективно-диффузионный перенос 

 ( )
*

t
∂φ φ − φ + ⋅∇φ+ ⋅∇φ = ∇ ⋅ λ∇φ + ∂ τ 

V U ; (3) 

– скорость оттока жидкости через пористые стенки канала, определяемая по закону Дарси, 

 gk P= − ∇W ; (4) 

– скорость седиментации частиц, возрастающая с ростом их концентрации, 

 ( )2
1 2 *2

9 ef

r φ
= ρ −ρ

ηφ
gU . (5) 

В уравнениях (1)‒(5) приняты обозначения: t  — время; P  — давление; V  — вектор скорости суспензии; 
W  — вектор скорости фильтрации дисперсионной среды чрез пористые стенки; U  — вектор скорости 
седиментации дисперсной фазы; ∇  — оператор дифференцирования; efη  — эффективная вязкость;  

1ρ , 2ρ  — плотности фаз; λ  — коэффициент диффузии; φ  — объемная концентрация частиц; τ  — время 
релаксации [26], которое требуется для уменьшения в e  (~2.72) раз разности между фактическим ( φ ) и 
предельным ( *φ ) значениями объемных долей частиц.  

Простейшая реологическая модель суспензии, учитывающая возрастание вязкости при увеличении 
среднего напряжения, рассмотрена в работе [24], где получены аналитические выражения  
для распределения давления и профиля продольной скорости при напорном течении в плоском, круглом и 
кольцевом каналах. Для учета неньютоновских свойств дисперсионной среды в данной работе автором 
используется модификация этой реологической модели: 

 
( )

0
1 *

0

exp
1

ef ba S S −

µ  φ
η = ε φ − φ+  

, (6) 

где ( )3 2 ij ijS = σ σ  — интенсивность напряжения, φ , ∗φ  — локальная и предельная концентрации 

частиц, 0S , 0µ  — характерные значения интенсивности напряжения и вязкости, a , b  — параметры 
модели, ε  — подгоночный параметр. 

Система (1)–(5) c реологическим уравнением (6) замыкается соответствующими начальными  
и граничными условиями. Задаются условия для скорости Γ Γ=V W  на неподвижных пористых стенках,  
а также условия Коши для напряжений на свободных границах: ⋅ =σ n F . Для концентрации  
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частиц ставятся условия первого ( Γφ = φ ) или третьего рода ( ( )h ∗∇φ⋅ = φ − φn ), где n  — нормаль  

к границе канала, h  — коэффициент передачи. 
 
3. Метод решения 

 
Далее система дифференциальных уравнений (1)–(3) записывается в форме Галеркина:  

 

( ) ( )
( )

( )

T: ,

0,

( ) 0,

ef
V S

V

V V

P dV dS
t

dV

dV dV
t

∗

∂   ρ ⋅ + ⋅∇ − ∇ ⋅ +∇ η ∇ +∇ = ⋅   ∂ 
Ω ∇ ⋅ =

 ∂φ  φ − φ Θ + ⋅∇φ+ ⋅∇φ +∇Θ⋅ λ∇φ + Θ =  ∂ τ  

∫ ∫
∫

∫ ∫

VΨ V V Ψ Ψ V V Ψ F

V

V U

 (7) 

где { },x y= ψ ψΨ , Ω , Θ  — взвешивающие функции. 
Система уравнений (7) для плоского канала принимает вид: 
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Система (8) решалась с помощью конечно-элементной программы FEM FLOW [27], предназначенной 
для расчета течения вязкоупругой жидкости в каналах со свободной поверхностью, в которой 
аппроксимация по времени производится согласно разностной схеме Кранка–Николсон. Дискретизация 
расчетной области осуществлялась с помощью треугольных конечных элементов с линейной 
аппроксимацией компонент вектора скорости и концентрации, а давление и эффективная вязкость 
считались кусочно-постоянными в пределах четырехугольников, образуемых двумя треугольными 
элементами. При 0t =  в качестве начального условия принималось поле скорости и распределение 
давления, полученные в результате решения задачи стационарного течения чистой дисперсионной 
жидкости в канале с непроницаемыми стенками. На каждом последующем шаге по времени выполнялась 
итерационная процедура:  
– по найденному на предыдущей итерации давлению на границах канала по формулам (4) вычислялись 
скорости оттока жидкости через пористые стенки — W , которые использовались в дальнейшем как 
граничные условия для скорости суспензии V ; 
– по формулам (5) рассчитывалась скорость седиментации U ; 
– согласно формулам (6)  находилась эффективная вязкость efη ; 
– корректировались конвективные члены в системе (8); 
– определялись расход поступающей на входе суспензии и суммарный расход утечек через пористые 
стенки; 
– система алгебраических уравнений — дискретный аналог (8), решалась методом Гаусса для ленточных 
матиц.  

Контроль сходимости итерационного процесса на текущем шаге по времени осуществлялся  
по эффективной вязкости. И если заданный критерий не был достигнут, совершался переход  
к следующему шагу по времени. Решение заканчивалось при выполнении равенства расходов основного 
потока и расхода утечек через пористые стенки. 

 
4. Пример расчета течения суспензии в канале с пористыми стенками 

 
Рассмотрим течение в плоском прямоугольном канале высотой 1h = м и длиной 100l = м. Будем 

считать, что ширина канала достаточна, для того чтобы не учитывать влияние боковых стенок.  
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Верхняя и нижняя границы канала окружены 
пористым слоем толщиной 0.1 м с коэффициентом 
фильтрации 910fK −= м4/нс. Во входном сечении 
канала задана поверхностная нагрузка, в числовом 
выражении равная давлению на входе: 6

0 10P = Па 
(Рис. 1). 

В начальный момент времени 0t =  канал 
заполнен чистой неньютоновской жидкостью 
( 0∗φ φ = ). При 0t >  под заданным давлением  
на входе 0P  в канал подается суспензия  
с относительной концентрацией твердых частиц 

*
0 0.5φ φ = . Параметры реологического уравнения 

дисперсионной среды приняты равными 0 1S = н/м2, 3
0 10µ = нс/м2, 2a = , 3b = , 0.2ε = . 

На рисунке 2 представлены рассчитанные распределения относительной концентрации частиц ∗φ φ   
в канале в разные моменты времени. 

 

 
10t = с 

 
60t = с 

 
360t = с 

 
1200t = с 

 

Рис. 2. Изменение концентрации частиц в канале 
 
По мере продвижения суспензии по каналу твердые частицы занимают все больший объем, их 

концентрация повышается, эффективная вязкость растет, расход суспензии при заданном на входе 
постоянном давлении падает. В какой-то момент расход суспензии становится таким же, как общий расход 
утечек жидкой фазы через пористые стенки, и тем самым определяется предельная длина заполнения 
канала частицами. 

На рисунке 3 представлены рассчитанные распределения давления, эффективной вязкости, 
относительной концентрации частиц и скорости суспензии после достижения предельной длины 
заполнения канала. В частности, распределение давления практически постоянно по высоте и нелинейно 
убывает по длине канала. Пропорционально давлению уменьшаются и утечки жидкой фазы через  
 

 
Рис. 1. Расчетная схема 
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Относительное давление 0P P  

 

 
Относительная эффективная вязкость 0efη µ  

 

 
Относительная концентрация ∗φ φ  

 

 
Скорость V  в векторном выражении  

 
Рис. 3. Распределение основных переменных после достижения предельной длины заполнения канала 

пористые стенки. Отток дисперсной среды приводит в результате к повышению концентрации частиц. 
Поскольку эффективная вязкость зависит от параметров основного потока суспензии и концентрации 
частиц, расход основного потока суспензии убывает, а профили скорости становятся не симметричными. 
 
5. Заключение 

 
Предложена модель течения суспензии твердых частиц в канале с пористыми стенками, объединяющая 

в себе описание таких процессов, как течение смеси неньютоновской жидкости и твердых частиц в трубах 
и каналах, перенос и осаждение твердых частиц, фильтрацию жидкости в окружающую пористую среду. 
Отличительной особенностью рассматриваемой суспензии является увеличение эффективной вязкости  
с ростом концентрации твердых частиц и непрерывное или скачкообразное увеличение напряжений  
с ростом скорости сдвига. 

В качестве примера проведен расчет методом конечных элементов процесса транспортировки твердых 
частиц в плоском канале с оттоком дисперсионной среды через пористые стенки. Показано, что отток 
дисперсионной фазы суспензии через пористые стенки приводит к повышению концентрации частиц и 
эффективной вязкости, падению расхода суспензии при заданном на входе постоянном давлении, 
ограничению длины заполнения канала частицами. 
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