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В процессе извлечения нефти давление в пласте со временем постепенно уменьшается, и в этом случае для его поддержания 
прибегают к закачке воды в пласт – заводнению. Зачастую в составе пластовой воды присутствуют различные примеси, минералы и 
металлы. Они оседают на поверхности пор породного скелета и приводят к уменьшению начальной пористости призабойной зоны и 
замедлению продвижения фронта вытеснения нефти водой. Это негативно сказывается на продуктивности скважины и влечет за собой 
падение объёмов добытой нефти. В связи с этим исследование процесса заводнения является актуальной задачей. Естественный процесс 
засорения пор горных пород называется кольматацией. Цель данной работы заключается в оценке влияния параметров пласта и флюида 
(нефти, газа, воды) на распределение пористости, проницаемости и концентрации примеси в результате кольматации. Исследуемая 
проблема формулируется математически в виде системы уравнений механики сплошных сред и включает: уравнения баланса массы 
частиц в суспензии и несущей жидкости; закон Дарси для представления фильтрации воды в пласт; формулу Козени–Кармана для связи 
начальной пористости и проницаемости; уравнение, описывающее кинетику оседания частиц на скелете пористой среды. Решение 
системы уравнений осуществляется с помощью явной конечно-разностной схемы. Получено распределение концентрации примеси  
в пласте. Впервые показано, что уменьшение коэффициента кольматации приводит к снижению её скорости и возникновению 
стабилизированной зоны вблизи фронта вытеснения. Установлено, что коэффициент кольматации, хотя и является малым параметром, 
существенно влияет на характер процесса заводнения. Анализ чувствительности характеристик вытеснения нефти водой к параметрам 
пласта и флюида показывает, что скорость фронта вытеснения и координата этого фронта возрастают с увеличением проницаемости и 
давления на забое нагнетательной скважины и уменьшаются с ростом вязкости в соответствии с законом Дарси. 

Ключевые слова: механика сплошных сред, кольматация, суспензия, закон сохранения массы, закон Дарси, фронт вытеснения, 
формула Козени–Кармана, численное моделирование 
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In the process of oil production, the reservoir pressure gradually decreases with time and, to maintain it, water injection, also known as 
waterflooding, is applied. The formation water composition typically contains various impurities, minerals and metals. They settle on the pore 
matrix, decrease the porosity of the bottomhole zone and slow down the advance of the water-oil displacement front. This negatively affects the 
productivity of the well and reduces oil production. Therefore, the study of these processes is a relevant task. The natural process of pore blocking 
is called colmatation. The purpose of this work is to evaluate the influence of reservoir and fluid parameters on the distribution of porosity, 
permeability and impurity concentration as a result of the colmatation phenomenon. To solve the problem, we use a system of equations of 
continuum mechanics that includes the mass balance equations for particles in suspension and carrier fluid, Darcy's law for water filtration into 
the reservoir, the Kozeny–Karman formula for the relationship between the initial porosity and permeability, and an equation describing the 
kinetics of particle settling on the porous matrix. A solution to the system of equations is found using an explicit finite-difference scheme. The 
distribution of impurity concentration in the reservoir is obtained. It is shown for the first time that a decrease in the coefficient of colmatation 
leads to a decrease in the rate of colmatation and the emergence of a stabilized zone near the displacement front. It has been established that 
although the coefficient of colmatation is a small parameter, it has a significant effect on the waterflooding nature. Analysis of the sensitivity of 
the water-oil displacement characteristics to the reservoir and fluid parameters shows that the velocity of the displacement front and the coordinate 
of this front increase with an increase in permeability and pressure at the bottomhole of an injection well and decrease with an increase in viscosity 
in accordance with Darcy's law. 

Key words: continuum mechanics, colmatation, suspension, mass conservation law, Darcy's law, displacement front, Kozeny–Karman 
formula, numerical modeling 

 
 

1. Введение 
 
Поддержание должного уровня пластового давления является необходимым условием для сохранения 

темпов притока нефти после первичной стадии разработки месторождения. С этой целью, а также  
для вытеснения нефти проводится закачка воды — заводнение. Как правило, для этого используется 
пластовая вода. Если такая вода попадает в пласт в неочищенном состоянии (с содержанием большого 
количества примесей) [1], то происходит кольматация [2] — оседание частиц, например, солей [3]  
с возможным блокированием пор породного скелета. Подобные состояния наблюдаются на месторождениях 
в различных странах, в частности, в России [3], Йемене [4], Канаде [5]. Механизм блокирования пористой 
среды дисперсными частицами зависит от их химического состава и относится или к адсорбции [6], или  
к механическому и гидродинамическому удерживаниям [7]. Последнее происходит из-за действия  
гидродинамических сил в скоплениях частиц и возникает, обычно, при движении в пористой среде 
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полимера. Механическое удерживание связано с тем, что частицы имеют большие, по сравнению с порами, 
размеры и блокируют их [8]. Исследования показывают, что в пористой среде при фильтрации частиц 
суспензии возникают гидродинамические силы трения и силы негидродинамической природы (силы 
взаимодействия дисперсных частиц с частицами скелета породы [9]). При этом кольматация влияет  
на траекторию движения частиц примеси, снижает их скорость [9]. Поэтому необходимо предварительно 
моделировать эффекты, связанные с кольматацией, для прогнозирования скорости фильтрации и 
распределения концентрации частиц примеси. 

Гидродинамические симуляторы малопригодны для решения задачи кольматации, поскольку не содержат 
законов, описывающих оседание произвольных дисперсных частиц, хотя и позволяют оценивать и 
рекомендовать приемы увеличения нефтеотдачи. Классический подход к моделированию кольматации 
пористой среды основан на законе сохранения массы и импульса [10], в качестве которого выступает, как 
правило, закон Дарси [11], однако при высоких скоростях фильтрации следует прибегать к закону 
Форцгеймера [11]. В модели [10] включена зависимость пористости от концентрации осевших частиц, 
связываются начальная пористость и проницаемость по формуле Козени–Кармана. В результате удаётся найти 
распределение концентрации удержанных частиц, но требуется ввод некоторых настроечных параметров, 
получить которые можно только путём сопоставления расчётных и экспериментальных данных. Кроме того, 
обычно зависимость проницаемости от пористости выражается по формуле Козени–Кармана в любой момент 
времени для любой координаты [12]. Этот эффект учитывается в модели [13], использующей законы 
сохранения массы фаз и импульса в приближении Дарси–Буссинеска [14, 15]. Такая модель принимает  
во внимание динамику перехода примеси из одной фазы в другую. Уменьшение пористости из-за оседания 
частиц на поверхности пористой среды описывается линейным законом. Такая модель детально представляет 
процесс адсорбции примеси при закачке наножидкости в пласт. Однако в работах [13, 14] не исследуется 
влияние параметров флюида и пористой среды на запаздывание её кольматации. 

Развитие классического подхода привело к появлению модели глубокого проникновения частиц 
суспензии в пористую среду [16, 17]. Модель использует закон сохранения массы дисперсных частиц, закон 
их оседания и модифицированный закон Дарси, учитывающий снижение фильтрационно-ёмкостных 
свойств пласта при закачке суспензий. Модель позволяет рассчитать распределение концентрации 
дисперсных частиц, скорость фильтрации. Однако модификация закона Дарси и закон оседания частиц 
суспензии справедливы лишь при закачке полимер-дисперсных систем и не пригодны для растворов солей 
и суспензий с другими примесями. 

Альтернативный подход предполагает применение микромасштабного стохастического моделирования 
с учётом баланса массы [8], где автор отмечает, что увеличение рассматриваемых масштабов приводит 
стохастическую модель к классической модели глубокого проникновения суспензии в пористую среду. 
Между тем стохастическая модель содержит ряд случайных вероятностных процессов и требует 
значительных вычислительных мощностей. 

Для моделирования фильтрации суспензий в пористой среде используется также решёточный метод 
Больцмана [18, 19] — метод вычислительной гидродинамики, базирующийся на кинетическом уравнении 
Больцмана для потоков частиц и взаимодействия между ними. Уравнения решаются численно (методом 
конечных элементов). Решёточный метод позволяет рассчитать снижение фильтрационно-ёмкостных 
свойств пласта из-за кольматации, но требует задания сложных законов взаимодействия между частицами, 
которые не всегда известны. Модель не применяется при закачке растворов солей. 

Таким образом, в настоящее время не исследовано уменьшение пористости и проницаемости пласта 
вследствие закачки неочищенной воды в зависимости от параметров пористой среды и флюида. В данной 
работе предлагается развитие классического подхода Леонтьева [20], модель которого основана на законах 
сохранения массы и импульса и содержит обобщённый релаксационный закон, описывающий характер 
пористости вследствие закачки неочищенной воды с примесью либо суспензии, не рассматриваемый  
в других моделях. Целью работы является расчёт фильтрационно-ёмкостных свойств пласта в условиях 
кольматации с использованием усовершенствованной модели Леонтьева. Впервые в этой модели 
учитывается зависимость пористости от проницаемости по формуле Козени–Кармана, а также проводится 
анализ влияния параметров пласта и флюида на процесс кольматации в поровом пространстве. Вводится 
коэффициент кольматации как малый параметр, определяющий характер процесса оседания частиц  
в пористой среде. Получено распределение пористости, проницаемости, концентрации частиц примеси и 
пластового давления, что также не осуществлялось ранее в рамках модели Леонтьева. 

 
2. Математическая модель расчёта фильтрационно-ёмкостных свойств пласта при кольматации 
 
2.1. Система уравнений  

 
Изучению структуры фронта пористости при движении суспензии в пористой среде посвящена  

работа [20]. В ней предложена математическая модель, описывающая кинетику оседания частиц на скелете 
(модель Леонтьева). Авторы настоящей работы впервые вводят в модель связь пористости и проницаемости  
по формуле Козени–Кармана и представляют фильтрацию малоконцентрированных суспензий системой:  
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состоящей из уравнений баланса массы частиц в суспензии (1) и несущей жидкости (2), закона Дарси (3), 
формулы Козени–Кармана (4) и уравнения, описывающего кинетику оседания частиц на скелете (5).  
В уравнениях обозначено: t  — время; α  — объемная концентрация частиц в суспензии; u  — вектор 
скорости фильтрации смеси; m , ( )k m  — пористость и проницаемость пористого скелета; µ  — вязкость 
суспензии; p  — давление в пласте; стm — стационарное значение пористости, меньше которого пористость 
не снижается; γ  — коэффициент кольматации; 0k , 0m  — начальные значения проницаемости и пористости 
пласта; r  — некоторое число. Предполагается, что жидкость, твёрдые частицы суспензии и пористый скелет 
несжимаемы, отложение частиц на скелете не приводит к задерживанию жидкости в порах, а концентрация 
частиц достаточно мала, так что скорость частиц совпадает со скоростью жидкости. 

Если пласт породы изотропный, то проницаемость является функцией пористости, то есть 
( ) constk m k≠ ≠ , и тогда проницаемость будет изменяться по закону (4) (по формуле Козени–Кармана).  

Для изучения процесса фильтрации суспензии с дисперсными частицами в таком пласте далее 
рассматривается случай одномерного прямолинейного течения несжимаемых (плотность constρ = ) 
несмешивающихся жидкостей в условиях, когда поверхностное натяжение между фазами невелико и можно 
пренебречь капиллярным давлением. Тогда процесс вытеснения допускает простое математическое 
описание и представляет собой задачу Бакли–Леверетта. Давления в фазах воды и нефти считаются 
одинаковыми, обе фазы несжимаемы, фазовые переходы отсутствуют, температура в пласте постоянна. 

С учётом введённых допущений система уравнений (1)–(5) принимает вид:  
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Здесь x  — горизонтальная ось координат. 
 

2.2. Начальные и граничные условия  
 
Для нахождения распределения объёмной концентрации частиц в суспензии нужно добавить условия как 

на границах пласта, так и в начальный момент времени. Начальные условия следующие: 

 ( ) ( )0 , ,0 0,0m mx xα= = .  

Первое из условий означает, что в момент времени 0t =  (до начала процесса вытеснения) в пласте имеется 
некоторое известное распределение пористости, определяемое значением 0m . Согласно второму условию  
в начальный момент времени частицы примеси в пласте отсутствуют. 

Граничные условия записываются в следующем виде: 

 ( ) ( ) ( )0 , 0, , , .0, z kp t p p l t pt = =α = α   

Здесь: l  — длина пласта; kp  — давление на контуре питания; zp  — давление на забое скважины.  
Для базового варианта моделирования приняты значения давления kp = 10 МПа, zp = 15 МПа, начальной 
концентрации 0 0,3α =  и начальной пористости 0 0, 2m = . Относительно этих значений параметры пласта и 
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флюида менялись на 20% как в сторону увеличения, так и в сторону уменьшения при анализе 
чувствительности характеристик вытеснения. Первое граничное условие указывает на то, что при 0t >   
в пласт через галерею нагнетательных скважин, имеющих координату 0x = , закачивается вытесняющая 
жидкость (вода с частицами примеси). При этом концентрация частиц в суспензии в данной точке известна 
и определяется значением 0α . Второе условие задает значение давления на галерее скважин, третье — 
величину давления на правой границе рассматриваемой области (на контуре питания), соответствующее 
давлению невозмущённого пласта.  

Область допустимых значений нужна для «ограниченности» постановки задачи и является следующей: 
0 100x≤ ≤ м, 0 kt t≤ ≤ , где kt  — момент окончания фильтрации. Первое условие ограничивает размер 
области исследования, второе — продолжительность процесса, то есть рассматривается пласт длиной 100 м 
до момента времени kt . 

 
3. Результаты расчётов 

 
В качестве модельного случая рассмотрен вариант с характерными для задач подземной гидромеханики 

параметрами [21, 22], такими как: 100l = м, 1µ = мПа·с, 0,1стm = , 0,01γ = 1/с, 0 100k = мД  
(1 мД = 10–15 м2), 3r = . 

Для решения задачи фильтрации уравнения (1), (2) с учётом (3)–(5) аппроксимировались с помощью 
явной конечно-разностной схемы так, что каждое новое решение в узле получалось на основе решения  
в предыдущий момент времени. Шаг по времени составлял 1τ =  с, шаг по координате 0,1h = м. Индексы, 
отвечающие за перемещение по координате и по времени, соответственно, рассчитывались по формулам: 
i x h= , .j t= τ Частные производные в уравнениях представлялись в конечных разностях. Численное 
решение данной задачи осуществлялось с помощью разработанной авторами программы на языке Visual 
Basic for Applications с использованием явной схемы с левой аппроксимацией производных. При одномерной 
постановке задачи сложение уравнений (1) и (2) приводило к выражению: 0du dx = . После подстановки  
в него формул (3) и (4) определялось итоговое уравнение для нахождения распределения давления. Оно 
являлось обыкновенным дифференциальным уравнением 2-го порядка. После этого для его решения 
применялся метод прогонки, поскольку проницаемость есть нелинейная функция пористости.  

В результате решения задачи построены графические зависимости пористости призабойной зоны m  и 
объемной концентрации частиц в суспензии α  от координаты x  в моменты времени 30, 60 и 90 сут, где 
1 сут = 86400 с.  

Из графиков на рисунке 1 видно, что концентрация частиц за фронтом вытеснения становится равной 
концентрации частиц в закачиваемой смеси, а пористость уменьшается до минимально возможного уровня, 
называемого стационарным значением пористости стm . Снижение пористости обусловлено кольматацией  
в зоне, в которой находятся дисперсные частицы. С течением времени фронт вытеснения продвигается 
дальше, причём в силу того, что 0du dx = , скорость его смещения остаётся постоянной. На фронте 
вытеснения наблюдается не разрывное решение для концентрации, а наличие некоторой стабилизированной 
зоны, в которой концентрация с ростом координаты плавно убывает от максимального значения, равного 
концентрации частиц в закачиваемой смеси 0α , до нулевого значения. Пористость в этой зоне с ростом 
координаты плавно растёт от стационарного значения стm  до значения 0m . Ширина стабилизированной 
зоны определяется как расстояние по x  между точкой с минимальной пористостью, от которой начинается 
рост пористости, и точкой с максимальной пористостью 0m . Анализ показывает, что размер 
стабилизированной зоны при фиксированных параметрах с течением времени не изменяется. Наличие 
стабилизированной зоны связано, в первую очередь, не с диссипацией численной схемы, а с конечной 
скоростью кольматации в пористой среде, характеризующейся коэффициентом кольматации в соответствии 
с (5). Это подтверждается расчётом распределения пористости по координате при различных значениях 
коэффициента кольматации γ , равных 10–5, 10–4, 10–3, 10–2 1/с (Рис. 2), остальные параметры соответствуют 
представленным выше. Все зависимости приведены в момент времени 30 сут. Как видно, чем меньше 
коэффициент кольматации, тем шире стабилизированная зона, поскольку в этом случае скорость снижения 
пористости, согласно (5), падает. Это приводит не к мгновенному установлению стационарного значения 
пористости стm  за фронтом вытеснения, а к постепенному уменьшению пористости по координате. Таким 
образом, коэффициент кольматации выступает в качестве малого параметра, определяющего характер 
процессов вытеснения чистой жидкости (нефти), насыщающей исходный пласт, жидкостью с примесью 
(водой с дисперсными частицами), закачка которой производится. Аналогом такого малого параметра 
являются капиллярные силы в задаче Рапопорта–Лиса [23]. 
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Рис. 1. Распределение пористости m  (штриховые 

линии) и объемной концентрации частиц примеси α  
(сплошные линии) по координате в разные моменты 
времени t , сут: 30 (линии 1), 60 (2), 90 (3) 

Рис. 2. Распределение пористости m  по координате  
в течение 30 сут при разных значениях коэффициента 
кольматации γ , 1/с: 0,00001 (кривая 1); 0,0001 (2);  
0,001 (3); 0,01 (4) 

 
При заданных модельных параметрах рассчитано распределение давления p  по координате x  

(см. Рис. 3) для моментов времени 30, 60 и 90 сут. Анализ полученной зависимости показывает, что  
в закольматированной зоне с ростом координаты давление падает сильнее, чем в зоне, до которой ещё  
не дошёл фронт концентрации дисперсных частиц в эти же моменты времени (см. Рис. 1). Большее снижение 
давления в закольматированной зоне обусловлено ухудшением фильтрационно-емкостных свойств пласта 
(пористости и проницаемости) в этой зоне из-за оседания частиц примеси. При необходимости поддержания 
прежней скорости фильтрации требуется больший перепад давления, за счет чего компенсируется 
уменьшение проницаемости. При этом в каждой зоне давление распределено линейно, поскольку задача 
соответствует плоскопараллельной фильтрации. 

 

  
Рис. 3. Распределение давления по координате в разные 
моменты времени t , сут 

Рис. 4. Распределение давления по координате  
при различной концентрации дисперсных частиц 0α   
через 60 сут 

 
Также при заданных модельных параметрах находилось распределение давления p  по координате x   

при различных значениях концентрации дисперсных частиц 0α  в закачиваемой жидкости (Рис. 4) в момент 
времени 60 сут. Видно, что с ростом концентрации дисперсных частиц фронт вытеснения продвигается 
дальше, поскольку в этом случае в единицу времени в пласт закачивается их больший объём, следовательно, 
зона, охваченная кольматацией, увеличивается. 

 
4. Анализ чувствительности координаты фронта вытеснения нефти водой  

к параметрам пласта и флюида 
 
В процессе исследований проведён анализ связи координаты фронта вытеснения нефти водой  

с параметрами пласта и флюида. За координату фронта вытеснения принималась точка на оси x , в которой 
концентрация равнялась половине первоначального значения, поскольку на фронте снижение концентрации 
происходит не в виде разрыва, а с наличием стабилизированной зоны. В рассматриваемом случае этой точке 
отвечало значение концентрации 0,15α = . В качестве влияющих параметров были взяты вязкость суспензии 
µ , начальная проницаемость пласта 0k  (которая является постоянным множителем в формуле  
Козени–Кармана (4)) и давление на забое скважины zp . Выбор этих параметров был обусловлен тем, что 
они могут быть измерены на практике и при этом являются функционально зависимыми: 0k  — от строения 
породы и меняется от пласта к пласту; µ  — от нагнетаемого флюида; zp  — от характеристик оборудования 
и режима работы скважины. Все расчёты проведены для момента времени 30 сут. 
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Сначала оценивалась чувствительность 
координаты фронта вытеснения к значению вязкости 
µ  суспензии (воды с дисперсными частицами). 
Значения вязкости изменялись на 20% в сторону 
увеличения и уменьшения относительно базового 
варианта, в котором 1µ =  мПа·с (Рис. 5).  
Все остальные параметры, использованные  
при моделировании, имели величины, приведённые  
в предыдущем разделе. Из рисунка 5 видно, что  
с ростом вязкости координата фронта вытеснения  
(и его скорость) уменьшается, и это согласуется  
с законом Дарси (3). 

Далее строилось распределение концентрации 
частиц примеси в пласте при различных значениях 

начальной проницаемости 0k  (Рис. 6).  Графики свидетельствуют, что на координату фронта вытеснения  
(и скорость фильтрации) начальная проницаемость оказывает положительное влияние, поскольку, согласно 
закону Дарси, скорость фильтрации пропорциональна проницаемости. 

Зависимость чувствительности координаты фронта вытеснения нефти водой от давления на забое 
скважины zp  показана на рисунке 7. Как видно, на эту координату и скорость фильтрации давление на забое 
оказывает положительное влияние, поскольку при его увеличении и фиксированном давлении на контуре 
питания градиент давления возрастает. 

 

  
Рис. 6. Распределение концентрации частиц примеси  
по координате при различных значениях начальной 
проницаемости 0k  через 30 сут 

Рис. 7. Распределение концентрации частиц примеси  
по координате при различных значениях забойного 
давления zp  через 30 сут 

 
5. Выводы 

 
1. Получены графические зависимости пористости призабойной зоны, объёмной концентрации частиц 

в суспензии, давления от координаты в разные моменты времени, из которых видно, что распределение 
давления имеет кусочно-линейный характер, пористость уменьшается до минимально возможного значения, 
а концентрация частиц за фронтом вытеснения становится равной концентрации частиц в закачиваемой 
смеси.  

2. Показано, что в наибольшей степени давление падает в закольматированной зоне, поскольку  
из-за оседания дисперсных частиц ухудшаются фильтрационно-ёмкостные свойства пласта,  
и при необходимости поддержания прежней скорости фильтрации по пласту потребуется увеличение в этой 
зоне градиента давления. 

3. Установлено, что, исходя из закона Дарси, скорость фронта вытеснения и его координата 
увеличиваются с ростом проницаемости и давления на забое нагнетательной скважины и уменьшаются  
с ростом вязкости. 

4. Показано, что коэффициент кольматации является малым параметром, существенно определяющим 
характер вытеснения нефти водой, причём его снижение приводит к уменьшению скорости кольматации и 
возникновению стабилизированной зоны вблизи фронта вытеснения, которая увеличивается в размере. 
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