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В жидкости, которая подвергается ультразвуковому воздействию, численно исследовано взаимодействие сферической твердой 
частицы и газового пузыря. Параметры воздействия выбирались таким образом, чтобы длина акустической волны намного превышала 
размеры как пузыря, так и частицы. Поле акустического давления вдали от пузыря считалось однородным. В отсутствие частицы 
течение имело сферическую симметрию, а скорость границы раздела жидкость–газ находилась из уравнения Релея–Плессе. 
Обсуждаемая в настоящей работе проблема является обобщением классического случая без частицы. Управление движением твердой 
частицы около газового пузыря является важным для процесса флотации, широко применяемого в технологии обогащения 
минеральных руд. Задача рассматривалась для высокой частоты и малой либо конечной амплитуды скорости вибраций. В главном 
порядке малости с учетом вязкости жидкости находилось пульсационное течение для сохраняющей неподвижность тяжелой частицы. 
В следующем порядке изучались механизмы генерации осредненного течения в объеме жидкости и вблизи ее границ. С помощью 
полученного осредненного течения установлены величина действующей на частицу осредненной вибрационной силы и ее зависимость 
от расстояния до поверхности пузыря. Показано, что указанная сила имеет притягивающий характер. Проведено сравнение с данными 
расчетов в невязком приближении. Обнаружено, что при небольших расстояниях от пузыря наблюдается отклонение найденного 
значения вибрационной силы от значения, известного из аналитического выражения, согласно которому эта сила пропорциональна 
градиенту квадрата скорости пульсаций. Демонстрируется, что учет вязкости жидкости приводит к большей осредненной 
вибрационной силе вблизи пузыря, чем невязкий подход. 

Ключевые слова: акустические вибрации, многофазные среды, вибрационная сила, вязкость, флотация, вычислительный 
эксперимент 
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The interaction of a spherical solid particle and a gas bubble in a liquid subjected to ultrasonic action is numerically studied. The ultrasonic 
parameters are chosen in such a way that the acoustic wavelength will be much larger than the sizes of both the bubble and the particle.  
The acoustic pressure field at a distance to the bubble is assumed to be uniform. In the absence of a particle, the flow is a spherically symmetric 
flow, and the velocity of the liquid–gas interface is found from the Rayleigh–Plesset equation. The problem considered in this paper is a 
generalization of the classical problem without a particle. The control of the movement of solid particles around the gas bubble is important for 
the flotation process, which is widely used in the mineral ore beneficiation technology. The problem is considered for high frequency and small 
or finite vibration velocity amplitude. In the leading order of smallness and taking into the viscosity of a liquid, a pulsating flow is found for the 
case of a heavy particle that remains its immobility. In the following order, the mechanisms of generation of an averaged flow in the liquid volume 
and near its boundaries are considered. Using the obtained averaged flow, the averaged vibrational force acting on the particle and its dependence 
on the distance to the bubble surface are determined. It is shown that this force is an attractive force. A comparison is made with the calculation 
data in the inviscid approximation. It has been found that, at small distances from the bubble, there is a deviation of the calculated value of 
vibrational force from the value known from the analytical expression, according to which this force is proportional to the square velocity gradient 
of pulsations. The results obtained demonstrate that, taking into account the viscosity of a liquid leads to a larger value of the averaged vibrational 
force near the bubble than the inviscid approach. 
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1. Введение 
 

Одним из результатов высокочастотного вибрационного воздействия на гидродинамические системы 
является появление осредненной вибрационной силы, действующей на взвешенные в жидкости включения 
с отличающейся плотностью. Задача управления поведением таких включений, как с деформируемой, так и 
недеформируемой поверхностью, возникает во многих областях практической деятельности. В качестве 
примеров можно назвать процесс флотации, а также перспективную с точки зрения медицины 
целенаправленную доставку лекарств по кровеносным сосудам. Вибрации, в том числе акустические, 
оказываются экономичным и эффективным способом изменения типичного поведения многофазной 
системы благодаря имеющей место неоднородности инерционных сил, а также ряду других факторов,  
в частности, сжимаемости газа во взвешенных в жидкости пузырях. Это приводит зачастую  
к парадоксальным эффектам, например, к опусканию газовых пузырей в вибрирующем в вертикальном 
направлении столбе жидкости [1]. 
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Важные теоретические результаты получены для движения твердых включений в невязкой жидкости. 
Выводу осредненных уравнений, управляющих плавучестью тел при наличии вибраций, посвящена работа 
[2]. Согласно [3, 4], два твердых тела, погруженных в невязкую жидкость, в зависимости от того, 
ортогональна или параллельна направлению вибраций линия, соединяющая их центры, либо притягиваются, 
либо отталкиваются под действием вибраций. В [5] представлены аналитические выражения  
для осредненной силы, действующей на сферическую твердую частицу, которая колеблется  
в нормальном/касательном направлении относительно твердой стенки в невязкой жидкости. В обоих случаях 
асимптота для силы притяжения частицы к стенке обратно пропорциональна четвертой степени расстояния 
между ними, что подтверждается экспериментальными данными в [5]. 

В [6] продемонстрирован более общий подход, который позволяет определить осредненную силу  
для сферической твердой частицы, взвешенной в колеблющейся невязкой жидкости, независимо  
от конфигурации системы. Сила оказывается пропорциональной градиенту квадрата пульсационной 
скорости в геометрическом центре частицы. Обобщение на случай включения с деформируемой 
поверхностью осуществлено в [7]. При этом теории [6, 7] строятся в предположении, что диаметр частицы 
намного меньше, чем характерный размер существующей в жидкости неоднородности. 

Заметная неоднородность течения возникает вблизи сжимаемого газового пузыря, когда его поверхность 
оказывается в поле акустической волны в жидкости. Зачастую можно не принимать во внимание 
осложняющие факторы, связанные со сжимаемостью жидкой среды [8]. Согласно [9], действующая  
на взвешенные частицы осредненная вибрационная сила способна в значительной степени увеличивать 
размер области притяжения частиц к всплывающему в жидкости пузырю. Решение для пульсационного 
течения записано в [9] в рамках допущения о большей, по сравнению с диаметром пузыря, длине стоячей 
волны и включает в себя трансляционную и монопольную части. Последняя вызвана колебаниями объема 
пузыря в поле однородной по пространству составляющей акустического давления. В ряде случаев 
монопольная мода доминирует, а значит, может рассматриваться как единственная. Она усиливается, когда 
частота внешнего воздействия близка к собственной частоте колебаний объема пузыря. Заметим, что  
в обсуждаемой системе возможен и параметрический резонанс, при котором, согласно [10], возбуждаются 
моды, связанные с изменением формы границы раздела. 

Важность результата [9] для интенсификации процесса флотации требует учета различных осложняющих 
факторов вблизи газового пузыря, которые могут повлиять на его взаимодействие с твердой частицей. Так, 
ослабляющий эффект адсорбированного поверхностно-активного вещества на пульсации границы раздела 
сказывается как уменьшение размера области притяжения твердых частиц, что обнаружено в [11]. 

Вязкость жидкости может вызывать смену знака осредненной вибрационной силы. Сила отталкивания 
появляется для двух одинаковых по размеру твердых сфер, расположенных друг от друга на расстояниях 
порядка толщины стоксового слоя, в том случае, когда жидкость вибрирует перпендикулярно отрезку, 
соединяющему их центры [12]. Похожий результат получен в [13] для двух цилиндров с параллельными осями. 
Смена знака силы наблюдается для сферической частицы в вязкой жидкости около совершающей нормальные 
вибрации твердой стенки [14]. «Игра» сил притяжения и отталкивания способна приводить к образованию 
структур в виде цепочек из сферических частиц, взвешенных в колеблющейся жидкости [15, 16]. 

Целью настоящей работы является численное исследование влияния вязкости жидкости на величину и 
характер поведения осредненной вибрационной силы при действии на твердую частицу, вблизи 
колеблющегося газового пузыря. 
 
2. Постановка задачи 

 
Рассмотрим взвешенный в жидкости с коэффициентом 

кинематической вязкости ν  и плотностью ρ  газовый пузырь, 
равновесный радиус которого 0R  (Рис. 1). На границе раздела 
жидкость–газ действует поверхностное натяжение  
с коэффициентом σ . Газ в пузыре характеризуется 
плотностью gρ  и давлением gp , которые могут отклоняться 

от своих равновесных значений 0gρ  и 0 .gp  
В объеме жидкости устанавливается стоячая 

акустическая волна, длина которой намного превышает 
размер пузыря. На большом удалении от пузыря задано поле 
акустического давления: 

                                 ( )0
i tp p p e∞
ω= + δ ⋅ℜ , (1) 

которое далее, в целях упрощения настоящего анализа, 
считаем однородным. В (1) приняты обозначения: 0p  — 
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Рис. 1. Конфигурация и параметры системы 
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атмосферное давление; pδ  — амплитуда колебаний давления во времени t  с циклической частотой ω ;  
ℜ  — вещественная часть показательной функции. Неоднородной компонентой давления можно 
пренебречь, например, в силу малости отношения характерного размера содержащего жидкость сосуда 

0( )L R  к длине волны ( 2 cλ = π ω ). Это накладывает следующее ограничение на частоту: 

( )2 ,f c L= ω π   где c  — скорость звука в жидкости. Так, для заполненного водой контейнера  
с характерной длиной 10 см это дает верхнюю границу для частоты 15 кГцf  . 

Сформулированная в таком виде задача обладает сферической симметрией, а зависящий от времени 
радиус пузыря ( )R t  подчиняется уравнению Релея–Плессе [17]: 

 23 4 2
2

gp p
RR R R

R R
∞− ν σ

+ = − −
ρ ρ

   , (2) 

которое в отсутствие акустического воздействия (при 0pδ = ) переходит в соотношение Лапласа:

0 0 02− = σgp p R . 

Если частота ω  в выражении (1) достаточно высока, то давление внутри пузыря gp  подчиняется 
адиабатическому закону: 

 3 3
0 0 constg gp R p Rγ γ= = , (3) 

где γ  — характеризующий газ показатель адиабаты, с которым скорость звука в газе gc  связана как

( )= γ ρg g gc p . Здесь плотность газа gρ  находится из закона сохранения массы 3 3
0 0 constg gR Rρ = ρ = . 

Путем линеаризации соотношения (2) и учета (3) можно связать амплитуду скорости b , с которой 
колеблется межфазная поверхность, с амплитудой акустического давления pδ . При 2

0 4Rν ω  формула 
связи приобретает вид: 

 
( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0

0 0 0

2 1 2 14
p pb

R p R R p R
R R R

δ δ
= ≈

γ − σ γ − σ   ρν
ρ ω− γ + ω + ρ ω− γ + ω   

   

, (4) 

где пренебрегается вязкостью жидкости, что заведомо допустимо для ультразвуковых частот и 
миллиметровых пузырей воздуха в воде. Далее в качестве контролируемого параметра используем 
амплитуду b , для которой дополнительно полагаем, что 0b R ω , то есть амплитуда колебаний поверхности 
пузыря намного меньше его размера. 

Пусть на некотором расстоянии от газового пузыря l  (см. Рис. 1) находится твердая частица сферической 
формы радиусом sr . Плотность материала частицы sρ  много больше плотности жидкости ρ , следовательно,  
в лабораторной системе отсчета частицу можем считать неподвижной относительно «быстрого» пульсационного 
потока. Тогда l  — это расстояние между центром пузыря в состоянии равновесия и центром частицы. 

Предположим, что размер частицы достаточно мал ( 0sr R ), так что ее наличие практически не влияет 
на обладающее сферической симметрией решение для радиальной скорости вдали от пузыря: 

 ( ) ( )2
0 ,r

i tu b r eR ω= ℜ  (5) 

которое определяется через оценку для амплитуды (4). 
Радиальную координату r  направим от начала сферической системы координат Orϑα , выбранного  

в центре пузыря. Ось z , от которой отсчитывается меридиональный угол ϑ , проведем через центр 
сферической частицы. Лишь в этом случае, когда 0∂ ∂α ≡  и 0uα = , возможна осевая симметрия задачи. 

Будем использовать в качестве единиц: радиус частицы sr  — для длины, 2 νsr  — для времени, 
амплитуду b  — для скорости, sb rρν  — для давления. В обезразмеренной таким образом формулировке 
появляются следующие характеристики режима течения: число Рейнольдса Re = νsbr ; капиллярное число 

( )2Ca sr= σ ρν ; безразмерные частота вибраций 2Ω = ω νsr , радиус пузыря 0= sR R r  и расстояние между 

центрами пузыря и частицы ( )0= + +

s sl R l r r . 
Дальнейший анализ осуществим аналогично работе [13], где показано, что поле пульсаций можно 

определить в рамках линеаризованной проблемы при условии, что Re Ω , а для нахождения осредненного 
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решения задачи использовать приближение ползущего течения, корректное при числе Рейнольдса 
Re .Ω  Кроме того, ограничимся предельной ситуацией недеформируемой поверхности газового 
пузыря, что соответствует Ca →∞ . Как следует из представленных далее (см. раздел 3) оценок, значение 
капиллярного числа Ca  действительно велико. 

Перейдем к функции тока ψ  и завихренности φ : 

 αφ = rot u ,  

 
2

1 10, 0, , , 0
sin sinsin
ψ ∂ψ ∂ψ   = = −   
ϑ ∂ϑ ϑ ∂ϑ   

u rot
r r rr

. 

Поля ψ  и φ , а также функцию f , описывающую возмущение формы межфазной поверхности  

жидкость–газ, представим в виде осредненной (знак « ») и пульсационной (знак «  ») частей как 

 ( ) ( ) ( )ˆˆ , , exp к.с.r r itψ = ψ +ψ = Ψ ϑ +Ψ ϑ + , 

 ( ) ( ) ( )ˆ ˆ, , exp к.с.r r itφ = φ + φ = Φ ϑ +Φ ϑ + , 

 ( ) ( ) ( )ˆ ˆ exp к.с.f f f F F it= + = ϑ + ϑ + . 

Запишем уравнения для пульсационного течения в главном порядке по числу Рейнольдса Re : 

 
2 2

2 2 2

ˆ ˆ ˆ1 ˆctg sin 0r
r r

 ∂ Ψ ∂ Ψ ∂Ψ
+ − ϑ + ϑΦ =  ∂ϑ∂ ∂ϑ 

, (6) 

 
2 2

2
2 2 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1ˆ 2 ctg 0
sin

i r r
rr r

 ∂ Φ ∂Φ ∂ Φ ∂Φ Φ
ΩΦ − + + + ϑ − = 

∂ ∂ϑ∂ ∂ϑ ϑ 
. 

Граничные условия для пульсаций представим в следующем виде: 
– в объеме жидкости при r →∞  

 21ˆ cos
2

RΨ = − ϑ ,        ˆ 0Φ = ; 

– на оси симметрии при ϑ , равном 0 или π , 

 21ˆ
2

RΨ = −  ,        ˆ 0Φ = ; 

– на свободной недеформируемой поверхности пузыря при r R=   

 1ˆ Re
2

iF =
Ω

,        21ˆ cos
2

RΨ = − ϑ ,        
2

2

ˆ ˆ2 1ˆ 0
sinr r rr

 ∂ Ψ ∂Ψ
Φ + − =  ϑ ∂∂ 

; 

– на твердой поверхности частицы при ( ) ( )22sin cos 1r r lϑ + ϑ− =  

 21ˆ
2

RΨ = −  ,        
2 2

2 2 2

ˆ ˆ1 ˆsin 0r
r r

∂ Ψ ∂ Ψ
+ + ϑΦ =

∂ ∂ϑ
. 

Последнее соотношение получается из уравнения (6) в силу условия прилипания, когда ˆ 0∂Ψ ∂ϑ = . 
Функция тока Ψ̂  на твердой неподвижной поверхности постоянна и находится по ее известному значению 
на бесконечности (при r →∞ ) путем переноса указанного значения вдоль оси симметрии, так как ˆ 0∂Ψ ∂ =r  
при ϑ , равном 0 или π . 

Уравнения для осредненного течения в следующем за главным порядке по числу Рейнольдса Re  имеют 
следующий вид: 

 
2 2

2 2 2

1 ctg sin 0r
r r

 ∂ Ψ ∂ Ψ ∂Ψ
+ − ϑ + ϑΦ = ∂ϑ∂ ∂ϑ 

, (7) 

 
2 2

2
2 2 2 2 2

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ1 ˆ2 ctg ctg 0R
sin sin

er r
r r r r rr r r

  ∂ Φ ∂Φ ∂ Φ ∂Φ Φ ∂ψ ∂φ ∂ψ ∂φ ∂ψ φ ∂ψ
+ + + ϑ − − − − + ϑ φ =    ∂ ∂ϑ ∂ϑ ∂ ∂ ∂ϑ ∂ϑ ∂∂ ∂ϑ ϑ ϑ 

ℜ
  

. (8) 
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Уравнение (8) содержит слагаемое квадратичного вида, куда входят пульсационные решения ψ̂  и φ̂ . 
Граничные условия для осредненного течения запишем как: 

– в объеме жидкости при r →∞  

 0Ψ = ,        0Φ = ; 

– на оси симметрии при ϑ , равном 0 или π , 

 0Ψ = ,        0Φ = ; 

– на поверхности пузыря при r R=   

 0F = , 

 ˆ ˆ 0f
r

∂ψ Ψ +ℜ = ∂ 
, (9) 

 
2 2

2 2

ˆ ˆ2 1 2 1 ˆˆ 0
sin sin

f
r r r r r r rr r

     ∂ Ψ ∂Ψ ∂ ∂ ψ ∂ψ Φ + − +ℜ φ+ − =     ϑ ∂ ∂ ϑ ∂∂ ∂       
; (10) 

– на поверхности частицы при ( ) ( )22sin cos 1r r lϑ + ϑ− =  

 0Ψ = ,        
2 2

2 2 2

1 sin 0r
r r

∂ Ψ ∂ Ψ
+ + ϑΦ =

∂ ∂ϑ
. 

Последнее соотношение получается из уравнения (7) в силу условия прилипания, когда 0∂Ψ ∂ϑ = . 
Функция тока Ψ  на твердой неподвижной поверхности постоянна и находится по ее известному значению 
на бесконечности (при r →∞ ) путем переноса указанного значения вдоль оси симметрии, так как 0∂Ψ ∂ =r  
при ϑ , равном 0 или π . Квадратичные слагаемые в соотношениях (9) и (10), куда входят решения  
для пульсационного течения ψ̂ , φ̂  и f̂ , появляются из-за сноса граничных условий на невозмущенную 
поверхность пузыря r R=  . 

В силу осевой симметрии задачи осредненная вибрационная сила vf  действует на частицу строго  
по вертикали, и ее проекция на ось z  есть 

 ( )v d= − −∫ n σ n e


z z
S

f p S , (11) 

где n  — вектор внешней нормали к поверхности частицы, ez  — орт вертикальной оси z . Здесь интегрирование 

осуществляется по сферической поверхности частицы S , где ( ) ( )22sin cos 1r r lϑ + ϑ− = .  

Для перехода к размерной величине силы необходимо произвести умножение полученного выражения на .sbrρν  

Значения осредненного давления p  в подынтегральном выражении (11) определим численно из решения 
задачи Коши. Для этого производные от давления на твердой поверхности частицы  

при ( ) ( )22sin cos 1r r lϑ + ϑ− = , где осредненные и пульсационные части скорости равны нулю, найдем  

из соответствующих проекций уравнения Навье–Стокса в сферической системе координат: 

 
2 2

2 2 2 2 2

2 1 ctg 2 ctgr r r r
r

uu u u up u u
r r rr r r r

ϑ
ϑ

∂∂ ∂ ∂ ∂∂ ϑ  = + + + − + + ϑ ∂ ∂ ∂ϑ ∂ϑ∂ ∂ϑ  
, 

 
2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 1 ctg 2
sin

ru u u u uup r
r rr r r r r

ϑ ϑ ϑ ϑ ϑ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ϑ
= + + + + − ∂ϑ ∂ ∂ϑ ∂ϑ∂ ∂ϑ ϑ 

. 

Тогда ( ) d
B

A
A

p B p p= + ∇∫ L . Здесь криволинейный интеграл вычисляется вдоль дуги L , проходящей  

по поверхности частицы S  от верхней точки A  на оси z , в которой 0ϑ =  и 1r l= +  , а также задана 
некоторая произвольная величина давления Ap , до некоторой точки B , где ищется текущее давление. 

Необходимое в расчетах поле осредненной скорости получим из формул: 
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 2

1
sinru

r
∂Ψ

=
∂ϑϑ

,        1
sin

u
r rϑ

∂Ψ
= −

ϑ ∂
,        0uα = . (12) 

Компоненты же тензора вязких напряжений для осредненного течения σ  в подынтегральном выражении 
(11) найдем как 

      2 r
rr

u
r

∂
σ =

∂
,    1 r

r
u uu

r r r
ϑ ϑ

ϑ

∂∂
σ = + −

∂ϑ ∂
,     2

r
u

u
r

ϑ
ϑϑ

∂ σ = + ∂ϑ 
,     ctg12

sin
ru uu

r r r
ϑ

αα
α∂ ϑ σ = + + ϑ ∂α 

. (13) 

Ряд расчетов выполнен в рамках модели невязкой жидкости. Здесь в качестве единицы длины выбирается 
радиус частицы sr , а обратная частота 1−ω  служит единицей времени. Вместо числа Рейнольдса Re  и 
безразмерной частоты Ω  в задаче появляется безразмерная амплитуда колебаний: 

 ( )= ωsA b r . 

Решение для потенциала скорости пульсационного течения ( = ∇ξu ) 

 ( ) ( )p к.с., ex itrξ += Ξ ϑ  

удовлетворяет уравнению Лапласа 

 
2 2

2 2 2 ct2 1 0g
r rr r

 ∂ Ξ ∂Ξ ∂ Ξ ∂Ξ
+ + + ϑ = ∂ ∂ϑ∂ ∂ϑ 

. 

Ставятся следующие граничные условия, куда входит функция формы поверхности пузыря 
( ) ( )exp к.с.f iF it= ϑ + : 

– в объеме жидкости при r →∞  

 
2

2
A R

r
Ξ = −



; 

– на оси симметрии при ϑ , равном 0 или π , 

 0∂Ξ
=

∂ϑ
; 

– на недеформируемой поверхности пузыря при r R=   

 1
2

F A= − ,        0F
r

∂Ξ
+ =
∂

; 

– на поверхности частицы при ( ) ( )22sin cos 1r r lϑ + ϑ− = : 

 0
n

∂Ξ
=

∂
. 

Проекция на ось z  осредненной вибрационной силы vf , действующей на частицу, в отсутствие вязкости 
вычисляется как 

 
2

v

21 d
S

z zf n S
r r

 ∂Ξ ∂Ξ    +    ∂ ∂ϑ     
= ∫ . 

Здесь интегрирование осуществляется по сферической поверхности частицы ,S  где ( ) ( )22sin cos 1.r r lϑ + ϑ− =  

Для перехода к размерной величине силы необходимо произвести умножение на 4 2
srρ ω . 

 
3. Результаты 

 
Расчеты проводились в пакете CrystarPack [17], который предназначен для решения гидродинамических 

задач при помощи итерационного метода Ньютона. Точность аппроксимации граничных условий  
на криволинейных границах (в настоящем случае на поверхности твердой частицы) обеспечивается в пакете 
в рамках двух подходов. Во-первых, декартова сетка с уточняемым шагом при необходимости измельчается 
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в требуемое число раз вблизи сложных границ (либо внутри пограничных слоев). Во-вторых, граничные 
условия ставятся не строго в узлах расчетной сетки, а сносятся на реальную физическую поверхность  
через процедуру линейной/квадратичной аппроксимации по значениям в узлах сетки. 

В силу осевой симметрии задачи достаточно, чтобы двумерная расчетная область охватывала диапазон 
изменения меридиональной координаты ϑ  от 0 до π . Размер же области по радиальной координате r
выбирался равным 10 sr . Разрешение расчетной сетки вдоль верхней и правой границ области составляло, 
соответственно, 301 и 201 точек. Применялось четыре уровня измельчения сетки, в конечном итоге  
в интересующих местах области исследования ее шаги уменьшались в 16 раз, а именно: около нижней 
границы расчетной области; вблизи геометрической границы твердой частицы; у левой границы области 
ниже частицы. В результате число узлов сетки составляло порядка 100–200 тысяч в зависимости  
от положения частицы. 

Важной особенностью пакета CrystarPack, которая была использована в расчетах, является возможность 
создавать новое вектор-решение посредством записи в него значений физического поля, уже вычисленных 
с выбранной точностью аппроксимации. Так, например, вносить определенные по формулам (12) и 
сохраненные величины компонент скорости в узлах расчетной сетки. Либо находить на основе соотношений 
(13) компоненты вязких напряжений по известным с предыдущего этапа компонентам скорости. Заметим, 
что доступ к вектору-решению осуществляется вызовом предоставляемых пакетом процедур.  

Ниже приводятся результаты расчетов для пузыря миллиметрового размера ( 4
0 5 10R −= ⋅ м) в воде 

(плотность 998,2ρ = кг/м3 и кинематическая вязкость 610−ν = м2/с) и твердой частицы диаметром сто микрон 

( 55 10sr
−= ⋅ м). Именно такие размеры пузыря и частицы представляют интерес для процесса флотации. 

Циклическая частота вибраций ω  варьировалась от 35 10⋅  до 42 10⋅ с–1. Амплитуда скорости поверхности 
пузыря в акустическом поле фиксировалась и составляла 0,01b = м/с. Коэффициент поверхностного 
натяжения на поверхности пузыря равнялся 0,0728σ = Н/м, а значит, капиллярное число было достаточно 
велико (Ca 3647)≈ , что делает обоснованным приближение недеформируемой границы раздела сред, 
которое использовалось в расчетах. 

На рисунке 2 можно видеть зависимость действующей на твердую частицу осредненной вибрационной 
силы от расстояния между поверхностями газового пузыря и твердой частицы для различных значений 
циклической частоты внешнего воздействия ω . Штриховой линией показаны результаты расчетов  
в невязком приближении. 
 

  

Рис. 2. Зависимость вибрационной силы от расстояния 
между поверхностями газового пузыря и твердой 
частицы 

 

Рис. 3. Зависимость вибрационной силы от частоты 
акустического воздействия 

 
Отметим, что вибрационная сила имеет всегда притягивающий характер и вблизи поверхности пузыря 

увеличивается с понижением частоты. Такая зависимость от частоты связана с вязкими напряжениями  
в интеграле для силы в осредненном течении (см. (11)). С ростом либо расстояния между частицей и пузырем, 
либо частоты роль вязкости жидкости понижается, и происходит переход к высокочастотному пределу, где 
единственным действующим фактором является фиксированная амплитуда скорости пульсационного течения 

0,01b = м/с. Это можно видеть на рисунке 3, где кривые становятся более пологими при выборе большего 
расстояния, а именно: 50 мкм (кривая 1), 100 мкм (кривая 2), 200 мкм (кривая 3). 
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В работе [9] продемонстрировано влияние 
осредненной вибрационной силы на размер областей 
притяжения осаждающихся твердых частиц 
относительно всплывающего в жидкости газового 
пузыря.  

В качестве выражения для определения силы 
использована аналитическая формула из [6], 
полученная в предположении, что характерный размер 
пространственной неоднородности пульсационного 
течения много больше, чем диаметр частицы.  
Из рисунка 4 можно видеть различия между 
результатами расчетов, выполненных с помощью 
разных подходов к нахождению вибрационной силы 
при частоте 4 110 с−ω =  и амплитуде скорости  

0,01b = м/с: с помощью аналитического выражения  
из [6] (линия с длинным штрихом), численные расчеты 
без учета вязкости жидкости (штриховая линия) и  
с учетом вязкости (сплошная линия). Как видно, 

последняя методика дает силу большей величины, чем другие подходы, в особенности для малых расстояний 
между пузырем и частицей. 

 
4. Заключение 

 
В настоящей работе рассмотрено влияние вязкости жидкости на осредненную вибрационную силу, 

действующую на сферическую твердую частицу около газового пузыря, который совершает 
высокочастотные колебания во внешнем поле акустического давления. Задача изучена численно в рамках 
двухполевого подхода с разделением течения на пульсационную и осредненную составляющие и  
в приближении недеформируемой поверхности пузыря. В качестве метода решения использовался 
итерационный метод Ньютона. 

В полном соответствии с известной невязкой теорией на больших расстояниях между пузырем и 
частицей на последнюю действует сила притяжения к пузырю, что есть следствие закона Бернулли. Однако 
на расстояниях порядка толщины стоксового слоя сила отталкивания, которая появляется, например, при 
нахождении частицы около вибрирующей твердой стенки, в настоящей работе не обнаружена. Более того, 
вязкость оказывается положительным фактором, который способствует притяжению частицы к пузырю. Это 
можно связать с существованием вблизи свободной поверхности жидкости более «слабого», по сравнению 
с погранслоем около твердой стенки, пограничного слоя. В обсуждаемом случае не возникает ограниченного 
твердыми границами течения при приближении частицы к поверхности пузыря. В результате осредненные 
вязкие напряжения, входящие в интеграл для вибрационной силы, толкают частицу к пузырю. 

Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (проект № 20-69-46066) 
https://rscf.ru/project/20-69-46066/. 
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