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Рассматриваются синхронные колебания двух длинных тонких пластин в тандемной компоновке, находящихся в вязкой 
несжимаемой жидкости. Изучается гидродинамическое воздействие на пластины со стороны жидкости. Для моделирования течений, 
индуцированных колебаниями пластин, решается полная нестационарная система уравнений Навье–Стокса. При этом пластины 
считаются абсолютно жёсткими, а течение жидкости полагается двумерным. Решение задачи осуществляется в подвижной системе 
координат, жёстко связанной с пластинами. Численная модель строится в свободном программном пакете OpenFOAM на основе метода 
конечных объёмов. Для анализа гидродинамического воздействия на пластины используется приближение Морисона, согласно 
которому гидродинамические силы представляются в виде суммы сил сопротивления и инерции. Проводится изучение изменения 
коэффициентов сопротивления и инерции в зависимости от расстояния между пластинами при разных значениях безразмерной 
амплитуды колебаний. Результаты исследования показывают, что, варьируя расстояние между пластинами, можно управлять 
структурой режимов обтекания, кратно изменяя гидродинамическое воздействие на конструкцию. Наиболее сильное влияние величина 
расстояния оказывает на силы сопротивления в диапазоне малых и умеренных амплитуд колебания. Удаляя пластины друг от друга, 
можно достичь эффекта изолированного поведения для каждой из них и, по сравнению с гидродинамическим сопротивлением одной 
пластины, двукратно повысить гидродинамическое сопротивление конструкции. При приближении пластин друг к другу, как выявлено 
в настоящем исследовании, в зазоре формируется застойная зона, что, позволяет трёхкратно снизить сопротивление конструкции  
(по сравнению с гидродинамическим сопротивлением одной пластины). 
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In this paper, we investigate the synchronous oscillations of two tandem-arranged long thin plates in a viscous incompressible fluid under 
the action of hydrodynamic forces. The hydrodynamic action exerted on the plates by the moving fluid is studied. The flows induced by the 
oscillating plates are modeled based on the complete non-stationary system of Navier-Stokes equations on the assumption that the plates move 
as rigid bodies, and the fluid flow caused by the oscillations of the plates are two-dimensional. The resulting flow problem is solved numerically 
in a moving coordinate system rigidly attached to the plates. A numerical model is constructed based on the free software package OpenFOAM 
using the finite volume method. The hydrodynamic influence on the plates is analyzed using the Morison approximation, according to which the 
hydrodynamic forces are represented as the sum of the resistance and inertia forces. The changes in the drag and inertia coefficients are 
investigated depending on the distance between the plates at different values of the dimensionless amplitude of oscillations. The results of the 
study show that by varying the distance between the plates, it is possible to control the structure of the streamline modes and multiply the 
hydrodynamic impact on the structure. The distance value has the strongest influence on the drag force in the range of small and moderate 
oscillation amplitudes. By removing the plates apart from each other, it is possible to produce the effect of isolated behavior for each plate and to 
double the hydrodynamic resistance of the structure compared to the hydrodynamic resistance of one plate. The study showed that when the plates 
move closer to each other, a stagnant zone is formed in the gap, which makes it possible to reduce the resistance of the structure by a factor of 
three (compared to the hydrodynamic resistance of one plate). 

Key words: oscillation of thin plates, Navier–Stokes equation, numerical simulation, hydrodynamic forces 
 
 
1. Введение 
 

Исследования аэрогидродинамических эффектов, возникающих при колебаниях удлиненных 
цилиндрических тел (вибрационных актуаторов), активно развиваются в настоящее время в рамках целого 
спектра высокотехнологичных научных направлений, таких как разработка биомиметических движителей 
автономных подводных и летательных аппаратов [1], создание охлаждающих систем и харвестеров  
в микроэлектронике [2–5], проектирование измерительных элементов в атомной силовой микроскопии  
[6–8], разработка элементов насосов в микрофлюидных устройствах [9] и другое. За последние два 
десятилетия создана теория (в том числе аналитическая), описывающая аэрогидродинамические эффекты 
при колебаниях единичного актуатора пластинчатого или балочного типа в безграничной вязкой жидкости  
[10–15]. Однако на практике такая теория часто имеет ограниченную применимость в связи с тем, что 
конструкции большинства устройств предполагают наличие границ, стенок или нескольких актуаторов, 
расположенных в непосредственной близости друг от друга. В таких условиях при решении задачи нужно 
учитывать влияние на гидродинамические течения всех элементов конструкции и соответствующие 
гидродинамические воздействия на них. Подобных исследований к настоящему времени проведено  
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относительно немного [16–19], но все они указывают на чрезвычайно высокую значимость взаимодействия 
(в контексте изменения гидродинамики) близкорасположенных элементов при колебательном движении. 
Настоящая работа посвящена анализу гидродинамического воздействия на пару колеблющихся пластин. 
 
2. Постановка задачи 
 

Рассмотрим синхронные гармонические колебания, происходящие вдоль оси Ox , двух одинаковых 
тонких длинных абсолютно жёстких пластин, расположенных параллельно плоскости Oyz  и смещённых 
относительно друг друга по оси Ox  на расстояние constc = . Пластины находятся в вязкой несжимаемой 
жидкости. Схема их расположения изображена на рисунке 1. Предполагая, что L b h>> >> , где h , b , L  — 
толщина, ширина и длина пластин соответственно, сведём задачу к исследованию двумерных течений около 

бесконечно тонких пластин в плоскостях, параллельных Oxy
. Для решения этой задачи перейдём в подвижную систему 
координат, в которой пластины неподвижны, а жидкость  
на бесконечности совершает колебания со скоростью  
 
                             ( )0 cos .pU U t= ω   
 

Для описания динамики жидкости запишем уравнение 
Навье–Стокса и уравнение неразрывности в безразмерной 
формулировке: 
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Здесь: ( ),u v=U  — безразмерная скорость ( u , v  — её 
безразмерные компоненты );  p  — фиктивное давление, 

равное сумме истинного давления ˆ  p  и инерционной составляющей p , которая возникает в результате 
перехода в подвижную систему координат. Для нормирования пространственных координат, времени и 
скорости используются величины b , 1
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определяют безразмерную частоту и амплитуду колебаний, где ω  — частота колебаний, ν  — 
кинематическая вязкость жидкости. Помимо них, третьим безразмерным параметром задачи является 
относительное расстояние между пластинами: 
 
 c bξ = . 
 

На каждой пластине с границей Ω  в новой системе зададим условия прилипания: 
 
 Ω Ω 0.u v= =  
 
На бесконечности изменение скорости запишем в виде гармонического закона: 
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Вычисление гидродинамической силы, действующей на пластины со стороны жидкости в направлении 

распространения колебаний в представленной безразмерной постановке осуществляется согласно формуле: 
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Рис. 1. Схема пластин в тандемной 
компоновке; жирные стрелки обозначают 
направление колебаний пластин 
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где Σ  — тензор вязких напряжений, n  — внутренняя единичная нормаль к границе пластины, i  — 
единичный вектор в направлении оси колебания.  

Заметим, что в подвижной системе координат величина гидродинамической силы  найдена  
по фиктивному давлению и поэтому содержит вклад от его инерционной составляющей p , который  
рассчитывается следующим образом [20]: 
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Как можно видеть, для рассматриваемого случая бесконечно тонких пластин он равен нулю. 

Для определения продольной составляющей гидродинамической силы F  воспользуемся 
аппроксимацией Морисона [20], согласно которой сила представляется в виде суммы двух компонент: силы 
сопротивления (демпфирования), пропорциональной квадрату скорости, и инерционной силы, 
пропорциональной ускорению осцилляционного движения. Аппроксимирующую функцию запишем в виде: 
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где MC  и DC  — соответственно коэффициенты инерции (присоединённых масс) и сопротивления 
(демпфирования) соответственно. Вычисление этих коэффициентов будем проводить на каждом периоде 
колебания  T KC=  с помощью интегрирования: 
 

 
0 0

0 0

2

2 2 3 2    sin   ,    cos   
4 

T t T t

M D
t t

C F t dt C F t dt
KC T KC

+ +π π π   =− =   π    ∫ ∫ . 

 
Здесь 0t  — время начала периода. 
 
3. Численная схема 

 
Для решения результирующей задачи применялась ранее адаптированная авторами в рамках 

исследований [21, 22] численная схема из пакета OpenFOAM. Плоскость течения ограничивалась 
прямоугольной областью размерами 70×40, стороны которой устанавливались параллельно основным осям 
координат. Обтекаемые пластины помещались в центре расчётной области симметрично относительно 
начала координат. 

Дискретизация расчётной области производилась с помощью блочных сеток (Рис. 2). Ячейки сеток  
в расчётной плоскости имели форму четырёхугольников. Вблизи обтекаемых пластин разрешающая 
способность сеток повышалась с помощью измельчения ячеек. У внешних границ для снижения 
вычислительных затрат выполнялось разрежение узлов сетки. Характерная расчётная сетка имела 
следующие параметры: общее количество ячеек ~1,6·105, минимальный объём ячеек вблизи пластин  
~6,9·10–5, число ячеек на границе пластин ~420, максимальный объём ячеек ~0,2.  

Дискретизация системы уравнений движения жидкости проводилась согласно методу конечных объёмов 
(FVM) в декартовой системе координат. Дискретные значения составляющих скорости и давления 

локализовались в центрах ячеек расчётных сеток.  
Для вычисления объёмных интегралов по контрольному 
объёму использовалась общая процедура Гаусса.  
Для аппроксимации градиента давления в расчётах 
применялась линейная интерполяция. В диффузионных 
слагаемых при дискретизации оператора Лапласа нормальные 
градиенты скорости на поверхности ячейки представлялись  
с помощью симметричной схемы второго порядка с поправкой 
на неортогональность [23, 24]. 

Для интерполяции переменных в конвективных слагаемых 
прибегали к гибридной схеме Спалдинга, предложенной  
в работах [25, 26] — аналогу широко распространенной  
в конечно-элементной дискретизации схемы Streamline upwind 
[27]. Схема Спалдинга представляет собой комбинацию 
линейной и противопоточной интерполяций. Линейная 
интерполяция приемлема в области, где сеточное число 

 
Рис. 2. Характерная структура расчётной 
сетки вблизи торцов пластин, 0,1ξ =  
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Рейнольдса (или число Пекле) Re 2h < . В остальных случаях используется противопоточная интерполяция. 
Схема позволяет избежать нефизичных осцилляций решения в зонах с недостаточной разрешающей 
способностью расчётных сеток (что особенно актуально вблизи внешних границ расчётной области) и 
обеспечивает устойчивость и сходимость всего процесса решения. Однако обращение со схемой требует 
особой аккуратности. Так, первый порядок точности противопоточной интерполяции может привести  
к существенному влиянию на решение так называемой численной диффузии [28]. Как показывают 
результаты работ [29, 30], для рассматриваемого класса задач гибридная схема обеспечивает хорошее 
согласование результатов расчёта с экспериментальными данными в широком диапазоне чисел Рейнольдса. 
Негативное влияние численной диффузии при этом можно минимизировать повышением разрешающей 
способности сетки вблизи обтекаемого тела и контролировать её посредством изучения сеточной 
сходимости. 

Для дискретизации системы уравнений по времени использовалась неявная схема Эйлера. Шаг  
по времени во всех расчётах являлся постоянным и удовлетворял двум условиям: 1) максимальное число 
Куранта не превышало значения 0,1; 2) минимальное число шагов за период составляло не менее 500. 

Решение дискретного аналога поставленной в разделе 2 задачи проводилось с помощью метода PISO 
(Pressure Implicit with Splitting of Operators) [31], являющегося расширением алгоритма SIMPLE. Решение 
системы уравнений для давления выполнялось на основе метода сопряжённых градиентов (PCG) с геометро-
алгебраическим многосеточным предобуславливателем (GAMG). Системы уравнений для компонент 
скорости решались методом бисопряжённых градиентов (PBiCG) с предиктором на основе неполной LU 
факторизации. Расчёты были распределёнными и производились по технологии MPI с применением метода 
декомпозиции области решения.  

При апробации численной схемы проверялась сеточная сходимость, а также результаты, полученные  
на её основе сравнивались с данными из [21]. 

 
4. Результаты расчётов 

 
Исследование гидродинамических характеристик проводилось в диапазоне параметров задачи: 430β = ; 
0; 0,1; 0,5; 1ξ = ; 0,1 5KC≤ ≤ . В ходе расчётов определялись поля давления и скорости вблизи пластин  

в течение 50 периодов колебаний, затем по ним строились поля завихрённости, функция тока, а также 
вычислялись гидродинамические силы, действующие на пластины. 

Рассмотрим изменение гидродинамического воздействия на пластины. Как и в случае одной пластины 
[21], при колебаниях пары пластин почти во всём диапазоне параметров задачи устанавливаются 
периодические или квазипериодические режимы течения. После интервала установления (занимающего  
от 8 до 25 периодов колебаний) значения коэффициентов сопротивления  DC  и присоединённых масс   MC  
либо выходят на постоянные значения (в периодических режимах), либо изменяются периодически не более 
чем на 10–15% на интервалах из нескольких периодов колебаний (в квазипериодических режимах). Далее 
для анализа при всех заданных параметрах задачи будем использовать характерные величины 
коэффициентов DC , MC  , отвечающие их средним значениям за последних 15 периодов колебаний. 

Зависимости ( )MC KC  и ( )DC KC  представлены на рисунке 3. Как видно, за счёт выбора расстояния 
между пластинами можно кратно изменять гидродинамическое воздействие на общую конструкцию. 
Значения коэффициента MC  в диапазоне 0 1≤ ξ ≤  увеличиваются с ростом ξ  (Рис. 3а). Рассматривая 
граничные значения, заметим, что MC  ( 1)ξ =  в среднем в два раза больше MC  ( 0)ξ =  для всех 
безразмерных амплитуд колебаний KC . Поскольку при 1ξ =  площадь конструкции в два раза больше, чем 
при 0ξ =  (для одинарной пластины), можно говорить, что взаимодействие пластин (или течений, 
индуцированных их колебаниями) почти не оказывает влияния на величину коэффициента присоединённых 
масс MC . Внутри диапазона значения MC  в зависимости от ξ  под влиянием формирующихся около пластин 
нелинейных течений изменяются немонотонно. 

Наиболее сильно (изменения доходят до 450%) параметр ξ  сказывается на силах сопротивления, 
характеризующихся коэффициентом DC  (Рис. 3б). Прогнозируемое поведение ( ) DC KC  наблюдается  
для 0,5ξ ≥  при малых амплитудах колебаний ( 0,5KC < ). Здесь хорошо виден кратный рост (в среднем  
в 1,6 и 1,25 раз при 1ξ =  и 0,5ξ = ) сопротивления по сравнению с  одной пластиной ( 0ξ = ). Однако за счёт 
тандемного эффекта при обтекании двух пластин двукратное увеличение сопротивления не наблюдается,  
в отличие от изолированного обтекания каждой из пластин. 

При уменьшении зазора между пластинами (см. 0,1ξ = ), гидродинамика в расчётной области 
качественно меняется, что приводит к кратному снижению сопротивления пары пластин по сравнению  
с одной изолированной бесконечно тонкой пластиной (см. диапазон 2KC < ). В этом случае две близко  
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Рис. 3. Зависимость коэффициентов присоединённых масс MC  (а) и сопротивления DC  (б) от параметра задачи KC : 
авторские расчёты для 430β = , 0; 0,1; 0,5; 1 ξ = (кривые 1–4); результаты из других работ: из [32] для 430β = , 0ξ = , 0,1∆ =   
(кривые 5); из [21] для 0;300 0 5β = , 0ξ = , 0,1∆ =  (кривые 6, 7); из [33] для 430β = , 0ξ = , 0; 0,1 ∆ =  (кривые 8, 9);  
из [34] (кривые 10); из [35] (кривые 11); случай 0ξ =  соответствует колебаниям одной пластины 

 
расположенных пластины начинают действовать как одна более толстая пластина. Это подтверждается 
сравнением полученных оценок для DC  с данными для пластин с соотношением сторон Δ 0,1h b= =   
(см. Рис. 3б). Между близко расположенными пластинами, как видно на рисунке 4, фактически формируется  
 

  
Рис. 4. Модуль скорости в момент времени 39t T =  при 0,2KC =  и различном значении параметра задачи – расстояния  
ξ : 0,1 (а), 0,5 (б); цветом обозначены зоны:  – с нулевой скоростью,  – со скоростью выше 0,1 

а б 

а 

б 
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застойная зона. Попадание жидкости в зазор между пластинами происходит лишь в окрестности торцов, где 
образуются вихревые ячейки. Наличие вихревых ячеек расширяет область устойчивости симметричного 
режима обтекания, по сравнению с зоной устойчивости данного режима у одинарной пластины  
(Рис. 5а), что позволяет дополнительно существенно снизить сопротивление пары пластин в диапазоне  
0,3 1,2KC≤ ≤  (Рис. 3б). 

При 1, 2KC >  (и для 0; 0,5; 1 ξ =  при 0,8KC > ) наблюдается область интенсивного вихреобразования. 
Сопротивление начинает сильно зависеть от положения точек отрыва вихрей и структуры вихревых 
режимов обтекания. Интересно, что пара пластин с маленьким зазором ( 0,1ξ = ) продолжает действовать 
как одна пластина (см. режимы течения для 0,1ξ =  и 0ξ =  на рисунке 5б), при этом значения DC  у тонкой, 
толстой ( 0,1∆ = ) и пары тонких пластин становятся близкими друг к другу. 

 

  

  

Рис. 5. Мгновенная картина течения в момент времени 39t T =  при различном сочетании параметров задачи 
:KC  1 (а), 5 (б), и :ξ  0 (а, в), 0,1 (б, г) 

 
5. Заключение 
 

Поведено численное исследование гидродинамических сил, действующих на пару длинных тонких 
пластин, совершающих синхронные колебания в вязкой несжимаемой жидкости. Полученные результаты 
показывают, что варьирование расстояния между пластинами ξ  приводит к существенным изменениям 
гидродинамического воздействия на общую конструкцию. В диапазоне параметра задачи 0 1≤ ξ ≤  
практически двукратно увеличивается сила присоединённых масс: для близко расположенных пластин  
(в работе представлен случай 0,1ξ = ) значения коэффициента присоединённых масс MC  лишь на несколько 
процентов выше соответствующих значений для одной пластины; для 1ξ =  значение MC  становится 

в г 

а б 



  А.М. Камалутдинов, А.Н. Нуриев, О.С. Жучкова, О.Н. Зайцева. Синхронные колебания двух пластин в вязкой несжимаемой… 435 

практически таким же, как у двух независимых пластин. Еще более сильное влияние параметр ξ  оказывает 
на силы сопротивления. За счёт изменения зазора между пластинами можно как двукратно повысить 
гидродинамическое сопротивление конструкции (по сравнению с гидродинамическим сопротивлением 
одной пластины), так и почти трёхкратно снизить его. Снижение сопротивления наблюдается у близко 
расположенных пластин ( 0,1ξ = ) в области малых и умеренных амплитуд колебаний и происходит это 
вследствие того, что они начинают действовать как одна — более толстая — пластина, коэффициент 
сопротивления которой существенно ниже. Одновременно с этим при обтекании пары близко 
расположенных пластин увеличивается область устойчивости симметричного режима течения, что 
дополнительно снижает сопротивление тандемной конструкции при умеренных амплитудах колебаний.  

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта № 19-38-60023. 
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