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В конденсированных средах существует два традиционно обсуждаемых вида дисперсионных соотношений: бесщелевые 

фононные и с энергетической или частотной щелью. В различных областях физики конденсированного состояния имеет место третий 

тип дисперсионных соотношений, которые соответствуют щелевым эффектам в k -пространстве – Gapped Momentum States (GMS). 

Возрастающий интерес к GMS-состояниям связан с важными следствиями для динамических и термодинамических свойств систем 

(для гидродинамической турбулентности, пластичности, разрушения). Как правило, GMS возникают в подходе Максвелла–Френкеля 
применительно к вязкоупругим свойствам жидкости и твердого тела, когда щели могут непрерывно изменяться от энергетического 

к импульсному пространству. Настоящая работа является первой из цикла исследований, посвященных анализу дисперсионных 

эффектов, связанных с ангармоничностью потенциала, возникновением коллективных мод бризерного типа, так называемых 
дискретных бризеров, и их влиянием на макроскопические свойства нелинейных решеток, например, на теплопроводность. 

При изучении связи дискретных бризеров и макроскопических свойств нелинейных решеток важно знать, как фононы 
взаимодействуют с дискретными бризерами. Рассеяние фононных волновых пакетов малой амплитуды на неподвижных дискретных 

бризерах в цепочке  -Fermi–Pasta–Ulam–Tsingou ( -FPUT) исследовано численно для их различных амплитуд. Установлено, что 

при достаточно больших амплитудах дискретные бризеры отражают коротковолновые фононы, но остаются прозрачными для 

длинноволновых фононов. Увеличение амплитуды бризеров расширяет область отражения в коротковолновой части первой зоны 

Бриллюэна. Эти результаты свидетельствуют о том, что в цепи  -FPUT дискретные бризеры влияют на теплопроводность 

не существенно, поскольку тепло передается в основном длинноволновыми фононами. 

Ключевые слова: дисперсионные соотношения, щелевые эффекты, дискретные бризеры, цепочка  -Ферми–Паст–Улама–Цингоу  
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There are two traditionally discussed dispersion relations (DR) in condensed media: gapless phonon DR and DR with an energy or 

frequency gap. The third type of DR is of interest in various fields of condensed matter physics: states corresponding to gap effects in k -space 

(Gapped Momentum States – GMS). The growing interest in GMS is associated with important consequences for the dynamic and 
thermodynamic properties of the system (hydrodynamic turbulence, plasticity, fracture). Traditionally, GMS arise in the Maxwell–Frenkel 

approach as applied to the viscoelastic properties of liquids and solids, when the DR-gaps can continuously vary from energy to momentum 

space. This work is the first in a series of studies devoted to the analysis of dispersion effects associated with the anharmonicity of the potential 
and the emergence of collective breather-type modes, the so-called discrete breathers (DBs), and their influence on the macroscopic properties 

of nonlinear lattices, for example, on the heat conductivity. Recently, the influence of discrete breathers (DBs) on the macroscopic properties 

of nonlinear lattices, for example, on thermal conductivity has been investigated. When solving this problem, it is important to know how 

phonons interact with DBs. The scattering of phonon wave packets of small amplitude by standing DBs in the  -Fermi-Pasta-Ulam-Tsingou 

(  -FPUT) chain is studied numerically for different amplitudes of DBs. It is found that DBs of sufficiently large amplitudes reflect short-

wavelength phonons, but remain transparent for long-wavelength phonons. An increase in the DB amplitude expands the reflection region 

in the short-wavelength part of the first Brillouin zone. These results suggest that DBs in the  -FPUT chain do not strongly affect the thermal 

conductivity, since heat is transferred mainly by long-wavelength phonons, which are weakly affected by DBs. 

Key words: dispersion relations, gap effects, discrete breathers,  -Fermi–Pasta–Ulam–Tsingou chain 

 
 

1. Введение 
 

Дискретные бризеры (ДБ) представляют собой пространственно локализованные колебательные моды 

большой амплитуды в бездефектных нелинейных решетках. ДБ были открыты математиками более трех  
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десятилетий назад [1–3]. Авторами работ [4, 5] ДБ экспериментально обнаружены в массивах 

сверхпроводящих джозефсоновских переходов [6, 7], в искусственных дискретных нелинейных системах 

[8–15], электрических [16, 17] и кристаллических [18–25] решетках. 

Экспериментальное наблюдение ДБ в кристаллах — сложная задача [18–25], и для их исследования 

используются численные методы [26–37]. Связь между ДБ и делокализованными нелинейными 

колебательными модами продемонстрирована в работах [38–40]. Одной из основных целей изучения ДБ, 

например, в кристаллах [41], является оценка их влияния на макроскопические свойства. Экспериментально 

выяснено [19, 20], что присутствие ДБ сказывается на теплоемкости и тепловом расширении  -урана. 

Для нелинейных цепочек воздействие ДБ на теплопроводность [42, 43], теплоемкость [44], константу 

теплового расширения и постоянную упругости также анализировалось в работе [45]. 

При изучении роли ДБ такого свойства как теплопроводность, важно знать, как фононы рассеиваются 

на ДБ. В [42] показано, что с повышением температуры наблюдается переход от баллистической [46] 

к нормальной теплопроводности, и этот переход объясняется возбуждением ДБ при высоких температурах; 

ДБ эффективно рассеивают фононы и снижают теплопроводность. 

Цель данной работы — анализ взаимодействия фононов с ДБ в классической одномерной 

динамической системе, называемой цепочкой  -Fermi–Pasta–Ulam–Tsingou ( -FPUT) [47]. Учет 

в постановке «симметричного ангармонизма» позволяет избежать «эффекта» теплового расширения, 

обусловленного связью механических и тепловых колебаний [48, 49]. Главным является изучение влияния 

ДБ разной амплитуды на распространение фононов малой амплитуды в цепочке  -FPUT. Проблема 

взаимодействия фононных ДБ ранее рассматривалась в [50, 51] и в последних работах авторов [52, 53]. 

ДБ можно классифицировать по типу ангармонизма: для ангармонизма мягкого типа частота ДБ 

уменьшается, для ангармонизма жесткого типа увеличивается с ростом амплитуды. Для цепочки с 

настраиваемым типом ангармонизма показано, что в случае ангармонизма жесткого типа ДБ прозрачны 

для длинноволновых фононов и отражают коротковолновые фононы, а для ангармонизма мягкого типа 

наблюдается обратный эффект. В работе [53] объектом изучения была цепочка с гармонической связью и 

ангармоническим «on-site» потенциалом. В настоящей работе исследуется динамика в цепочке  -FPUT, 

без «on-site» потенциала, когда фононный спектр не имеет щели и, следовательно, могут существовать 

только ДБ с ангармонизмом жесткого типа, так как их частота должна быть выше фононного спектра. 

Анализ нелинейной динамики ДБ в  -FPUT модели проведен в работе [54]. 

В статье изложена математическая  -FPUT модель, обсуждаются свойства ДБ в цепочке  -FPUT, 

изучено взаимодействие фононов с ДБ и проведен анализ результатов. 

 

2. Модель и ее математическая формулировка 
 

Динамика частиц цепочки β-FPUT [47] массой m  описывается гамильтонианом 
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где K  и P  — кинетическая и потенциальная энергии цепи соответственно. Кинетическая, потенциальная 
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Здесь:  nu t  — неизвестная функция времени t , представляет собой смещение (амплитуду) n -й частицы 

из ее положения в решетке, а n nu du dt  — ее скорость. Каждая частица взаимодействует со своими 

ближайшими соседями через потенциал, который включает гармонические и ангармонические члены 

с коэффициентами k  и   соответственно. 

При использовании принципа Гамильтона следующие уравнения движения могут быть получены 

из уравнений (1)–(3): 
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Без ограничения общности полагаем, что шаг решетки 1h  , 1m , 1k  , а также 1  . Исследуем 

взаимодействие фононов малой амплитуды с ДБ различной амплитуды. 

Рассмотрим цепочку из 122 2048N    частиц с поглощающими граничными условиями, такими, чтобы 

любое излучение от ДБ не влияло на ее динамику. Фононы малой амплитуды  ~ exp 2n qu i qn N t  
 

 

с волновым числом 0, 1, ..., 2q N  и частотой q  подчиняются дисперсионному соотношению: 
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которое может быть получено путем подстановки фононного решения в линеаризованное уравнение  (5) 

с 0  .  

Отметим, что максимальная частота фононов составляет 
max 2q  , что соответствует 2q N . 

Групповая скорость фононов равна 
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Уравнения движения (5) решаются численно с помощью симплектического метода Штормера шестого 

порядка [55] с шагом по времени 
310 m k  . Полная энергия цепочки далее в расчетах сохраняется 

с относительной погрешностью не более 10
−7

. 

 

3. Свойства дискретных бризеров 
 

 Для получения решения системы уравнений (5) в виде дискретных бризеров (ДБ) используется 

следующее представление начальных условий: 
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где A  — амплитуда,   — обратная ширина (степень локализации), а x  — положение. Если x lh , где 

l  — целое число, то ДБ локализуется на частице (локальный ДБ или «on-site» ДБ). Для  0,5x l h   ДБ 

локализован в середине связи (нелокальный ДБ или «in-site» ДБ). 

Для выбранных в представлении (8) параметров 

A  и x  обратная ширина ДБ находится так, чтобы 

амплитуда их колебаний ДБА  была постоянной 

во времени. 

Пример подбора параметра   представлен 

на рисунке 1 для локального ДБ, размещенного 

в середине цепочки ( 2 1024x N  ), при 0,5А . 

На рисунке 1а смещение центральной частицы ДБ 

показано как функция времени для 0,95  . 

Точками отмечены максимальные значения  2Nu t , 

то есть амплитуда ДБА . На рисунке 1б амплитуда 

ДБ представлена как функция времени 

для  различных значений  . Можно видеть, что 

для  0,95  , после переходного периода 

в несколько периодов ДБ, амплитуда ДБ становится 

не зависящей от времени: 0,472ДБА  . Видно, что 

даже при наилучшем выборе   амплитуда ДБ 

меньше чем A , потому что система уравнений (8) 

не является для бризеров точным решением. Часть 

начальной энергии системы излучается в виде 

 

Рис. 1. Смещение центральной частицы как функция 

времени для локализованного ДБ при 0,5A , 

2х N  и 0,95 , где точками отмечены амплитуда 

ДБ ДБА  (а); максимальные точки кривой  2Nu t  для 

разных значений  : 0,75 (линия ■), 0,85 (▲), 0,95 (●), 

1,05 (♦), и 1,15 () (б) 

а 

б 
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волновых пакетов малой амплитуды, удаляющихся от ДБ и поглощающемых на границах цепочки. 

При этом ДБ остается в середине цепочки. 

На рисунке 2 показаны свойства локального (on-site) и межлокального (inter-site) ДБ соответственно. 

В качестве функций, зависящих от параметра A  согласно системе уравнений (8), выступают: амплитуда 

ДБ ДБА  (Рис. 2a, б (1)), обратная ширина ДБ   (Рис. 2a, б (2)), частота ДБ   (Рис. 2a, б (3)) и энергия ДБ 

E  (см. Рис. 2a, б (4)). Как упоминалось выше, амплитуда ДБА  всегда меньше, чем A . При малых 

амплитудах А  обратная ширина ДБ линейно увеличивается, а при больших рост значений   замедляется. 

Частота ДБ выходит за границу фононного спектра (напомним, что максимальная частота фононов 
max 2q  ) и увеличивается с ростом A  из-за ангармонизма жесткого типа ( 0  ) рассматриваемой 

цепочки. 

 

  

Рис. 2. Параметры локального (а) и межлокального (б) ДБ как функций амплитуды ДБА : амплитуда (1); обратная ширина (2); 

частота (3); энергия (4) 
 

4. Рассеяние фононов на дискретных бризерах 
 

Перейдем к численному анализу взаимодействия с ДБ малоамплитудных волновых пакетов фононов. 

При этом помещаем ДБ в середину цепочки ( 2x N ) из 2048N   частиц, зададим в системе 

уравнений (8) и реализуем возбуждение фононного волнового пакета, движущегося к середине в левой 

половине цепочки: 
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где e , q  и q  — амплитуда, волновое число и частота фонона соответственно. Устанавливаем 

в уравнении (9) 10s  , чтобы изначально фононы и ДБ не перекрывали друг друга. Рассмотрены фононы 

с разным волновым числом q . Напомним, что связь между q  и q  устанавливается формулой (6). 

Амплитуда фононов выбрана очень малой, 
43 10e   , чтобы минимизировать влияние фононов 

на дискретный бризер. 

Согласно результатам, полученным Флечем и Горбачем [54], локальный ДБ нестабилен, и по этой 

причине рассеяние фононов изучается только на нелокальных ДБ. Фононный волновой пакет 

распространяется по направлению к ДБ и частично как отражается, так и проходит. Коэффициент передачи 

энергии определяется следующим образом: 

 

0t te E E , (10) 

 

где tE  — энергия одного фонона, которая прошла через ДБ, а 
2 2

0 2qE e   — энергия одного фонона, 

отраженная ДБ. 

а б 
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Коэффициент передачи, как функция 

нормированного волнового числа фононов, показан 

на рисунке 3 для разных значений амплитуды ДБ. 

Видно, что при 0,5ДБА  ДБ практически прозрачен 

для всех фононов в первой зоне Бриллюэна 

(геометрическом месте точек в обратном 

пространстве, которые ближе к началу обратной 

решетки, чем к любым другим точкам обратной 

решетки), так как 
te  близко к единице. 

С  увеличением ДБА  коэффициент пропускания 

уменьшается, причем наиболее заметное снижение 

наблюдается для коротковолновых фононов. 

Для  не очень больших ДБА  локальный минимум 

характерен для фононов с большей длиной волны 

(но меньшей q ), а положение минимума смещается 

вправо с увеличением ДБА . Этот местный минимум можно объяснить резонансом длины волны фононов 

с шириной ДБ, которая уменьшается с ростом ДБА . 

Значение среднего интегрального коэффициента передачи 
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изображено на рисунке 4 в зависимости от амплитуды ДБ линией с точками. Еще раз отметим, что 

при амплитуде 0,5ДБА   ДБ практически не влияет на поток фононов, так как tI  близок к единице. 

При 0,5ДБА   ДБ начинают заметно отражать коротковолновые фононы, и значения tI  уменьшаются 

с увеличением ДБА . 

Плотность энергии фононов составляет: 

 

2 21

2
qE e  . (12) 

 

В тепловом равновесии по определению все 

фононные моды имеют одинаковую плотность 

энергии. Фонон переносит энергию с групповой 

скоростью, определяемой формулой (7). Все фононы 

движутся в положительном направлении ( 0q  ) 

и переносят энергию, равную 
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Если ДБ находится в цепи, только часть энергии будет 

проходить через него, и эту часть можно рассчитать как 

 

 

                           
2

0

N

t t gW e q E dq  .                  (14) 

 

Энергия (14) зависит от амплитуды ДБ, поскольку от нее зависит  te q .  

Энергия tW  оценивалась численно. Согласно рисунку 3, выбирались  te q для различных амплитуд ДБ 

и рассчитывалось отношение 0tW W , представляемое на рисунке 4 кружками, соединенными линией. 

Данная кривая лежит выше кривой  ДБtI A , так как она характеризует интегральное влияние ДБ 

на перенос энергии фононами с учетом того, что коротковолновые фононы имеют меньшую групповую 

 
Рис. 3. Коэффициент передачи как функция 
нормированного волнового числа фононов для 

значений ДБА  от 0,4 до 1,7 

 

Рис. 4. Интегральный коэффициент tI  (точки) и 

0tW W  (кружки) как функции амплитуды ДБ 
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скорость. Например, при 1,7ДБA   средний интегральный коэффициент передачи энергии равен 0,48tI  , 

а отношение проходящей через ДБ энергии к переносимой фононами составляет 
0 0,59tW W  . 

 

5. Заключение 
 

В работе численно проанализировано рассеяние фононов малой амплитуды на дискретных бризерах 

в цепочке  -Fermi–Pasta–Ulam–Tsingou ( -FPUT) с ангармонизмом жесткого типа ( 0  ). Как и в случае 

цепочки ангармонизма жесткого типа с локальным потенциалом, исследованной в [53], ДБ в цепочке  

 -FPUT в основном отражают коротковолновые фононы и практически прозрачны для длинноволновых 

фононов. Это контрастирует с цепочкой ангармонизма мягкого типа с локальным потенциалом, 

для которой наблюдалась противоположная тенденция [53]. 

ДБ рассеивает коротковолновые фононы только в том случае, если его амплитуда больше порогового 

значения; в рассматриваемой цепочке рассеяние имеет место при 0,5ДБА  . Этот факт объясняет 

относительно резкий переход от баллистической теплопроводности к нормальной с повышением 

температуры в нелинейной цепочке (см. [42]). При низких температурах возбуждаются только ДБ малой 

амплитуды; они слабо взаимодействуют с фононами и не сказываются на характере баллистической 

теплопроводности. При достаточно высокой температуре возбуждаются ДБ большой амплитуды, которые 

изменяют теплопроводность на свойственную нормальным условиям, то есть действуют как дефекты, 

рассеивающие фононы. 

В цепочке  -FPUT влияние ДБ на теплопроводность должно быть относительно небольшим, поскольку 

ДБ рассеивают главным образом коротковолновые фононы, которые имеют низкую групповую скорость 

и, следовательно, вносят незначительный вклад в теплопроводность. Полученные в данной работе 

результаты подтверждают, что термонаселенные ДБ могут снижать теплопроводность при высоких 

температурах за счет рассеяния фононов [42]. В последующих работах будет обсуждаться случай не очень 

малых амплитуд фононов, когда, возможно, будут наблюдаться новые интересные эффекты, например, 

такие, как излучение энергии дискретным бризером, ускорение подвижного ДБ фононами, влияние 

эффектов в диссипативных системах с энергетической или частотной щелью, а также в k -пространстве 

(Gapped Momentum States). Было бы также интересно рассмотреть в будущем, могут ли сильные 

ангармоничности в этой модели вызывать типичные для жидкостей свойства, такие как линейная 

по частоте колебательная плотность состояний [56], и/или аномальные стекловидные свойства, например, 

аномалию пика бозона при низких энергиях [57]. 

Исследование влияния дискретных бризеров на динамику нелинейных цепочек для анализа 

мостикового рассеяния фононов малой амплитуды на дискретных бризерах с ангармонизмом жесткого 

типа Наймарком О.Б. (концептуализация, написание рукописи), Baggioli M. (концептуализация, 

обсуждение), Моркиной А.Ю. (численное моделирование), Никитюком А.С. (численное моделирование) 

выполнено при финансовой поддержке Правительства Пермского края в рамках научного проекта  

№ С-26/562. Baggioli Matteo (концептуализация, обсуждения) выражает признательность за поддержку 

Шанхайской городской администрации науки и технологий (Shanghai Municipal Science and Technology), 

грант № 2019SHZDZX01. Часть работы Дмитриева С.В. (постановка задачи, написание рукописи), 

Корзниковой Е.А. и Моркиной А.Ю. (численное моделирование) выполнена за счет гранта Российского 

научного фонда (проект № 21-12-00229). 
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