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Концентрированные суспензии твердых частиц, широко используемые в фармацевтической, косметической и пищевой 
промышленности, демонстрируют сложную реологию. В реометрических одномерных течениях концентрированных суспензий 

может наблюдаться плавное или скачкообразное увеличение напряжений при плавном увеличении интенсивности скорости 

деформации. Это имеет отношение к появлению фазового перехода первого рода. Ранее  предложена феноменологическая 
реологическая модель концентрированной суспензии твердых частиц в ньютоновской дисперсионной жидкости, характеризующаяся 

S -образной кривой течения и описывающая как непрерывное, так и скачкообразное увеличение интенсивности напряжений 

при равномерном увеличении интенсивности скорости деформации. Получены точные аналитические формулы для профилей 

скоростей течений суспензий в ротационных вискозиметрах. Предложенная модель модифицирована для учета неньютоновских 

свойств дисперсионной среды,  при малых интенсивностях напряжений проявляющей псевдопластические свойства, а при больших – 

дилатантные. В данной статье для исследования особенностей течений в двумерных областях на ее основе создана численная модель 
расчета методом конечных элементов полей скоростей и диффузионно-конвективного переноса твердых частиц. В результате 

вычислительных экспериментов выявлены особенности течения высококонцентрированных суспензий в плоских и осесимметричных 

каналах. Показано, что в плоском диффузоре, в отличие от ньютоновской и псевдопластической жидкостей, продольная скорость 
суспензии замедляется у стенок, где напряжения максимальны, а в центральной части канала увеличивается. У затопленной струи 

в ограниченной стенками области обнаружено, что с ростом средней скорости поступающей чистой жидкости более, чем на 0,01 м/с, 

наблюдается образование локального вихря скорости, ограниченного слоем с высокой концентрацией частиц и более вязкой средой. 
Внутри вихря концентрация частиц минимальна. 

Ключевые слова: высококонцентрированные суспензии, реологическая модель, неньютоновская дисперсионная среда, 

диффузионно-конвективный перенос, численное решение, плоские и осесимметричные  течения 
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Concentrated suspensions of solids, widely used in the pharmaceutical, cosmetic and food industries, exhibit complex rheology. 

In the rheometric one-dimensional flows of concentrated suspensions, a smooth or abrupt increase in stresses with a smooth increase 

in the strain rate intensity can be observed. This is related to the appearance of a first-order phase transition. In our previous work, 
a phenomenological rheological model of a concentrated suspension of solid particles in a Newtonian dispersion liquid has been developed. 

This model is characterized by an S -shaped flow curve and describes both continuous and abrupt increases in the stress intensity 

with a uniform increase in the strain rate intensity. In this work, exact analytical formulas are obtained for the flow velocity profiles 

of suspensions measured using rotary viscometers. The model proposed before is modified to take into account the non-Newtonian properties 
of the dispersion medium, which demonstrates pseudoplastic properties at low stress intensities and dilatant properties at high stress intensities. 

Based on the developed numerical model, the features of the flow of highly concentrated suspensions in plane and axisymmetric channels are 

analyzed. It is shown that in a flat diffuser, in contrast to Newtonian and pseudoplastic fluids, the longitudinal velocity of the suspension slows 
down near the walls, where the stresses are maximum, and accelerates in the central part of the channel. Calculations for the submerged jet 

in the area bounded by the walls show that, with an increase in the average velocity of the incoming pure liquid by more than 0.01 m/s, 

there occurs a local velocity vortex bounded by a layer with high particle concentration and more viscous medium; particle concentration inside 
the vortex is minimum. 

Key words: highly concentrated suspensions, rheological model, non-Newtonian dispersion medium, diffusion-convective transfer, 

numerical solution, plane and axisymmetric flows 

 

 

1. Введение 

 

Суспензии концентрированных твердых частиц широко используются в медицине, парфюмерии, 

химической, нефтяной и газовой промышленности при гидравлическом разрыве пласта. Отличительной 

особенностью суспензий твердых частиц является непрерывное или скачкообразное увеличение 

напряжений с ростом скорости сдвига. При высоких концентрациях частиц может происходить 

заклинивание потока.  

Реологии концентрированных суспензий и математическому моделированию их течений посвящено 

большое количество публикаций [1–18]. В последнее время появился ряд работ,  содержащих результаты 

экспериментальных исследований и теоретического моделирования реологических свойств 

высококонцентрированных суспензий, демонстрирующих скачкообразный отклик напряжений на плавное 

увеличение скорости сдвига [19–24]. При известной интенсивности напряжений кривая течения 

однозначна, но немонотонна и имеет S -образный вид. Такая неньютоновская реология возникает 
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из-за фрикционного взаимодействия частиц. Дополнительные эффекты вносят неньютоновские свойства 

чистой дисперсионной фазы [25–27]. 

Простейшая модель, учитывающая линейное возрастание вязкости при увеличении среднего 

напряжения, использована в работе [28], где получены аналитические выражения для распределения 

давления и профиля продольной скорости при напорном течении в плоском, круглом и кольцевом каналах 

с подвижной границей. Однако эта модель не  способна описать скачкообразный  рост напряжения в ответ 

на увеличение скорости сдвига. 

В  предыдущей статье [29] автором предложена феноменологическая модель суспензии с ньютоновской 

дисперсионной фазой, позволяющая получить точные аналитические выражения для основных 

реометрических течений, необходимых для перехода от измеряемых в эксперименте интегральных 

характеристик к кривой течения, а также  для определения материальных констант, входящих в модель. 

В случае если дисперсионная жидкость является неньютоновской, при малых скоростях деформации 

суспензия проявляет псевдопластические свойства, а при больших — дилатантные. Неньютоновская 

реология концентрированных суспензий является результатом конкуренции и баланса между 

гидродинамическими (диссипативными) и термодинамическими (консервативными) силами, которые 

приводят к неравновесной микроструктуре в потоке. Суспензии твердых частиц склонны к образованию 

различных структур при механических воздействиях. На рисунках 1 и 2 приведены примеры структур 

при различных концентрациях и знакопеременных нагрузках из статьи [32]. 

 

  

Рис. 1. Кластеры, образующиеся при низкой 

концентрации частиц (суспензия проявляет 
псевдопластические свойства) 

Рис. 2. Антикластеры,  образующиеся при высокой 

концентрации частиц (суспензия проявляет 
дилатантные свойства) 

 

Также в статье [29] для учета неньютоновских свойств дисперсионной среды предлагается 

модификация модели, заключающаяся в добавлении закона Эллиса [2, 10] для дисперсионной фазы: 
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
 — параметр, ,    — локальная и 

предельная концентрации, 
0S ,

0  — характерные значения напряжения и вязкости, 
0 , a , b , c  — 

параметры модели, m  — подгоночный параметр. 

Типичный вид зависимости эффективной вязкости от интенсивности напряжений представлен 

на рисунке 2. Модель (1) при 1   описывает монотонно убывающую вязкость чистой дисперсионной 

фазы. Как показали пробные численные расчеты плоского течения Пуазейля, в зависимости от величины 

приложенного давления на входе и параметров модели, профили скорости в поперечном сечении и 

скорости сдвига могут иметь разнообразные сложные формы.  

 

  

Рис. 3. Типичный вид кривых течения: эксперимент (а), расчет по модели (1) (б) 

а б 
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Целью данного исследования является дальнейшее развитие методов численного моделирования 

двухмерных задач течения суспензий с неоднородным распределением концентрации твердых частиц. 

 

2. Постановка задачи 

 

В общем случае течения концентрированных суспензий твердых частиц с неньютоновской 

дисперсионной фазой описываются системой дифференциальных уравнений, отражающих законы 

сохранения импульса и массы:  
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и конвективно-диффузионный перенос: 
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где t  — время, V  — вектор скорости,   — оператор дифференцирования, p  — давление (шаровая часть 

тензора напряжений), ef  — эффективная вязкость,   — плотность,   — коэффициент диффузии,  

 — концентрация частиц. 

Система (2)–(4) c реологическим уравнением (1) замыкается соответствующими граничными условиями. 

Так, задаются условия прилипания для скорости 0 V  на неподвижных стенках или условия Коши 

по напряжениям  σ n F  на свободных границах. Для концентрации ставятся условия первого (
   ) или 

третьего рода (  h   n , где  , n  — нормаль к границе, h  — коэффициент передачи). 

 

3. Метод решения 
 

Система дифференциальных уравнений (2)–(4) записывается в форме Галеркина:  
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где U ,  ,   — взвешивающие функции 

Для решения системы (5) методом конечных элементов (МКЭ) использовался оригинальный пакет FEM 

FLOW, снабженный пре- и постпроцессором, разработанный при участии автора [35]. Решение сводилось 

к последовательности линеаризованных задач, в которых нелинейные члены рассчитывались 

по результатам предыдущих итераций. На каждой итерации дискретизация линеаризованных задач 

осуществлялась с помощью треугольных конечных элементов с линейной аппроксимацией компонент 

вектора скорости и концентрации, а давление принималось кусочно-постоянным в пределах 

четырехугольников, состоящих из двух треугольных элементов. Сходимость итерационного процесса 

оценивалась по эффективной вязкости, зависящей от локальных значений концентрации и интенсивности 

напряжений и вычисляемой для каждого элемента до выполнения условия:  
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где 310   — заданное малое число, k  — номер итерации. 

 

4.  Течение в плоском канале суспензии с ньютоновской дисперсионной фазой  

известной постоянной концентрации  

 

Численно решены задачи течения суспензии в плоском диффузоре при заданной постоянной 

концентрации частиц. 
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Система уравнений метода конечных элементов в форме Галеркина для плоского канала имеет вид: 
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где , ,x yv v p  — компоненты вектора скорости и давление, 
xu , yu ,   — взвешивающие функции.  

Во  входном сечении канала задавалась поверхностная нагрузка 
xF , в числовом выражении равная 

давлению на входе. На неподвижных верхней и нижней границах ставились условия прилипания. 

Использовалась модель (1) с материальными константами 0,29  , 0,56  , 
0 1,34   Па·с, 

0 0,63   Па·с, 
0 1S   Па, 40a  , 6b  , 1c  . 

Результаты расчетов полей скоростей ньютоновской, псевдопластической жидкостей и суспензии 

в плоском диффузоре на сетке, состоящей из 50000 треугольных элементов, приведены на рисунке 4. 

 

 

 
Ньютоновская жидкость 1  , 0a  , 

0 1,34   Па·с, 
0 0,63   Па·с  

 

 
Псевдопластик 1  , 40a , 

0 1,34   Па·с, 
0 0,63   Па·с  

 

 

 
Суспензия 0,29  , 40a , 

0 1,34   Па·с, 
0 0,63   Па·с  

Рис. 4. Изолинии продольной скорости (а) и профили продольной скорости по сечениям (б)  

 

б а 
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Отметим, что, в отличие от ньютоновской и псевдопластической жидкости, у суспензии продольная 

скорость  замедляется у стенок, где напряжения максимальны, а в центральной части канала она 

возрастает. 

 

5.  Течение суспензии с неньютоновской дисперсионной фазой в осесимметичном канале 

 

Рассмотрим более сложную задачу, имеющую отношение к теории затопленных струй [34]. 

На рисунке 5 приведена упрощенная схема прибора, применяемого для изучения бактериальной 

микрофлоры [30]. Расчетная область 

представляется как стакан с вставленной в него 

трубкой, не доходящей до дна. В исходном 

состоянии пространство между стаканом и 

трубкой заполнено твердыми частицами. 

Через некоторое время после начала подачи 

в   трубку чистой дисперсионной среды 

под   действием приложенного на входе 

в трубку давления 
0P  или заданной средней скорости 

0V  некоторая доля частиц выносится за пределы 

области. На шероховатых внутренних стенках канала образуется слой, определяемый конкурирующими 

процессами: прилипанием частиц и их смывом потоком. В итоге устанавливается равновесный режим. 

В данной модели принимается, что граничные слои имеют постоянную предельную концентрацию  . 

Система уравнений в форме Галеркина, описывающая ламинарное течение суспензии 

в осесимметричном канале длиной L  и радиусами 
zR  (наружным) и  0R  (внутренним) при решении 

задачи методом конечных элементов имеет вид: 
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где rv , zv , p  — компоненты вектора скорости и давление,   — локальная концентрация частиц, xu , yu , 

 ,   — взвешивающие функции, 0zF P  — распределенная нагрузка, равная давлению на входе, 





  
 


 — параметр, зависящий от локальной концентрации частиц. 

На стенках канала для скорости задавались условия прилипания, для концентрации — граничные 

условия первого рода.  

В расчетах использовалась модель с материальными константами: 0,56  , 0 1,34   Па·с, 

0 0,63   Па·с, 0 1S   Па, 40a  , 6b  , 1c  . Расчеты выполнялись на сетке из 6000 треугольных 

элементов. В зависимости от параметров задачи для сходимости решения требовалось от 70 до 100 итераций. 

Сначала рассмотрим результаты расчета распределения основных переменных процесса в канале 

при известном на входе давлении 0P . Несмотря на немонотонный характер кривой течения, в этом случае 

поле интенсивности напряжений однозначно определяет поле интенсивности скоростей деформации. 

При этом все переменные, представленные на рисунке 6, ведут себя достаточно предсказуемо. 

При известной на входе скорости поступающей в трубку дисперсионной среды с немонотонной кривой 

течение принципиально отличается от выше рассмотренного случая. При S -образном виде кривой течения 

заданное поле скорости деформации может вызывать от одного до трех состояний поля напряжений, 

удовлетворяющих уравнениям равновесия, причем одно из состояний неустойчивое. Какое из двух 

устойчивых состояний реализуется, определяется предысторией, роль которой здесь играет конвективный 

перенос.  

 
Рис. 5. Схема прибора 
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Рис. 6. Распределения основных переменных в канале при известном на входе давлении 

 

На рисунке 7 представлены результаты расчетов распределения относительной концентрации частиц 
   в суспензии с неньютоновской дисперсионной средой при различных скоростях поступающей через 

трубку чистой жидкости. Поскольку в областях встречных потоков имеют место максимальные градиенты 

скорости, то в точках, в которых интенсивность скорости деформации  превышает характерное для данной 

концентрации значение, интенсивность напряжений скачком возрастает на 2–3 порядка. В результате 

возникает слой с повышенной вязкостью и концентрацией частиц, который с увеличением средней 

скорости вдува сначала изгибается вверх, в сторону обратного потока, а затем, при скорости поступающей 

чистой жидкости, превышающей 0,1 м/с, образуется устойчивый антикластер — замкнутый вихрь, 

ограниченный слоем высоковязкой среды с высокой концентрацией частиц. Внутри вихря концентрация 

минимальна. 
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0 0,01V  м/с 

 

0 0,05V  м/с 

 

0 0,10V  м/с 

 

0 0,50V  м/с 

 

 
Рис. 7. Распределение относительной концентрации частиц в канале при заданной средней скорости вдува 

 

6.  Заключение 

 

Разработана численная модель квазистационарных ламинарных двухмерных течений 

концентрированных суспензий с неньютоновской дисперсионной фазой, обладающих дилатантными 

свойствами. На модельных задачах, реализованных методом конечных элементов, показана 

работоспособность предложенной новой реологической модели концентрированных суспензий, 

описывающая увеличение кажущейся вязкости с ростом интенсивности напряжений. Выявлены 

особенности течения высококонцентрированных суспензий в плоских и осесимметричных каналах.  

Показано, что в плоском диффузоре, в отличие от ньютоновской и псевдопластической жидкостей, 

у суспензии продольная скорость уменьшается у стенок, где напряжения максимальны, а в центральной 

части канала увеличивается. 

В модельной задаче вытеснения твердых частиц из цилиндрического стакана под действием заданного 

давления, несмотря на немонотонный характер кривой течения, поле интенсивности напряжений 

однозначно определяет распределения основных переменных потока. 

При задании на входе в трубку средней скорости свойство немонотонности кривой течения суспензии 

приводит к  существованию от одного до трех состояний поля напряжений, удовлетворяющих уравнениям 

равновесия, причем два из них устойчивы. Какое из устойчивых состояний будет иметь место, определяет 

предыстория, роль которой в данном случае играет конвективный перенос. 

   
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В результате расчетов обнаружено, что при росте скорости поступающей чистой жидкости и 

превышении ею значения 0,01 м/с в течении наблюдается образование локального вихря с минимальной 

концентрацией частиц внутри него. Вихрь ограничен слоем с высокой концентрацией частиц и более 

вязкой средой. Это явление требует дальнейшего теоретического исследования и экспериментального 

подтверждения. 

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта  
№ 20-45-596020. 
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