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В связи со стохастической природой свойств материала на разных структурно-масштабных уровнях и термомеханических 
воздействий важным качеством конститутивных моделей (определяющих соотношений) является устойчивость получаемых с их 

помощью историй изменения откликов по отношению к различным возмущениям входных данных (истории воздействий, начальных 

условий) и оператора модели. Анализ устойчивости особенно актуален при обосновании применимости новых конститутивных 
моделей для исследования современных технологических процессов, в частности, ориентированных на создание функциональных 

материалов. Наиболее перспективными для решения таких проблем представляются многоуровневые физически-ориентированные 

модели материалов, поскольку они позволяют явным образом описывать механизмы неупругого деформирования материала, а также 
перестройку его структуры и определяемое ее состоянием изменение эффективных физико-механических свойств. Авторами 

предложен подход к численной оценке устойчивости многоуровневых конститутивных моделей материалов, который приведен 

в статье, опубликованной в предыдущем номере журнала. Подход включает рассмотрение разнообразных возмущений начальных 
условий, истории воздействий, параметрических возмущений оператора, и анализ норм их отклонений, а также интегральной нормы 

отклонения возмущенных решений от базовых (с невозмущенными параметрами). В настоящей работе  применение предлагаемого 

подхода продемонстрировано на примере исследования устойчивости двухуровневой конститутивной модели ГЦК-поликристалла. 
Полученные результаты свидетельствуют о ее устойчивости к реализованным в расчетах возмущениям. 

Ключевые слова: многоуровневая конститутивная модель материала, устойчивость математической модели, чувствительность 
к возмущениям 
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An important property of constitutive models is the stability of the response change histories obtained under various perturbations 

of an input data (history of influences and initial conditions) and a model operator. It is associated with the stochastic nature of material 
properties at different structural-scale levels and thermomechanical influences. Stability analysis is especially significant to justify 

the applicability of new constitutive models for describing modern technological processes, for instance, those focused on the design of novel 

functional materials. Multilevel physically-oriented constitutive models of materials hold the most promise for solving such problems. They are 
able to provide an explicit description of the inelastic deformation mechanisms, the material structure rebuilding and the changes in the physical 

and mechanical properties of the material determined by its state. Use of the approach developed by the authors and described in detail 

in the paper in the previous issue of the journal made it possible to evaluate the stability of multilevel constitutive material models under 
various perturbations of the initial conditions, the history of influences, and parametric operator perturbations. It includes an analysis of the 

norms of their deviations and the integral norm of deviation of perturbed solutions from the base ones obtained in calculations with unperturbed 

parameters.  In this paper, the application of the proposed approach has been illustrated by studying a two-level constitutive model of the FCC 
polycrystal. The obtained results demonstrate the stability of this model to the calculated perturbations. 

Key words: multilevel constitutive model, mathematical model stability, sensitivity to perturbation 

 
 

1. Введение 

 

В последние десятилетия интенсивно развивается многоуровневый подход к построению 

конститутивных моделей (КМ) металлов и сплавов, основанный на введении внутренних переменных (ВП) 

и физических теориях пластичности [1–7]. Возможность явного описания изменения и финального 

состояния структуры материала и, соответственно, его физико-механических макросвойств (в том числе 

анизотропных), а также механизмов деформирования обусловливает востребованность именно таких 

моделей для исследования и совершенствования технологий обработки материалов, а также для решения 

задач по созданию функциональных материалов.  

Свойство памяти неупруго деформируемых твердых тел [8, 9] в многоуровневых моделях учитывается 

за счет ВП. При этом введение ВП, характеризующих текущее состояние структуры и реализацию тех или 

иных механизмов деформирования на различных структурно-масштабных уровнях [5, 10, 11], позволяет 

избежать использования сложных интегральных операторов для отражения свойства памяти материала 

(память «хранится» в значениях внутренних переменных), поэтому КМ этого типа представляют собой 

в общем случае алгоритмические операторные уравнения, включающие системы дифференциальных и/или 

тензорно-алгебраических уравнений [5, 10, 11–16]. При корректном описании эволюции структуры, 

основных механизмов деформирования и взаимодействий между ними модели (и входящие в них 
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подмодели для характеристики изменения отдельных элементов структуры и частных механизмов 

деформирования) обладают значительной универсальностью, позволяющей применять их для широких 

классов материалов и воздействий. Поскольку в деформируемом твердом теле реализуется и 

взаимодействует множество механизмов на различных структурно-масштабных уровнях, для обеспечения 

универсальности КМ, в частности, ее применимости при различных видах нагружения, в том числе 

при сложном нагружении, необходимо введение большого числа ВП и эволюционных уравнений (как 

правило, нелинейных).  

Произвольную математическую модель можно представить как оператор, позволяющий по входным 

данным, к которым в общем случае относятся изменяющиеся со временем воздействия на объект 

исследования и начальные условия, найти выходные данные (решение) [17]. Важным элементом анализа 

сложных моделей является рассмотрение устойчивости получаемых с их использованием решений по 

отношению к возмущениям входных данных и оператора. Актуальность этого для КМ обусловлена тем, 

что стохастический характер имеют как свойства материала (распределенные по конструкции на разных 

структурно-масштабных уровнях), так и воздействия (распределенные по исследуемой области и ее 

границам), продуцируемые стохастическими граничными условиями.  

Следует отметить, что анализ устойчивости часто связывается с выяснением чувствительности отклика 

КМ к параметрам, характеризующим физико-механические свойства материала [18–22], что, в частности, 

целесообразно осуществлять при идентификации модели [23–26]: если при установленных параметрах 

наблюдается существенная чувствительность модели (при малых возмущениях вблизи этих значений), 

то, возможно, следует пересмотреть область их определения (с учетом физических соображений). 

Результаты проведенного авторами анализа чувствительности многоуровневых КМ к возмущениям 

некоторых параметров (в частности, значений принимаемых констант в кинетических уравнениях и 

начальных значений внутренних переменных) обсуждаются в [27]. Отметим, что исследование 

чувствительности можно считать частным случаем анализа устойчивости модели при параметрическом 

возмущении оператора КМ [28].  

В статье [28], посвященной описанию подхода к численной оценке устойчивости многоуровневых 

моделей неупругого деформирования металлов и сплавов, рассмотрена математическая структура 

многоуровневых КМ, представимых в виде системы обыкновенных дифференциальных и алгебраических 

уравнений (возможно, с алгоритмическим определением правой части). Отмечено, что хотя методы 

Ляпунова [29–33] успешно применяются для различных частных задач анализа устойчивости (например, 

в [34–37]), для их использования применительно к многоуровневым КМ имеются представляющиеся 

непреодолимыми трудности, связанные с существенной нелинейностью и большой размерностью систем 

уравнений. Сформулировано обобщенное понятие устойчивости решения, которое, в отличие от 

традиционного, учитывает возмущения истории воздействий (входящих в правую часть системы 

дифференциальных уравнений) и параметрические возмущения оператора; приведена программа 

вычислительных экспериментов для реализации предлагаемого подхода, включающая задание 

разнообразных возмущений начальных условий, воздействий, оператора и вычисление норм отклонения 

получаемых решений от базовых. Под процедурой оценки устойчивости модели понимается анализ 

устойчивости решений при различных значениях параметров (при их нахождении в разных подмножествах 

области определения), задающих оператор и входные данные (начальные условия и воздействия), то есть 

рассмотрение ряда задач оценки локальной устойчивости модели. При этом, в случае выявления 

неустойчивого решения (математически обусловленной неустойчивости), необходимо выяснить, является 

ли математически обусловленная неустойчивость физически обусловленной [28].  

В настоящей статье демонстрируется применение предлагаемого подхода на примере исследования 

двухуровневой КМ для описания деформирования ГЦК-поликристалла. В разделе 2 приводятся 

соотношения конститутивной модели, в разделе 3 пошагово представляется программа численной 

реализации подхода и анализируются полученные  результаты. 

 

2. Двухуровневая конститутивная модель ГЦК-поликристалла 

 

В двухуровневых статистических моделях на базе физических теорий пластичности представительному 

объему поликристаллического материала на макроуровне ставится в соответствие выборка кристаллитов, 

деформирование которых предполагается однородным [5, 38–40]. Отметим, что в настоящее время именно 

статистические модели преимущественно применяются для моделирования технологических процессов 

термомеханической обработки. Причина заключается в том, что самосогласованные [4, 41] и прямые, 

подразумевающие определение неоднородных полей на мезоуровне [2, 3] модели являются значительно 

более ресурсоемкими. 

Система соотношений на макромасштабном уровне имеет следующий вид (здесь и далее величины 

макромасштабного уровня обозначены прописными буквами, аналогичные величины мезоуровня, то есть 

уровня кристаллита, — такими же строчными буквами; для сокращения записи индекс кристаллита 

опущен) [5, 27]: 

 



 А.И. Швейкин, П.В. Трусов, К.А. Романов. Некоторые результаты численной оценки устойчивости двухуровневой … 129 

 

 cor in: ,d dt       K K Ω K K Ω П L Ω Z  1 
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,Ω ω  2 

,П п  3 
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При этом: определяющее соотношение (1)1 сформулировано в терминах текущей конфигурации; K  — 

взвешенный тензор напряжений Кирхгоффа на макроуровне; 
ο

ˆρ ρ K Σ , где   — символ операции 

осреднения по представительному макрообъему, Σ  — тензор напряжений Коши макроуровня; 
ο

ˆρ ρ  —  

отношение плотностей в отсчетной и текущей конфигурациях для кристаллитов, составляющих 

представительный объем макроуровня (в силу использования обобщенной гипотезы Фойгта величины 
ο

ˆρ ρ  

для всех кристаллитов одинаковы); 
cor d dt    K K Ω K K Ω  — не зависящая от выбора системы отсчета 

скорость изменения (коротационная производная) тензора напряжений Кирхгоффа; кинематическое 

воздействие задано транспонированным градиентом скорости перемещений на макроуровне TˆL V . 

На макроуровень из модели мезоуровня передаются тензор спина подвижной системы координат Ω  

(соотношение (1)2) и тензор упругих свойств П  (соотношение (1)3) с помощью операции осреднения 

по представительному макрообъему (среднее по выборке кристаллитов); тензор скорости неупругих 

деформаций in
Z  устанавливается из модели мезоуровня посредством процедуры согласования 

определяющих соотношений  макроуровня и мезоуровня [42] (обеспечения равенства макронапряжений и 

осредненных мезонапряжений: K κ ); a  —  отклонение тензорной характеристики a  в отдельном 

кристаллите от среднего по представительному макрообъему значения;   a a a  (операция осреднения 

обладает свойством  a 0  для любого a ).  

В структуре модели (1) отражаются возможности многоуровневых моделей для рассмотрения параметров 

макроуровня как эффективных величин, интегрально характеризующих процессы деформирования, 

реализующиеся на мезоуровне. В частности, разрешается вопрос определения коротационной производной, 

являющийся важным при построении моделей для описания технологических процессов с характерными 

большими градиентами перемещений (геометрической нелинейностью) [43–49], для чего используется 

информация о подвижных системах координат отдельных кристаллитов, которые связываются 

с симметрийными элементами кристаллитов [5].  При этом изменение симметрии материала на макроуровне 

в результате формирования текстуры не требует корректировки конститутивной модели. В серии работ  

[50–52] обосновывается применяемый подход к формулировке геометрически нелинейных соотношений, 

показано, что для малых упругих деформаций, характерных для металлов и сплавов, модель дает результаты, 

близкие к получаемым в альтернативных моделях мезоуровня, в том числе с наиболее популярной формой 

определяющих соотношений в терминах разгруженной конфигурации (см. [2, 4, 53] и другие). При этом КМ 

в скоростной форме в актуальной конфигурации является более адаптированной к численным методам 

решения краевых задач при исследовании процессов термомеханической обработки –– в силу необходимости 

переопределения конфигурации расчетной области, включая поверхности контакта с инструментом. Другое 

преимущество этой формулировки –– это возможность аддитивного разложения скорости неупругой 

деформации на вклады от различных механизмов, что существенно облегчает создание соответствующих 

КМ. Примеры предложенных авторами настоящей работы КМ с учетом, например, зернограничного 

скольжения содержатся в [5, 54, 55].   

Для каждого кристаллита применяется система уравнений мезоуровня (для упрощения записи индекс 

кристаллита опущен) вида [5]:  
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В формулировке (2) принято: 
ο

ˆρ ρ
 

  
 

κ σ  — взвешенный тензор напряжений Кирхгоффа мезоуровня, 

где σ  — тензор напряжений Коши мезоуровня; ω  — спин подвижной системы координат, связанной 

с решеткой [50]; п  — тензор упругих свойств (его компоненты постоянны в базисе подвижной системы 

координат); T̂l = v  — транспонированный градиент скорости перемещений (согласно обобщенной 

гипотезе Фойгта T Tˆ ˆ  l = v V L , где T̂V  берется с макромасштабного уровня); ( )γ k , ( ) ( ), k k
b n  — 

скорости сдвига, единичные векторы направления скольжения и нормали к плоскости скольжения 

(в актуальной конфигурации) краевых дислокаций k -й системы скольжения; K  — число 

кристаллографических систем скольжения (используется удвоенное число систем скольжения, для ГЦК 
24K  ). Здесь и далее точкой над символом обозначена производная по времени соответствующей 

величины. Тензор скорости неупругих деформаций на мезоуровне определен как in ( ) ( ) ( )

=1

γ
K

k k k

k

z b n .  

Значения ( )γ k  на системах скольжения устанавливаются из вязкопластического соотношения (2)2, где 

( )τ k , ( )

cτ k  — соответственно сдвиговое и критическое сдвиговое напряжения на k -й системе скольжения; 

0γ  — скорость сдвига по системе скольжения при достижении касательным напряжением критического 

напряжения сдвига; m  — показатель скоростной чувствительности материала; ( )Н    — функция 

Хевисайда. 

Формулировке закона упрочнения — эволюционных соотношений (2)4 для критических сдвиговых 

напряжений ( )τ k

c  — посвящено множество работ по развитию физических теорий пластичности (популярны 

подходы, предложенные в [56–59]; развернутый обзор работ последних десятилетий содержится в [5]). 

Объясняется это  тем, что именно ( )τ k

c  являются теми ВП (внутренними переменными), которые 

характеризуют сопротивление решетки и дефектной структуры движению дислокаций. Следовательно, их 

изменение должно быть связано с изменением дефектной структуры. Поскольку  в данной статье 

предлагается сконцентрировать внимание на процедуре оценки устойчивости модели, то при проведении 

расчетов применяется достаточно простой и хорошо известный закон упрочнения вида [53, 60]: 

 

  
K

( ) ( ) ( )

c

1

τ γk kl l

l

h


  σ  ,       ( ) ( ) ( )

lat lat1 δkl kl lh q q h    
 

,         
a

( )

0 c sath 1 τ / τ
llh    , (3) 

 

где параметр латентного упрочнения l atq  принимает значение 1,0 для компланарных и 1,4 

для некомпланарных систем скольжения (с номерами k  и l ), ( )δ kl  — дельта Кронекера, 
satτ  — так 

называемое напряжение насыщения [53, 60], параметры 
0h , а  находятся по экспериментальным данным.  

Подвижная система координат связывается с кристаллографическими осями [50]. В этом случае 

для наблюдателя в фиксированной лабораторной системе координат тензоры, входящие в формулировку 

КМ, будут индифферентными, что позволяет выполнить принцип независимости определяющего 

соотношения от выбора системы отсчета [8]. При проведении расчетов для нахождения спина (25) 

применяется соотношение [50]: 

 

      e e e

2 1 1 2 3 1 1 3 2 1 2 1= – – –i i        ω k k k l k k k k l k k k k l k k k  

      e e e

3 2 2 3 3 1 3 1 3 2 3– ,          k l k k k k l k k k k l k k k  (4) 

 

где ik  — ортонормированный базис подвижной системы координат, ориентация которой относительно 

фиксированной лабораторной системы задается собственно ортогональным тензором o , 
K

e ( ) ( ) ( )

=1

– γ k k k

k

 l l b n — упругая составляющая градиента скорости перемещений. При выводе (4) учтено 

свойство инвариантности решетки (а следовательно, подвижной системы координат) при пластическом 

деформировании за счет движения краевых дислокаций по системам скольжения [50]. Как направление 

развития моделей данного класса, можно отметить усовершенствование описания ротации решетки 

кристаллитов путем включения в уравнения силовых (моментных) факторов, возникающих 

от взаимодействия дефектов соседних зерен (субзерен) [42]. 

В численных расчетах рассматривался представительный объем поликристалла с гранецентрированной 

кубической решеткой (далее ГЦК-поликристалла) в рамках статистической модели, включающий выборку 

из 343 кристаллитов, начальные ориентации которых распределялись случайно по равномерному закону. 

Номинальные свойства соответствовали меди. Принимались следующие независимые компоненты тензора 
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упругих свойств мезоуровня, которые были постоянными для наблюдателя в жесткой подвижной системе 

координат, связанной с решеткой: 
1111п 168,4  ГПа, 

1122п 121,4  ГПа, 
1212п 75,4  ГПа [61]; 

в вязкопластическом соотношении использовались параметры: 
0γ 0,001  с

–1
, 1 m 0,012 ; параметры 

закона упрочнения составляли: 
0h 180  МПа, a 2,25 , 

satτ 148  МПа; критические напряжения 

для всех систем скольжения имели начальные значения: ( )

c c0τ (0) τ 16k    МПа ( 1, ...,k K ) [53, 60].  

Приведенная КМ представляется как система алгебраических и обыкновенных дифференциальных 

уравнений. Для численного интегрирования последних применен явный метод Эйлера, что обусловлено 

существенной нелинейностью системы уравнений, в частности наличием в вязкопластическом законе (2)2 

функции Хэвисайда (что приводит к необходимости дискретизации с малым шагом для отслеживания 

активности систем скольжения в кристаллитах; в расчетах  шаг по времени составлял 0,002 с). 

На рисунке 1 показаны зависимости компонент 
33( Σ )  и  

23( Σ )  в ортонормированной лабораторной 

системе координат (ЛСК) с базисом 
ip  (где 1,3i  ) тензора истинных напряжений Коши на макроуровне 

в зависимости от компоненты 
33 )H  логарифмической меры деформации при одноосном сжатии и 

от величины сдвига при простом сдвиге соответственно. Заметим, что, хотя используемые в расчетах 

параметры были определены при идентификации на основе рассмотрения сжатия [60], результаты 

изменения сдвиговых напряжений при простом сдвиге, примененные для верификации, находятся 

в хорошем соответствии с экспериментальными данными. 

 

  

Рис. 1. Зависимости  
33( Σ )  от 

33H  при одноосном сжатии (a) и 
23( Σ )  от величины сдвига при простом сдвиге (б); точками 

показаны экспериментальные данные из [60], сплошной линией – результаты расчетов по авторской модели 
 

В статье [27] приведены некоторые результаты применения данной КМ для описания простых и 

сложных нагружений, а также результаты исследования ее чувствительности к возмущению некоторых 

характеристик: параметров вязкопластического соотношения 0γ , m ; параметров закона упрочнения 

0h , a , 
satτ ; начальных значений критических напряжений для всех систем скольжения c 0τ . Полученные 

данные вычислений свидетельствуют об устойчивости КМ по отношению к изменению этих параметров. 

Осуществлено ранжирование последних по степени чувствительности к ним, в частности выявлено, что 

наибольшее влияние на выходные данные оказывает отклонение параметра s atτ .  

Отметим, что в рамках применяемого к анализу устойчивости подхода, предложенного в [28], 

исследование влияния возмущений начальных значений критических напряжений c 0τ  относится к случаю 

возмущений начальных условий по ВП, а возмущений остальных параметров — к рассмотрению 

параметрических возмущений оператора. Приведем далее пошаговое описание  реализации вычислений 

в соответствии с данным подходом на примере приведенной КМ с попутным обсуждением результатов при 

возмущениях более широкого набора параметров. 

 

3. Результаты применения методики для исследования устойчивости по отношению  

к возмущениям воздействий и параметрическим возмущениям оператора 

 

В рамках введенной в [28]  системы обозначений определим: 

– вектор воздействий       L , =1,3 ,  0,ij t i j t T  X  через  Lij t  — компоненты транспонированного 

градиента скорости перемещений в ЛСК;  

– выходные данные       Σ  , =1,3 ,  0,ij t i j t T  Y  через  Σ ij t  — компоненты тензора напряжений 

Коши макроуровня в ЛСК;  

а б 
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– вектор внутренних переменных Z как состоящий из введенных выше (для каждого зерна выборки) компонент 

мезонапряжений, компонент тензора ориентации кристаллографической системы координат, сдвигов по 

системам скольжения, критических напряжений их активации (результаты для возмущений начальных 

значений ВП здесь не приводятся в силу ограниченности объема статьи, они частично описаны в [27]).  

Изложим последовательность численной реализации подхода к исследованию устойчивости КМ 

для конкретных нагружений [28]. 

ШАГ 1. Определение базовых решений 

Базовые решения  — это решения без каких-либо возмущений параметров. С ними сопоставлялись 

решения, полученные в различных реализациях при случайном возмущении некоторых параметров (согласно 

заданной программе численных экспериментов, см. ШАГ 3), остальные параметры при этом не возмущались. 
В качестве базовых рассмотрены решения при изотермических жестких нагружениях 

представительного объема:  

1) Кинематическое нагружение с транспонированным градиентом скорости перемещений 

    1 1 2 2 3 32t     L p p p p p p  . Определенные с помощью КМ базовые решения в сопоставлении 

с некоторыми возмущенными приведены на рисунке 4. Отметим, что в [60] это нагружение предложено 

для статистической КМ как аппроксимация одноосного сжатия (для краткости  назовем его 

«квазиосадкой»).  

2) Простой сдвиг   2 3t  L p p . 

В обоих случаях жесткого нагружения принято    с–1
, процесс деформирования осуществлялся 

на отрезке времени  0 t T  , где  T  с. 

ШАГ 2. Задание  возмущений воздействий и оператора 

В статье [27] представлены результаты исследования чувствительности отклика к изменению числовых 

значений некоторых характеристик оператора (параметров вязкопластического соотношения и  параметров 

закона упрочнения) и начальных условий (начальных значений критических напряжений сдвигов 

по системам скольжения). Полученные данные свидетельствуют об устойчивости к соответствующим 

возмущениям. Далее целесообразным являлся анализ устойчивости по отношению к возмущению 

воздействий, а также другому виду параметрического возмущения оператора.  

Шаг 2.1. Возмущение воздействий  

Возможность возникновения кинематических возмущений для представительного объема обусловлена 

тем, что при изготовлении изделий (или проведении экспериментов) не всегда точно известны воздействия 

(осуществляемые через граничные условия для конструкции). Рассматривались следующие возмущенные 

воздействия: 

– для квазиосадки 
 

  
 

      1 1 1 2 2 3 3 2 3*
2

t
t t t

 
         
 

L p p p p p p p p ; (5) 

 

– для сдвига 

  
 

    2 1 1 2 2 3 3 2 3* )
2

t
t t t

  
          
 

L p p p p p p p p


 . (6) 

 

Равенству  t    соответствовало совпадение возмущенного воздействия с базовым. Задание функции 

 t , устанавливающей текущую «возмущенную» скорость деформации, осуществлялось так, чтобы 

обеспечить «пилообразные» (со случайными продолжительностью и высотой всплеска) изменения 

компонент  * tL  относительно компонент  tL . Продолжительность всплесков, производимых 

поочередно «вверх» и «вниз» (с  t    и  t    соответственно), определялась случайным образом 

с использованием равномерного закона распределения на отрезке от 0 до 10 с и округлялось до значения, 

соответствующего целому числу шагов интегрирования КМ по времени. Пиковое значение max  

на всплеске находилось как  _ max1 L   для нечетных всплесков и  _ max1 L   для четных всплесков, 

где   — случайная величина из равномерного закона распределения на отрезке [0,1], _ maxL  — 

задаваемый для текущего вычислительного эксперимента диапазон относительного измененения 

параметра. В момент начала всплеска startt  возмущение отсутствовало:  startt   . При нахождении 

на всплеске текущая величина   бралась такой, чтобы обеспечивалось ее линейное изменение 

с достижением max  на середине всплеска и линейный возврат к   в конце всплеска.  
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Рис. 2. Изменение нетривиальных компонент  * tL  в случайно выбранных реализациях вычислительных экспериментов с 

возмущением воздействий для квазиосадки (а) и простого сдвига (б); 
_ maxL   

 

Для примера на рисунке 2 приведены изменения компонент тензора  * tL  в ЛСК, полученные 

в соответствии с (5) и (6) для некоторых реализаций вычислительных экспериментов при _ maxL    

Шаг 2.2. Возмущение оператора  

Для параметрического возмущения оператора задавались отклонения критических напряжений сдвигов 

по системам скольжения в различные моменты времени после начального. Актуальность данного 

исследования обусловлена тем, что некоторые физические процессы имеют стохастический характер, 

например, акты взаимодействия дефектных структур на микромасштабных уровнях, учет которых в КМ 

осуществляется эффективным образом в критических напряжениях сдвигов для отдельных кристаллитов 

на мезоуровне (обзор подходов к формулировке соотношений для упрочнения приведен в [5]). 

При практическом применении введенного в [28] определения устойчивости возникает проблема 

вычисления нормы отклонения оператора, поскольку ее аналитическое нахождение, в силу существенной 

нелинейности и большой размерности КМ, невозможно и не известны способы ее численного расчета 

(при существовании такого способа его реализация была бы затруднительна по причине огромной 

ресурсоемкости). В численной процедуре оценки устойчивости использовалась норма для возмущаемых 

параметров оператора  
2

0, St T
Q


Λ . При возмущении только критических напряжений имеем S NK , где 

N  — число зерен, K  — число кристаллографических систем скольжения (как отмечено выше, принято 

343N  , 24K  ), и норма имеет вид [28]: 

 

 
   

2

1 2

2

0,

0

( )
S

T

ct T
Q

t dt


 
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Λ , (7) 

 

где  
2

( )c t  — квадрат критического напряжения сдвига, осредненный по всем K  системам скольжения 

во всех N  кристаллитах из выборки для соответствующего представительного объема. Норма отклонения 

параметров оператора определялась как  

 

 
        

2

1 2
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0, 0,

0
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S

T

c ct T t T
Q
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 

 
      

 
Λ Λ , (8) 

 

где     
2

*c ct t    — квадрат отклонения критических напряжений в текущей реализации 

от полученных в базовом решении, осредненный по всем системам скольжения во всех кристаллитах. 

Переход к оценке (8) для характеристики отклонения оператора подразумевает достаточную гладкость 

нелинейного оператора КМ в окрестности рассматриваемых решений. 

Возмущение критических напряжений реализовывалось таким образом, чтобы обеспечивалось 

«пилообразное» изменение критических напряжений для текущей реализации  *c t  относительно 

 c t , то есть изменение со случайными продолжительностью и высотой всплеска. Продолжительность 

всплесков, осуществляемых поочередно «вверх» и «вниз», определялась случайным образом на основе 

равномерного закона распределения отрезке от 0 до 10 с. Пиковое отклонение средних критических 

напряжений в возмущенном и невозмущенных расчетах, которого требовалось достичь на всплеске, 
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задавалось как   _ maxc startt     , где  c startt   — средние критические напряжения в базовом расчете 

на момент начала всплеска 
startt ,   —  случайная величина из равномерного закона распределения на отрезке 

[0,1], _ max  — взятый для вычислительного эксперимента диапазон относительного измененения величин. 

В момент 
startt  возмущение отсутствовало. При реализации нечетных всплесков на всех шагах 

интегрирования КМ критические напряжения по всем системам скольжения всех кристаллитов 

дополнительно (после процедуры интегрирования КМ на временном шаге) увеличивались с одинаковым 

множителем таким образом, чтобы отклонение средних критических напряжений при «возмущенном» 

расчете от значений в базовом расчете линейно нарастало и доходило до пика на середине всплеска. После 

пика осуществлялось равномерное сжатие поверхности текучести до выравнивания средних критических 

напряжений в возмущенном решении со значениями, получаемыми в базовом расчете. Для четных всплесков 

аналогичным образом задавалось сжатие и последующее растяжение поверхности текучести.  

Вообще говоря, в моделях пластичности 

напряжения и параметры поверхности текучести 

нельзя считать независимыми. Например, 

при уменьшении размеров многогранника текучести 

при нахождении на  его поверхности изображающей 

точки в  пространстве напряжений необходимо 

соответствующим образом уменьшить и напряжения 

(часто используемый в численных процедурах 

решения задач пластичности прием «посадки 

на кривую»); увеличение размеров многогранника 

текучести в  изотермических условиях происходит 

при увеличении напряжений. В связи с этим 

при  возмущении критических напряжений 

(расширении или сжатии поверхности текучести 

для  кристаллита) соответствующим образом 

изменялись и мезонапряжения, что обеспечивало 

сохранение состояния материала (упругого или 

неупругого).  

Для иллюстрации на рисунке 3 приведены расчетные кривые, показывающие изменение в процессе 

деформирования критических напряжений для средних критических напряжений, полученных в базовом 

расчете и в расчете с возмущениями. Отметим, что характер отклонения средних критических напряжений 

(Рис. 3) сложнее, чем у параметров воздействия (Рис. 2). Объясняется это тем, что критические напряжения 

являются ВП задачи, и силу этого величина отклонения от базового решения определяется не только 

предписанным законом возмущения, но и зависит от установленных на момент возмущения, согласно 

соотношениям самой КМ, значений возмущаемых ВП. 

ШАГ 3. Программа численных экспериментов 

При реализации модели для базовых нагружений (ШАГ 1) осуществлялись описанные выше 

возмущения воздействий и оператора (ШАГ 2) с различными диапазонами относительного возмущения 

параметров _ maxL , _ max  согласно программе расчетов, приведенной в таблице 1.  

Таблица 1. Программа вычислительных экспериментов 

№ Тип экспериментов № Тип  экспериментов 

1 Квазиосадка с возмущением  tL  4 Сдвиг с возмущением  tL  

2 Квазиосадка с возмущением  c t  5 Сдвиг с возмущением  c t  

3 Квазиосадка с возмущением и  tL , и  c t  6 Сдвиг с возмущением и  tL , и  c t  

 

ШАГ 4. Реализация вычислительных экспериментов  

Для каждого типа вычислительных экспериментов из программы (Табл. 1) осуществлено по 3 серии 

из 50 расчетов со случайной реализацией возмущений в каждом, каждая серия соответствовала 

определенным значениями диапазонов относительного возмущения параметров _ maxL , _ max . Данные 

расчетов с возмущениями обозначены далее символом «*». На рисунках 4, 5 приведены примеры, 

демонстрирующие некоторые результаты отдельных вычислительных экспериментов (данные 

статистической обработки совокупности результатов для всех реализаций содержатся ниже, см. Табл. 2). 

На рисунке 4 приведены кривые изменения во времени наибольших по модулю компонент тензора 

макронапряжений, построенные по данным  базовых расчетов и расчетов с возмущениями (реализация, 

для которой показаны результаты, здесь и далее выбрана случайно).  

 
 

Рис. 3. Изменение средних критических напряжений в 

базовом расчете и в расчете с возмущениями (случайно 
выбранная реализация) при простом сдвиге; 

_ max   
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Рис. 4. Изменение со временем компонент тензора макронапряжений в вычислительных экспериментах 2-го типа с  
_ max 0L  , 

_ max 0,05   (с возмущениями критических напряжений при квазиосадке) (а) и 4-го типа с 
_ max 0,05L  , 

_ max 0   

(с возмущениями кинематических воздействий при сдвиге)  (б)   
 

На рисунке 4 видно, что возмущенное решение близко к базовому при рассматриваемых возмущениях. 

Дополнительно отметим, что полученные в базовых решениях и решениях с возмущениями полюсные 

фигуры визуально практически не отличаются. При возмущении критических напряжений в соответствии 

с принятым законом их варьирования значимыми являются изменения всех компонент тензора 

макронапряжений (Рис. 4а). Интересно, что в расчетах с возмущением кинематических воздействий 

(траекторий деформаций) наблюдается близость значений доминирующей компоненты тензора 

напряжений к значениям базового расчета (на рисунке 4б отклонения визуально практически совпадают). 

Можно объяснить это как следствие описания эволюции мезонапряжений в КМ: при принятом показателе 

степени m 83,3  в вязкопластическом законе при активном нагружении (девиатор) мезонапряжения 

находятся вблизи поверхности многогранника текучести, определяемого критерием Шмида [5, 62]. 

Траектория деформации при рассматриваемых возмущениях остается близкой к базовой, поэтому 

изображаюшие точки в пространстве напряжений (ИТН) для кристаллитов стремятся двигаться 

в направлении, соответствующем увеличению доминирующей компоненты напряжений. На начальном 

этапе ИТН располагаются вблизи граней поверхности текучести кристаллитов (представляющей собой 

выпуклый многогранник [5]), которым соответствует максимум этой компоненты девиатора напряжений. 

В процессе последующего нагружения поверхность текучести трансформируется — расширяется 

в направлении увеличения доминирующей компоненты девиатора напряжений совместно с перемещением 

ИТН. Поскольку величины максимальной накопленной деформации для доминирующей компоненты, 

соответствующие базовому и возмущенному вариантам, близки, то изменения поверхностей текучести 

в данном направлении для базового и возмущенного режимов будут отличаться незначительно, 

что выразится в близости получаемых значений доминирующей компоненты. В то же время грань 

поверхности текучести с максимальным значением доминирующей компоненты девиатора напряжений 

может быть практически перпендикулярной к направлению возрастания напряжений, и возмущения 

кинематических воздействий проявятся в движении ИТН по этой грани поверхности текучести. 

На рисунке 5 приведены типичные зависимости 

компонент тензора мезонапряжений от времени 

для отдельного кристаллита, построенные по 

данным тех же расчетов, что и кривые, 

представленные на рисунке 4б. Отметим, что 

по недоминирующим компонентам напряжений 

отклонения на макроуровне меньше вследствие 

осреднения мезонапряжений по достаточно 

большому числу (343) кристаллитов. 

В расчетах находились значения  

норм [28]:  

– отклонений истории воздействий 
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Рис. 5. Изменение со временем компонент тензора 

мезонапряжений  кристаллита при реализации № 1 

в вычислительном эксперименте 4-го типа с _ max 0,05L   

(с возмущениями кинематических воздействий при сдвиге)  
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на  0,t T   вектор-функций размерности m  [63], в проведенных расчетах 9m  (число компонент L ); 

– отклонений параметров оператора согласно (8); 

– отклонений решений 
2

[0, ] [0, ] C
*

n

L

t T t T Y Y , норма также задана с использованием интеграла Римана 

    
2

1 2

2

0,
C

0

n

L

T n

it T
i

Y t dt




 
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 
Y , но в пространстве 2L

Cn
 непрерывных на  0,t T  вектор-функций 

размерности n ; в расчетах 9n   (число компонент тензора макронапряжений Σ ). Отметим, что в общем 

случае анализа различных типов воздействий, параметров оператора, ВП и отклика соответствующие 

векторы ( , , ,X Λ Z Y ) требуется вводить с обезразмериванием компонент на характерные величины; 

для рассмотренного случая, в силу однотипности компонент этих векторов, такая необходимость 

отсутствует. 

По сформулированному в [28] понятию, базовое решение будет устойчивым, если для любого 0   

найдутся такие (определенные в соответствующих нормированных пространствах) окрестности начальных 

условий, воздействий и параметров оператора, что при нахождении соотвествующих возмущенных 

характеристик в них решения, установливаемые по модели, будут располагаться в  -окрестности базового 

решения.  

Для оценки устойчивости модели, согласно [28], необходимо проверить устойчивость решений 

при различных значениях параметров (взятых из разных подмножеств области определения), задающих 

оператор и входные данные (начальные условия и воздействия). В настоящей статье не приводятся 

результаты исследования возмущений начальных условий; ранее получены данные (см. [27]), 

свидетельствующие об устойчивости КМ к их возмущению.  

ШАГ 5. Анализ выполнения требований, содержащихся в определении устойчивости, для каждого 

базового решения по совокупности расчетных данных 

В таблице 2 приведены относительные оценки норм 
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Y
, найденные в разных реализациях вычислительных экспериментов. 

Для краткости будем называть их относительными нормами. В проведенных численных экспериментах 

типов № 3 и № 6 принималось: _ max _ maxL    , поэтому далее для обозначения диапазона относительного 

возмущения параметров используется одинаковое обозначение —  . Для каждого   ( 0,01; 0,03; 0,05   ) 

на всех графиках отложено по 50 точек (всего на каждом графике 150 точек). При этом отдельная точка 

соответствует реализации одного вычислительного эксперимента: для него определены 
 

*

0,t T
X , 

 
*

0,t T
Λ , 

 
*

0,t T
Y  (и в рамках КМ известна эволюция ВП для 343 зерен; некоторые частные результаты представлены 

на рисунках 4, 5), по которым вычислены указанные нормы. 

Отметим, что при наличии возмущений воздействий норма отклонения параметров оператора (8), 

строго говоря, не является оценкой нормы отклонения оператора [28], поскольку в этом случае 

невозмущенные и возмущенные критические напряжения исследуются при разных входных данных 

(при различных историях воздействий). Между тем, рассмотрение совместных возмущений при анализе 

устойчивости представляется необходимым. При этом норма (8) может трактоваться буквально как 

интегральная оценка отклонений историй изменения ВП, получаемых по КМ. Если меньшим 
Λ

 будут 

отвечать в среднем меньшие 
Y

, то это может расцениваться как косвенное свидетельство устойчивости 

решения к исследуемым возмущениям оператора. 

Результаты, приведенные в таблице 2, можно представить в виде зависимостей относительного 

отклонения отклика от относительного отклонения истории воздействий и относительного отклонения 

оператора. Для примера на рисунке 6 приведены соответствующие данные, полученные в серии 

экспериментов № 6.  

Результаты вычислений позволяют заключить, что КМ обладает заметной чувствительностью и 

к возмущениям кинематических воздействий, и к возмущениям критических напряжений, что, в частности, 

обусловливает необходимость внимательного рассмотрения вопросов описания геометрической 

нелинейности и формулировки законов упрочнения (эволюционных уравнений для критичесих 

напряжений). Можно заметить, что совместное возмущение параметров приводит (по средней оценке) 

к большему отклонению отклика.  
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Таблица 2. Численные оценки  относительных норм при разных параметрах относительного возмущения    

( ,M  S   – математическое ожидание и среднеквадратичное отклонение относительных норм) 

X
 Λ

 Y
 

Эксперименты 1-го типа: квазиосадка с возмущением  tL  

 

М 5,27∙10-3 1,59∙10-2 2,63∙10-2 

S 1,17∙10-4 4,08∙10-4 5,48∙10-4 
 

Не рассматривалось   

 

М 8,36∙10-3 1,09∙10-2 1,15∙10-2 

S 2,53∙10-3 3,22∙10-3 3,8∙10-3 
 

Эксперименты 2-го типа: квазиосадка с возмущением  c t  

0 

 

М 3,43∙10-3 1,05∙10-2 1,72∙10-2 

S 1,57∙10-4 5,66∙10-4 6,14∙10-4 
 

 

М 3,44∙10-3 1,29∙10-2 1,86∙10-2 

S 1,53∙10-4 1,72∙10-3 8,48∙10-4 
 

Эксперименты 3-го типа: квазиосадка с возмущением и  tL , и  c t  

 

М 5,28∙10-3 1,58∙10-2 2,62∙10-2 

S 1,42∙10-4 3,67∙10-4 4,78∙10-4 
 

 

М 4,01∙10-3 1,10∙10-2 1,77∙10-2 

S 4,02∙10-4 5,22∙10-4 8,04∙10-4 
 

 

М 9,04∙10-3 1,12∙10-2 2,07∙10-2 

S 3,6∙10-3 2,73∙10-3 1,95∙10-3 
 

Эксперименты 4-го типа: сдвиг с возмущением  tL  

 

М 6,43∙10-3 1,93∙10-2 3,22∙10-2 

S 1,6∙10-4 4,47∙10-4 6,13∙10-4 
 

Не рассматривалось   

 

М 6,56∙10-3 1,61∙10-2 2,27∙10-2 

S 1,9∙10-3 4,96∙10-3 5,43∙10-3 
 

Эксперименты 5-го типа: сдвиг с возмущением  c t  

0 

 

М 3,19∙10-3 9,6∙10-3 1,56∙10-2 

S 1,58∙10-4 4,7∙10-4 8,18∙10-4 
 

 

М 3,19∙10-3 9,96∙10-3 1,57∙10-2 

S 1,55∙10-4 4,61∙10-4 7,88∙10-4 
 

Эксперименты 6-го типа: сдвиг с возмущением и  tL , и  c t  

 

М 6,39∙10-3 1,93∙10-2 3,23∙10-2 

S 1,68∙10-4 4,4∙10-4 6,05∙10-4 
 

 

М 3,29∙10-3 9,54∙10-3 1,62∙10-2 

S 1,89∙10-4 4∙10-4 8,98∙10-4 
 

 

М 6,3∙10-3 1,82∙10-2 2,94∙10-2 

S 1,39∙10-3 3,89∙10-3 4,87∙10-3 
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Рис. 6. Изменение Y
 в зависимости от X

 (а) и Λ
 (б), определенное в серии экспериментов № 6; прямыми линиями 

ограничены диапазоны полученных результатов; при уменьшении норм отклонений воздействий и параметров оператора 

убывает и норма отклонения отклика от полученного в базовом расчете  
 

Из полученных результатов следует основной, с точки зрения анализа устойчивости базовых решений, 

вывод: при малых возмущениях наблюдаются малые отклонения решений, что согласно критерию [28] 

свидетельствует об устойчивости модели. При уменьшении диапазона возмущения параметров (в среднем) 

уменьшаются значения всех относительных норм — воздействий, оператора и отклика, или, говоря иначе, 

при уменьшении нормы отклонений воздействий и уменьшении нормы возмущения оператора 

уменьшается и норма отклонений отклика, что свидетельствует об устойчивости КМ по отношению 

к рассмотренным возмущениям.  

Отметим, что для отдельных кристаллитов мезонапряжения (ВП в КМ, согласно принятой структуре) 

отклонения могут превосходить средние по представительному объему значения и нарастать со  временем 

в процессе нагружения (см. Рис. 5). Это связано с порожденным возмущением иным перемещением ИТН 

по поверхности текучести; поверхность при этом еще и иначе трансформируется в результате 

анизотропного упрочнения. Однако при этом наблюдаются отклонения макронапряжений, значительно 

меньшие из-за осреднения по большому числу кристаллитов (Рис. 4б).  

Нельзя не обратить внимания на эффекты, обусловленные структурой КМ и видом приложенных 

кинематических воздействий. Имеющееся в таблице 2 отличие относительной нормы отклонения средних 

критических напряжений в экспериментах 2-го и 3-го типов связано с их обозначенным выше изменением 

за счет возмущений воздействий: ИТН передвигаются по поверхности текучести, для реализации 

квазиосадки необходимо перемещение ИТН между вершинами высокого порядка поверхности текучести 

(с выполнением критерия Шмида на 6 или 8 системах скольжения [64, 65]); при этом, после перехода ИТН 

в соседнюю вершину, для возврата ее в исходную точку требуются значительные возмущения, в силу чего, 

при заданном уровне возмущений, возврат осуществляется редко. Этим же эффектом объясняется 

уменьшение дисперсии отклонения отклика и разделение при некоторых значениях   распределения точек 

на кластеры в экспериментах 2-го и 3-го типов. При сдвиге же стремление ИТН в вершины высокого 

порядка не является обязательным (в частности, при определенной ориентации кристаллита сдвиг может 

быть реализован движением дислокаций только в одной активной системе скольжения, например, когда 

ИТН находится на грани поверхности текучести); в этой ситуации при относительно малых возмущениях 

ИТН может легко перейти на ребра и/или в вершины поверхности текучести и осуществить возврат 

к предыдущим положениям. Поэтому в таблице 2 наблюдается отсутствие значимых отличий отклонения 

средних критических напряжений в экспериментах 5-го и 6-го типов.   

ШАГ 6. Анализ неустойчивых решений (если они выявлены) 

В проведенных сериях расчетов неустойчивость решений не выявлена. В значительной степени это 

объясняется равномерностью распределения ориентаций кристаллитов (начальные пластические свойства 

на макроуровне близки к изотропным), на условной поверхности текучести макроуровня отсутствуют 

выраженные ребра. В то же время из результатов, приведенных на рисунках таблицы 2, можно отметить 

наличие некоторых точек с существенно большими значениями относительных норм отклонений отклика 

по сравнению со средними, характерными для того же эксперимента. Это обусловлено тем, что при данной 

реализации возмущенных воздействий и оператора модели для большего числа кристаллитов наблюдалось 

существенное изменение отклика, связанное с изменением движения ИТН по поверхности текучести.  

 

4. Заключение 

 

В связи с тем, что свойства материала (в том числе на низших масштабных уровнях) и воздействия, 

продуцируемые граничными условиями, имеют стохастический характер, актуален анализ устойчивости 

решений (истории изменения откликов) по отношению к возмущениям входных данных и оператора, 

получаемых с использованием конститутивных моделей материалов.  

Приведена иллюстрация применения предложенного в [28] подхода к исследованию устойчивости 

конститутивных моделей, включающего рассмотрение разнообразных возмущений начальных условий, 

истории воздействий, оператора и определение норм отклонения соответствующих решений от базовых.  

а б 
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Представленные для двухуровневой модели поликристаллического ГЦК-металла результаты 

подтверждают ее устойчивость, что свидетельствует о ее применимости для описания технологических 

процессов термомеханической обработки. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (грант № 17-19-01292). 
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