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Для исследования и совершенствования методов обработки металлов и изделий давлением целесообразно применять 
многоуровневые конститутивные модели материалов, позволяющие явным образом описывать механизмы неупругого 

деформирования, а также перестройку структуры материала и изменение эффективных физико-механических свойств, которые 

определяются состоянием последней. Стохастический характер имеют как начальные физико-механические характеристики 
материала (в том числе на нижних структурно-масштабных уровнях), так и физические процессы, реализующиеся 

при деформировании (например, акты взаимодействия дефектных структур на микромасштабном уровне), а также воздействия 

на отдельные представительные объемы внутри изделия, продуцируемые стохастическими граничными условиями 
для обрабатываемой заготовки. Это обусловливает актуальность исследования изменений отклика (решений), получаемых 

в конститутивных моделях материалов при возмущении входных данных (истории воздействий и начальных условий) и оператора 

модели. Особо следует отметить важность решения этой задачи для обоснованного использования новых конститутивных моделей 
при описании современных технологических процессов термомеханической обработки, в частности, ориентированных на создание 

функциональных материалов. В статье обозначены некоторые трудности применения традиционных аналитических подходов 

(методов Ляпунова) к анализу устойчивости многоуровневых моделей материалов. Вводится понятие устойчивости решения, 
в отличие от традиционного учитывающее  параметрическое возмущение оператора и возмущение истории воздействий (влияющих 

на правую часть системы уравнений). Процедура численной оценки устойчивости модели включает рассмотрение устойчивости 
решений при различных значениях параметров, определяющих оператор и входные данные. Представлено описание программы 

вычислительных экспериментов для реализации предлагаемого подхода c осуществлением разнообразных возмущений начальных 

условий, истории воздействий, оператора и анализом норм их отклонений, а также интегральной нормы отклонения возмущенных 
решений от базовых (получаемых в расчетах с невозмущенными параметрами). 

Ключевые слова: многоуровневая конститутивная модель материала, устойчивость математической модели, чувствительность 
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Multilevel constitutive models of materials give the possibility to explicitly describe the mechanisms of inelastic deformation, evolution of 

a material structure and changes in the physical and mechanical properties of  materials determined by their chemical composition and their 

internal structure. Therefore, these models seem to be very effective for improving metal processing and forming techniques. A study of the 
solutions (response change histories) obtained using constitutive models under perturbation of input data (influence history and initial 

conditions) and model operator is actual due to the fact that the material mechanical characteristics (including the lower scale level properties), 

physical processes occurring during deformation (for example, acts of interaction of defect structures at the microscale level) and the resulting 
influences (produced by stochastic boundary conditions) are stochastic in nature. Finding the solution to this problem is particularly important 

when researchers need to justify the use of new constitutive models for describing modern technological processes of thermomechanical 

treatment, in particular, those focused on creation of functional materials. The disadvantages of traditional analytical approaches (Lyapunov 
methods) taken to analyze the stability of multilevel material models have been briefly discussed. The definition of the solution stability is 

introduced; in contrast to the traditional definition, it takes into account the parametric perturbation of operators and the perturbation of the 

history of influences, which determine the right-hand side of the system of equations. A procedure for the model stability numerical assessment 

includes consideration of solutions stability for various values of the parameters that determine the operator and input data. The description of 

the program of computational experiments for the implementation of the proposed approach is presented. This program can be used to study 

various perturbations of initial conditions, the influence history, the operator, as well as to analyze the norms of their deviations and the integral 
norm of deviation of perturbed solutions from the base ones obtained in calculations with unperturbed parameters. 
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1. Введение 

 

Произвольную математическую модель можно представить как оператор, позволяющий по входным 

данным, к которым в общем случае относятся изменяющиеся со временем воздействия 

на рассматриваемый объект и начальные условия, найти выходные данные (решение) [1]. Важным 

элементом анализа сложных моделей является исследование устойчивости получаемых с их 

использованием решений по отношению к возмущениям входных данных и оператора. 

Для нелинейных операторов (особенно алгоритмических, например, основанных на методе клеточных 

автоматов) строгий математический анализ устойчивости в аналитической форме затруднен, поэтому  

 

http://dx.doi.org/10.7242/1999-6691/2021.14.1.6


62 Вычислительная механика сплошных сред. – 2021. – Т. 14, № 1. – С. 61-76  

для выяснения свойств модели обычно осуществляется численная оценка устойчивости к возмущениям 

отдельных параметров модели или их совокупностей [2–6]; под параметрами в широком смысле 

понимаются материальные функции и константы, включенные в оператор модели, и входные данные 

(начальные условия и параметры воздействия). Для этой оценки рассматривается чувствительность модели 

к возмущениям параметров — зависимость получаемых выходных данных от вариации параметров; 

изменение последних осуществляется только в начальный момент времени (и в последующем параметры, 

входящие в оператор модели, считаются постоянными). Подобные исследования чувствительности 

нелинейных моделей проводятся в таких областях науки, как океанология [7], химия [8], популяционная 

динамика [9], экология (определение состояния бассейнов рек [10, 11]) и других. Анализ чувствительности 

моделей в механике деформируемого твердого тела проводится, к примеру, по отношению к изменению 

воздействий и характеристик материала, часто –– с помощью подхода, при котором в явном виде 

находятся производные отклика по параметрам [12–15]; при этом, наряду с напряжениями, в качестве 

параметров отклика могут рассматриваться функции, учитывающие запас прочности и стоимость 

конструкции [12].  

Важнейшей составляющей моделей, разрабатываемых в механике деформируемого твердого тела 

для исследования процессов изготовления и эксплуатации металлических изделий, являются 

определяющие соотношения, или физические уравнения, или модель (поведения) материала, или 

конститутивная модель (КМ). В последние десятилетия значительное развитие получили многоуровневые 

КМ, позволяющие описывать эволюцию структуры материала и изменение эффективных физико-

механических свойств, которые определяются состоянием последней [16–19]. За счет введения 

достаточного числа внутренних переменных [19–22] для характеристики текущего состояния структуры и 

реализации механизмов деформирования в КМ этого типа нет необходимости применения сложных 

интегральных операторов для учета памяти материала (она «хранится» во внутренних переменных), 

поэтому многоуровневые КМ в общем случае представляют собой алгоритмические операторные 

уравнения, включающие системы дифференциальных и/или тензорно-алгебраических уравнений. 

В статье [23] приводится методика оценки чувствительности многоуровневых КМ к возмущениям 

параметров (числовых значений постоянных оператора), основанная на интегральном сопоставлении 

историй откликов для нескольких видов нагружений при использовании в модели возмущенных и 

невозмущенных параметров, а также обсуждаются результаты приложения этой методики для конкретных 

двухуровневой и трехуровневой КМ. Актуальность данного исследования обусловлена необходимостью 

применения (новых) многоуровневых моделей материалов для описания технологических процессов 

термомеханической обработки, в которых стохастический характер имеют как распределенные 

по конструкции свойства материала (в том числе на нижних структурно-масштабных уровнях), так и 

воздействия на отдельные представительные объемы в изделии, продуцируемые стохастическими 

граничными условиями для обрабатываемой заготовки в целом. Исходя из этого пригодная 

для моделирования реальных технологических процессов КМ должна быть устойчива к соответствующим 

возмущениям. Кроме того, анализ устойчивости полезен при проведении процедуры идентификации КМ 

[24–27], в частности, если наблюдается существенная чувствительность модели к параметрам (при их 

малых возмущениях вблизи установленных при идентификации значений), то, возможно, следует 

пересмотреть область их определения (с учетом физических соображений).  

В [23], как и во всех других известных авторам работах, исследовалась чувствительность модели 

к возмущениям параметров оператора в отсчетной конфигурации; принятые значения констант материала 

в дальнейшем полагались фиксированными для каждого рассматриваемого процесса. Для более полного 

анализа устойчивости модели требуется также выявление реакции на другие виды возмущений оператора и 

возмущений входных данных, в особенности на осуществляемые в разные моменты в течение всего 

времени процесса. В настоящей работе обсуждаются трудности применения традиционных аналитических 

подходов к исследованию устойчивости многоуровневых КМ, для преодоления которых предлагается 

способ численной оценки устойчивости многоуровневых моделей материала, обобщающий на случаи 

возмущения входных данных и оператора в различные моменты времени ранее предложенную численную 

процедуру [23]. 

Далее, в разделе 2 статьи, приводится математическая структура многоуровневых КМ. Отметим, что 

настоящая работа посвящена анализу свойств собственно КМ для описания поведения представительного 

макрообъема материала; в ней не рассматриваются решения краевых задач с использованием КМ. 

Раздел 3 содержит краткую характеристику традиционных подходов к исследованию устойчивости 

математических моделей, обозначены трудности применения методов Ляпунова для анализа устойчивости 

многоуровневых КМ. В конце раздела приводится подробная формулировка понятия устойчивости, 

учитывающего (в отличие от традиционного) возмущения истории воздействий (определяющих правую 

часть системы дифференциальных уравнений) и параметрические возмущения оператора. 

В разделе 4 дается краткое описание программы численной реализации подхода c осуществлением 

разнообразных возмущений начальных условий, истории воздействий, оператора и анализом норм их 

отклонений, а также интегральной нормы отклонения возмущенных решений от базовых (получаемых 

в расчетах с невозмущенными параметрами). 
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Вследствие ограничения объема журнальной статьи для демонстрации возможностей предлагаемого 

подхода авторы подготовили отдельные публикации. 

 

2. Математическая структура многоуровневых конститутивных моделей 

 

В настоящее время для исследования и совершенствования технологий обработки материалов, а также 

для решения задач по созданию функциональных материалов наиболее перспективным представляется 

многоуровневый подход к построению КМ, основанный на введении внутренних переменных и 

физических теориях пластичности [16–19, 28–31]. Внутренние переменные (ВП) характеризуют структуру 

материала и механизмы деформирования на различных масштабных уровнях; часть ВП явно входит 

в определяющие соотношения. В структуре КМ возможно применение дополнительных (скрытых) ВП 

для формулировки кинетических уравнений для явных ВП [19–22]. Поскольку физико-механические 

свойства материала на макромасштабном уровне определяются состоянием структуры материала, 

а последняя может существенно меняться при значительных неупругих деформациях (в частности, 

происходят процессы текстурообразования и измельчения зеренной структуры) [19], использование 

многоуровневого подхода с необходимым набором ВП является более предпочтительным (по крайней 

мере –– для моделирования сложных термомеханических нагружений, которые характерны 

для технологических процессов обработки) по сравнению с применением макрофеноменологических 

соотношений.  

Основные преимущества многоуровневых КМ — это возможность описания эволюции финального 

состояния структуры и, соответственно, физико-механических макросвойств (в том числе анизотропных), 

а также существенно меньшее число необходимых экспериментов по сравнению с требуемыми 

для определения материальных функций макрофеноменологических моделей материала, неявно 

учитывающих перестройку структуры. Следует отметить, что для идентификации 

макрофеноменологических моделей, пригодных для моделирования процессов механической обработки, 

нужна реализация экспериментов на сложное нагружение; к сожалению, в настоящее время последние 

возможны только в трехмерном подпространстве 6-мерного совмещенного пространства  

напряжений–деформаций, а также ограничены малыми (в сравнении с характерными для реальных 

технологических процессов) деформациями [32–34] из-за ранней потери устойчивости трубчатых образцов 

при кручении. Многоуровневые модели, вообще говоря, могут быть идентифицированы и 

без экспериментов на сложное нагружение на макромасштабном уровне [19].  

Экспериментально наблюдаемое свойство памяти неупруго деформируемых твердых тел [35, 36] 

в многоуровневых моделях учитывается за счет вводимых ВП, поэтому нет необходимости  прибегать 

в них к сложным интегральным операторам. В общем случае многоуровневые КМ представляют собой 

алгоритмические операторные уравнения, включающие системы относительно простых математических 

соотношений –– дифференциальных и/или тензорно-алгебраических уравнений [19–22, 37–41]. Например, 

в упругопластической подмодели мезоуровня используется алгоритмическое определение активных систем 

внутризеренного скольжения с решением системы уравнений для отыскания скоростей сдвигов 

ним [42].Соотношения многоуровневых КМ обладают значительной универсальностью: при корректном 

учете структуры, основных механизмов деформирования и взаимодействий между ними модели могут 

применяться для широкого класса материалов и воздействий (в том числе сложных нагружений). «Платой» 

за универсальность КМ является необходимость введения большого числа ВП и эволюционных уравнений 

(как правило, нелинейных) для описания их изменения. В то же время особенности указанного подхода 

обусловливают его перспективность для построения математических моделей сложных систем и процессов 

в различных областях: использование в рамках указанного подхода декомпозиции большой системы на 

составляющие элементы и формулировка соотношений не для системы в целом, а для ее отдельных 

элементов с последующим агрегированием делает структуру модели прозрачной и применимой 

для множества близких систем и процессов, предоставляет возможность прямой и косвенной верификации 

на основе экспериментальных данных о процессах на низших масштабных уровнях. Указанные 

особенности подхода к построению КМ согласуются с методологией системного анализа [43]. 

Часть ВП непосредственно входит в определяющие соотношения (ОС), такие переменные называются 

внутренними явными переменными и обозначаются как e e

β ,  β 1, J . Вторая группа ВП (в большинстве 

случаев относящихся к более глубоким структурно-масштабным уровням) –– i i

β ,  β 1, J , необходима 

для построения физически обоснованных соотношений для описания эволюции явных ВП; переменные 

этой группы называются неявными переменными. Полная совокупность внутренних переменных, таким 

образом, представляет собой множество   e i

β γ δ,J J J , β 1,  , 
eγ 1,  , 

iδ 1,  , 
e i  . Будем 

рассматривать КМ, которые на макромасштабном уровне можно представить в виде системы 

уравнений [21]: 
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  (r) e

(r) α γ, ,

Σ Σ P JF ,  

  e (r) e i

γ (r) γ γ α δ, , 

 J J P JC , (1) 

  i r) i i

δ (r) δ δ α κ, , 

 J J P JR ,  

 

где Σ  –– мера напряженного состояния (отклик), α ,    α 1, P  –– параметры воздействия 

термомеханической (например, температура, мера деформированного состояния) и нетермомеханической 

(например, радиация, химические воздействия) природы, i1,   . Справа в (1) фигурируют 

тензорзначные функции тензорных аргументов, в левой части (1) индексом (r) обозначена та или иная 

не зависящая от выбора системы отсчета производная [44–46], чаще всего коротационная. Вопрос о выборе 

конкретного вида производной для геометрически нелинейного ОС –– один из острейших в механике 

сплошных сред; результаты исследований, проведенных авторами в данном направлении, и предложенные 

ими формулировки с использованием коротационной производной, учитывающей симметрийные свойства 

материала, содержатся в работах [19, 47–49]. Заметим, что в форме (1) можно представить и 

алгоритмические операторные уравнения КМ, соответствующим образом задавая правую часть 

соотношений (например, с применением условных функций типа функции Хевисайда).  

Формулировка (1) может быть преобразована к виду: 
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где слева находятся материальные производные по времени, при этом в число явных внутренних 

переменных необходимо добавить спин подвижной системы координат макроуровня, который 

используется в задании коротационной производной в (1). В качестве других явных ВП макроуровня 

выступают тензоры эффективных упругих свойств, неупругих и термических составляющих скорости 

деформации на макроуровне. Неявными ВП макроуровня служат характеристики  отдельных кристаллитов 

(тензоры свойств, спины, скорости неупругих и термических деформаций). В двухуровневой 

формулировке последние переменные являются также явными ВП на мезоуровне –– через них 

определяются напряжения, кинетические уравнения для них записываются с введением дополнительных 

неявных ВП мезоуровня (скоростей сдвигов, критических напряжений сдвигов и других) [19, 50]. Приняв 

для этих ВП обозначение i mezo i mezo,  1, , 

  j  соотношения двухуровневой модели можно записать в виде: 
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где i mezo1,    . В трехуровневых (по масштабам) моделях появляется еще одна группа переменных и 

эволюционных уравнений для них, и так на каждом новом масштабе. Для любого из элементов каждого 

уровня полагается однородность напряженно-деформированного состояния (НДС) и ВП. По этой причине 

в число аргументов в (3) явным образом не входят пространственные координаты. Одновременно с этим 

все параметры мезоуровня (или самого нижнего из входящих в модель уровней), включая ВП, 

на протяжении всего исследуемого процесса «приписаны» к одним и тем же кристаллитам.  

Отметим, что настоящая работа посвящена анализу свойств собственно модели поведения 

(представительного макрообъема) материала –– многоуровневой статистической КМ, в ней 

не рассматриваются решения краевых задач с неоднородными полями НДС. В то же время, в отличие 

от широко распространенных статистических моделей на основе физических теорий пластичности 

(см. [51, 52] и другие), не принимающих во внимание никакие взаимодействия зерен, в предлагаемых 

авторами обобщенных статистических моделях частично учитывается топология зеренной структуры 

[19] –– взаиморасположение кристаллитов в пространстве. Это необходимо для описания зернограничного 

упрочнения и зернограничного скольжения и делается эффективным образом, без рассмотрения 

эволюционирующих конфигураций отдельных зерен в пространстве (анализируется только «укладка» 

зерен). Предлагаемый аппарат может быть применен и для прямых моделей на основе физических теорий 

пластичности [17, 53 и др.], в которых с использованием метода конечных элементов исследуются 

неоднородные поля НДС и ВП на мезоуровне; в этом случае возмущения должны быть согласованы 

с соотношениями математической модели (краевой задачи). 
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Основными выходными данными КМ материала являются компоненты тензора макронапряжений, 

определяемые обычно в фиксированной лабораторной системе координат. При постановке частных задач 

к выходным данным формально можно добавить дополнительные переменные, связанные с ВП 

(отражающими состояние структуры материала), например, компоненты тензоров эффективных физико-

механических свойств макроуровня, функцию распределения ориентаций кристаллитов, средние скорости 

внутризеренных сдвигов, мощность температурного источника при неупругих деформациях, 

распределение мезонапряжений (в частности, при нулевых макронапряжениях это остаточные 

мезонапряжения) и другие. В терминологии классических математических задач устойчивости 

совокупность выходных данных можно назвать «решением» соответствующей задачи. Для ясности 

изложения объединим все выходные данные в общий вектор искомых переменных  tY ,  0,t T , T  — 

момент окончания процесса деформирования. Совокупность выходных данных (решение), получаемая 

в результате применения КМ, представляется в виде вектор-функции 
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 Y , 2L

Cn  — 
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 — область значений, определяемая оператором КМ. 

Входными данными КМ являются параметры кинематических и температурных воздействий, которые 

в общем случае меняются со временем, и начальные условия. К последним относятся начальные значения 

напряжений (могут иметь место ненулевые остаточные напряжения на различных уровнях, согласованные 

через осреднение) и начальные значения ВП, через которые закладывается информация об исходном 

состоянии структуры материала. С использованием ВП устанавливаются начальные эффективные 

физико-механические свойства на макроуровне, к примеру, по заданной выборке начальных ориентаций 

кристаллитов и константам материала на мезоуровне можно определить начальные физико-механические 

(упругие, температурные) свойства на макромасштабном уровне. Заметим, что отнесение к входным 

данным начальных значений ВП подразумевает знание вида оператора модели (это позволяет, в частности, 

наделять ВП соответствующим физическим смыслом), что характерно для моделей «белого ящика» [1]. 

Объединим все кинематические и температурные воздействия  α tP  в вектор воздействий  tX , 

 0,t T . Тогда можно представить воздействия во время рассматриваемого процесса как
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 — область определения (допустимых) воздействий в нем, ограниченная диапазонами 

воздействий (например, по скорости деформаций, температуре), для которых применима КМ. Отметим, 

что в данной норме функции, отличающиеся не более чем в конечном числе точек, считаются 

совпадающими. С точки зрения математической модели физико-механического процесса это эквивалентно 

неучету мгновенных (на бесконечно малых временах) флуктуаций воздействий, то есть принимается, что 

ими можно пренебречь, поскольку времена реализации механизмов осуществления процесса в твердых 

телах являются конечными и материал не успевает реагировать на эти флуктуации.  

Все компоненты тензорных ВП аналогичным образом включим в вектор  tZ ,  0,t T ,
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Z  (соответствует конкретному 

моменту  0,t T ),  DZ t  — область значений ВП в момент t , определяемая оператором модели 

(поскольку ВП связаны с элементами структуры и механизмами деформирования, их значения должны 

принадлежать физически реализуемым диапазонам). Отличие нормы для ВП от введенных выше 

интегральных норм для отклика и воздействий обусловлено тем, что отсутствует необходимость 

рассматривать историю изменения ВП; эта норма используется для установления отклонения начальных 

условий по ВП. В то же время выше отмечено, что в КМ можно ввести дополнительные переменные 

для отклика, связав их с ВП, и таким образом при необходимости анализировать эволюцию ВП. 

Тогда формально многоуровневую КМ (3) можно представить в виде: 
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Входные данные модели включают: историю воздействий  0,t T
X ; начальные условия для выходных 

переменных 
0Y  (43);  начальные условия для ВП 

0Z  (44). Нелинейные функции f , g  задают составной 

оператор модели ( ) : m n k nt R R R R   f ,   : m n k kt R R R R   g , включающий совокупность тензорных 

дифференциальных и алгебраических соотношений между откликом (макронапряжениями), воздействиями 

и ВП. Акцентируем внимание на том, что f , g  определяются сложным образом. Так, 

для упругопластической и жесткопластической модели требуется алгоритмическая процедура 

для установления активных в рассматриваемый момент времени систем скольжения в каждом кристаллите 

и формулировки системы соотношений для установления скоростей сдвигов по ним [42]. При применении 

упруговязкопластических моделей в подобной процедуре необходимости нет, однако в правой части 

используются функции Хевисайда от разности касательных и критических напряжений на системах 

скольжения [19]. 

КМ (4) позволяет по входным данным   0 00,
, ,

t T
 X Y Z  найти решение [0, ]t TY , ее можно трактовать как 

соответствующий сложный оператор   [1]:     0 00, 0,
, ,

t T t T 
  Y X Y Z . Отметим, что рассматриваемый 

класс задач (нахождение связи входных и выходных данных) относится к некорректным по Адамару [55], 

поскольку для них отсутствуют доказательства существования и единственности решения при любых 

входных данных. Возможность установления отклика материала по истории воздействий (существование 

решения для корректной КМ) закладывается в механике сплошных сред аксиоматически (принцип 

детерминизма У. Нолла [35] или эквивалентный по сути постулат макрофизической определимости 

А.А. Ильюшина [56]) и подтверждается опытами. Кроме того, экспериментальные данные и 

для однородно, и для неоднородно деформируемых образцов свидетельствуют о том, что неустойчивость 

(неединственность) НДС на макроуровне в опытах проявляется лишь в редких случаях –– 

при специальном подборе воздействий для некоторых конкретных состояний структуры материала 

(соответствует специальному выбору входных данных для математической модели); это подтверждается 

также опытом эксплуатации многоуровневых моделей материалов множеством исследователей 

(обширный обзор представлен в [19]). Таким образом, исходя из указанных физических соображений, 

задачу установления отклика материала по заданным воздействиям можно считать корректной 

по Тихонову [55]. При этом подзадача выявления подобласти определения оператора, в которой решение 

задачи (4) единственно (устойчиво), является весьма важной. В частности, для обоснованного применения 

конститутивных моделей (в первую очередь новых) для описания технологических процессов 

термомеханической обработки важно исследование характерных режимов нагружения, иначе говоря, 

нахождение решений при определенных входных данных, поэтому на первом — начальном, этапе 

решения указанной подзадачи целесообразен анализ устойчивости в локальном смысле (в окрестности 

таких решений). 

К параметрам оператора КМ относятся, прежде всего, константы (коэффициенты в уравнениях, 

сформулированных для описания основных механизмов деформирования), характеризующие свойства 

исследуемых материалов на различных масштабных уровнях. Возможные возмущения оператора, 

конечно, не ограничиваются случаями возмущений этих параметров, например, они могут быть введены 

путем возмущения в различные моменты времени значений ВП. Действительно, согласно представлению 

математической модели как оператора, связывающего входные и выходные данные [1], ВП и уравнения 

для них являются элементами сложного оператора. В связи с этим далее возмущение значений ВП 

в моменты времени, отличные от начального (в начальный момент они отнесены к возмущению 

начальных условий), трактуется как параметрическое возмущение оператора. Авторами ранее 

рассмотрены частные задачи анализа устойчивости многоуровневых моделей. Как параметрическое 

возмущение оператора через изменение соответствующих ВП можно трактовать применение различных 

формулировок упругих соотношений мезоуровня [57, 58] и различных формулировок для установления 

спина подвижной системы координат мезоуровня [59]. В работе [23] проведена оценка чувствительности 

к значениям констант модели мезоуровня (параметрические возмущения оператора) в указанном выше 

смысле. Однако в цитируемых работах в явном виде не использовалось математическое понятие 

устойчивости многоуровневых моделей, которое необходимо ввести и употребить для более полного 

анализа (с рассмотрением широкого спектра возмущений входных данных и оператора в течение всего 

времени процесса). Огромное значение в моделировании систем и процессов с помощью 

дифференциальных уравнений имеют математические определения и методы исследования устойчивости, 

предложенные А.М. Ляпуновым. Рассмотрим далее возможность их применения к анализу устойчивости 

КМ материалов. 
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3. Введение основных понятий и определений, необходимых для оценки устойчивости 

многоуровневой конститутивной модели. О применении традиционных подходов 

к исследованию устойчивости решений систем дифференциальных уравнений 

 

В традиционных математических исследованиях дифференциальных уравнений (ДУ)/систем ДУ 

рассматриваются условия устойчивости (неустойчивости) решений по отношению к изменению начальных 

условий (устойчивость по Ляпунову) [60–66]: если при любых малых отклонениях начальных условий 

получаемое решение близко к решению без возмущений, то говорят об устойчивости по Ляпунову 

соответствующего базового решения (если же дополнительно к этому возмущенное решение 

на бесконечности приближается к базовому, то об асимптотической устойчивости по Ляпунову); 

в противном случае, то есть при наличии хотя бы одного малого возмущения входных данных, 

приводящего к значительному отклонению решения от базового, базовое решение неустойчиво 

по Ляпунову. С использованием конкретного вида оператора и, например, методов Ляпунова 

формулируются условия, накладываемые на коэффициенты модели и на начальные условия, 

обеспечивающие устойчивость решения. Для анализа поведения решения часто также прибегают 

к рассмотрению близости решений — базового и определенного при возмущении начальных условий — 

в фазовом пространстве. При близости траекторий говорят об орбитальной устойчивости — устойчивости 

по Пуанкаре (из устойчивости по Ляпунову следует устойчивость по Пуанкаре, но не наоборот). Отметим, 

что подход с анализом эволюции возмущенного решения широко применяется при исследовании 

устойчивости решения краевых задач, в частности, в гидродинамике [64, 67, 68]. При этом возмущения 

полагаются зависящими и от времени, и от координат, к тому же они должны удовлетворять ограничениям 

краевой задачи. В этих случаях для решения привлекаются численные методы; воздействия 

в пространственных задачах обычно вводятся через граничные условия, поэтому выделяется задача 

устойчивости решений по отношению к граничным условиям. 

Под процедурой оценки устойчивости модели будем понимать анализ устойчивости решений, 

полученных при ее использовании при разных значениях параметров, определяющих оператор и входные 

данные (начальные условия и воздействия), то есть рассмотрение различных задач оценки локальной 

устойчивости модели [69, 70]. 

Нелинейные математические модели при некоторых параметрах и входных данных могут давать 

неустойчивое решение. Если неустойчивость решения имеет объяснение с физической (для моделей 

из других областей — с социологической, экономической и прочих) точки зрения и подтверждается 

экспериментально, то обозначим ее как физически обусловленную неустойчивость. Область определения 

параметров и входных данных модели, при которых она возникает, назовем областью физически 

обусловленной неустойчивости. В качестве классического примера можно упомянуть неустойчивость 

формы стержней при действии сжимающей силы, которая описывается формулами Эйлера [71]. 

Неустойчивость всех решений, получаемых с использованием математической модели, обозначим как 

математически обусловленную неустойчивость и, соответственно, введем область математически 

обусловленной неустойчивости. Совпадение подобластей из областей математически и физически 

обусловленной неустойчивости подтверждает корректность математической модели в этом диапазоне 

параметров и входных данных. Если же часть области математически обусловленной неустойчивости не 

попадает в область физически обусловленной неустойчивости, необходимо ограничить области 

применимости модели, исключив соответствующие диапазоны. 

Строго решить вопрос об устойчивости решений систем нелинейных ДУ позволяет метод функций 

Ляпунова (второй метод Ляпунова, прямой метод Ляпунова) [63, 72, 73]. Есть примеры его эффективного 

приложения к различным частным задачам (см. [74–77] и другие). Однако, насколько известно авторам, 

к настоящему времени отсутствует универсальная процедура его  использования для произвольных 

сложных нелинейных систем ДУ. Поэтому в общем случае возможно применение только приближенных 

методов оценки устойчивости. 

Сложность задачи исследования устойчивости систем уравнений типа (4) обусловлена нелинейностью 

оператора. Для ограниченных нелинейных операторов f , g  можно говорить о существовании точной 

верхней границы отношения нормы выходных данных к норме аргумента (по малой окрестности 

в пространстве входных данных вокруг базового решения), но нет методов нахождения этой границы. 

Действительно, можно найти максимум для определенного счетного набора входных данных, однако при 

увеличении числа их вариантов это значение может быть превышено. Строго говоря, процесс уточнения 

может идти бесконечно. Поэтому при исследовании нелинейных операторов обычно рассматривают их 

изменения в конкретных малых окрестностях аргументов, анализируя производную по Гато или, в случае 

существования линейного приближения оператора, производную по Фреше [54, 78]. При оценке 

устойчивости нелинейных систем ДУ это находит  отражение в том, что в первую очередь анализируются 

линейные приближения таких систем [60–62]. Отметим, что подход, использующий линеаризацию 

оператора краевой задачи, часто находит употребление в исследованиях устойчивости  
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механических систем (например, в задачах гидродинамической устойчивости уравнения линеаризуются 

относительно малых возмущений базовых решений [68]). Обратим внимание на то, что возмущения самого 

оператора в этих постановках не фигурируют. 

Далее рассмотрим возможность применения к (4) первого метода Ляпунова путем анализа 

устойчивости по первому приближению [62]. Для этого необходимо проанализировать спектр матрицы 

первого приближения, определяемой по значениям производных компонент (к примеру, в неподвижной 

лабораторной системе координат) правой части системы (4) по компонентам    ,t tY Z . 

Для асимптотической устойчивости по первому приближению необходимо и достаточно, чтобы 

собственные числа матрицы первого приближения имели отрицательные вещественные части. Очевидно, 

что применение метода анализа по первому приближению к многоуровневым КМ связано с некоторыми 

трудностями. Во-первых, метод является приближенным. Во-вторых, аналитическое выражение матрицы 

первого приближения для некоторых КМ, например, включающих алгоритмическое определение 

оператора правой части (4), при некоторых условиях может не существовать. В-третьих, в силу 

множественности ВП в многоуровневых КМ (не менее нескольких десятков тысяч) матрица будет иметь 

большую размерность. Аналитическое нахождение собственных чисел не представляется возможным, 

численные же методы не обеспечивают гарантированного нахождения всех корней нелинейного 

уравнения, при этом нелинейность и большая размерность матрицы обусловливают потребность 

в больших вычислительных ресурсах. Это имеет место и при оценке отрицательности вещественных 

частей всех корней, например, критерия Гурвица или критерия Михайлова [63]; кроме того, 

при применении численных методов для вычисления определителей матриц большой размерности будут 

накапливаться вычислительные ошибки. Для оценки спектра матрицы первого приближения можно 

использовать теоремы Гершгорина [79]: в случае расположения правой границы определяемого теоремой 

диапазона вещественной части собственных чисел на отрицательной полуоси все собственные числа будут 

иметь отрицательные вещественные части (что соответствует асимптотической устойчивости), 

при нахождении левой части диапазона на правой полуоси вещественные части всех собственных чисел 

будут положительными (что означает неустойчивость), но при расположении левой границы диапазона 

на отрицательной полуоси, а правой — на положительной полуоси в общем случае будет не ясно, есть ли 

собственные числа с положительной вещественной частью (то есть судить об устойчивости нельзя). 

Таким образом, применение традиционных методов Ляпунова к исследованию устойчивости решений 

систем ДУ для КМ по причине их значительной нелинейности и большой размерности, к сожалению, 

не гарантирует корректного ответа на вопрос об устойчивости и требует чрезвычайно больших 

вычислительных ресурсов. Кроме того, эти методы не включают рассмотрение возмущений воздействий и 

оператора в произвольные моменты времени. По-видимому, аналитический аппарат для общего случая 

возмущений разработать в настоящее время нереально, однако в связи с обозначенной в разделе 2 

актуальностью задачи целесообразно предложить конструктивную методику для численной оценки 

локальной устойчивости решений, получаемых с использованием КМ. 

Для установления отличия возмущенной истории воздействий от истории воздействий, при которой 

получено исходное решение, можно применить введенную выше интегральную норму. Для оценки же 

отклонения оператора приходится вводить приближение в связи с отмеченным выше отсутствием строгого 

определения нормы нелинейного оператора. Принимается предположение о том, что в случае 

устойчивости к возмущению оператора разница результатов действия возмущенного оператора *  и 

невозмущенного оператора   на любой аргумент *  в малой окрестности входных данных 

  0 00,
, ,

t T
  X Y Z  представляется через действие на него некоторого линейного оператора  : 

     * * * *     . Тогда можно формально ввести норму для отклонения оператора 

  0 00,( , , )
*

t T  


X Y Z
, которая будет равна норме линейного оператора  , ограничив возможные 

аргументы малой окрестностью   0 00,
( ) ( , , )

t T
    X Y Z . Высказанное предположение подразумевает 

достаточную гладкость нелинейных операторов  , * . Указанная норма используется при введении 

понятия устойчивости решения, при этом подразумевается, что рассматривается малая окрестность 

решения. Поскольку аналитическое определение этой нормы в силу существенной нелинейности и 

большой размерности КМ невозможно и не известны способы ее численного отыскания (в случае 

существования способа его реализация была бы затруднительна по причине огромной ресурсоемкости); 

в предлагаемой численной процедуре оценки устойчивости, описываемой далее, при параметрическом 

возмущении оператора вводится норма для отклонения параметров оператора, выступающая в качестве 

оценки нормы отклонения оператора. 

С использованием для возмущенных характеристик модели обозначения 
*( ) понятие устойчивости 

решения (получаемого при применении КМ) можно сформулировать следующим образом: если для любого 

числа 0   найдутся такие положительные числа  
0Y    ,  

0Z    ,  X    ,      , что 
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для любых допустимых возмущенных воздействий  0,
*

t T
X , начальных условий 

*

0Y , 
*

0Z , оператора * , 

удовлетворяющих совокупности соотношений: 

 

  
0

2

*

0 0 n Yl
   Y Y , (5) 

  
0

2

*

0 0 k Zl
   Z Z , (6) 

      
2

0, 0,
*

m Xt T t T
Q

 
   X X , (7) 

 
    

0 00,( , , )
*

t T
  

    
X Y Z

, (8) 

 

выполняется неравенство 

    
2

0, 0,
C

*
n

L

t T t T 
  Y Y , (9) 

 

то базовое решение     0 00, 0,
, ,

t T t T 
  Y X Y Z , полученное действием оператора   при входных данных 

 0,t T
X ,

0Y , 
0Z , является устойчивым. 

Заметим, что если вместо  интегральной по времени нормы отклика использовать норму тензорзначных 

величин в каждый момент времени (например, 
2

 nl
 ) и рассматривать только возмущение начальных 

условий (без учета возмущения воздействий и оператора), то при T   получим классическое 

определение устойчивости решения по Ляпунову [60–63]. Подчеркнем, что для анализа КМ важно 

исследование влияния именно возмущенной истории воздействий  0,
*

t T
X ,  0,t T , а не только 

возмущений  * 0X  в начальный момент времени, поскольку в реальных процессах деформирования 

возмущения воздействий реализуются во все моменты времени за счет стохастичности кинематических и 

температурных граничных условий (возмущение истории воздействий означает изменение правой части 

в (4)). Необходимость рассмотрения возмущений начальных условий 
*

0Y ,
*

0Z  обусловлена тем, что 

в представительном объеме могут присутствовать остаточные (начальные) напряжения (
*

0Y ), а начальные 

физико-механические свойства, определяемые начальными значениями ВП 
*

0Z , имеют стохастический 

характер. Актуальность анализа влияния на решение возмущений оператора *  связана с тем, что 

некоторые физические процессы, учитываемые в детерминированной КМ, на самом деле обладают 

вероятностной природой; к ним относятся, например, акты взаимодействия дефектных структур 

на микромасштабном уровне, описание которых осуществляется эффективным образом в соотношениях 

мезоуровня для критических напряжений сдвигов по системам внутризеренного скольжения дислокаций 

[19]. При деформировании реальные сценарии взаимодействия дефектных субструктур в материале могут 

существенно различаться. Для оценки возможного влияния этого на отклик далее в предлагаемой работе 

рассматривается параметрическое возмущение оператора через изменение ВП. 

Заметим, что для стохастических моделей определение устойчивости можно применять в вероятностном 

смысле [80], однако в предлагаемой работе анализируются только детерминированные КМ, поэтому этот 

вариант не использовался — имеются стохастические возмущения параметров, но для каждого варианта их 

реализации проверяется выполнение приведенного строгого критерия устойчивости. 

Как отмечено выше, для адекватной КМ при некоторых входных данных и параметрах возможно 

появление неустойчивых решений, при этом желательно дать этим ситуациям  обоснованную физическую 

трактовку. Например, при применении физической теории пластичности для монокристалла 

с кинематическим воздействием выявлено [81], что неустойчивое решение обусловлено выходом 

изображающей напряженное состояние точки (в пространстве напряжений) перпендикулярно на грань 

поверхности текучести, определяемой критерием Шмида, поскольку в этом случае при различных малых 

возмущениях начальной ориентировки и тех же воздействиях эта точка движется к разным вершинам этой 

грани (в зависимости от заданного отклонения от базовой ориентации). Для существенно 

текстурированного поликристалла на макроуровне при некоторых воздействиях будет появляться 

подобное неустойчивое в указанном выше смысле поведение. Описанные ситуации соответствуют 

физически обусловленной неустойчивости. Отметим, что при изменении управления процессом эту 

неустойчивость можно устранить, для этого в качестве воздействий надо рассматривать напряжения 

(а откликом считать деформационные характеристики).  

В то же время очевидно, что многоуровневые КМ для описания деформирования поликристаллов 

при   подавляющем   большинстве   вариантов   воздействий и  начальных  условий   (особенно начально   
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нетекстурированных поликристаллов с равномерной функцией распределения ориентаций кристаллитов) 

должны давать устойчивые решения. Это подтверждается экспериментами (и на однородно, и 

на неоднородно деформируемых образцах): неустойчивость устанавливаемого в опытах НДС 

на макроуровне проявляется крайне редко (при исключении из рассмотрения финальной стадии 

деформирования с образованием шейки). 

При практическом применении введенного определения устойчивости возникает проблема вычисления 

нормы отклонения оператора (8), поскольку, в силу существенной нелинейности и большой размерности 

КМ, аналитическое нахождение этой нормы невозможно и не известны способы ее численного отыскания 

(при существовании способа его реализация была бы затруднительна по причине огромной 

ресурсоемкости). Для оценки устойчивости по отношению к оператору модели предлагается проведение 

вычислительных экспериментов с параметрическим заданием (малого) отклонения возмущенного 

оператора от базового. Опыт использования многоуровневых моделей показывает, что в большинстве 

случаев малое возмущение параметров, задающих правые части в (4), приводит к малому изменению 

отклика [23]. В связи со сказанным, в численной процедуре оценки устойчивости вместо обозначенного 

формально условия (8) будет применяться норма для отклонения параметров оператора: 

 

      
2

*

0, 0,
,
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    Λ Λ  (10) 

 

где изменяющиеся со временем  0,t T  векторы параметров оператора 
   

*
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S , соответствующую числу параметров оператора КМ, возмущения которых рассматриваются. 
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Λ  в момент  0,t T  соответствуют значениям параметров, определяющих в этот 

момент оператор модели для отыскания невозмущенного решения, а 
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Κ  [54].  

Как отмечено выше, процедура оценки устойчивости модели включает анализ устойчивости решений 

при различных значениях параметров оператора и входных данных КМ из их области определения, то есть 

рассмотрение различных задач оценки локальной устойчивости модели. Очевидно, что для нелинейной 

КМ с множеством ВП нельзя проверить все решения и любые возможные их возмущения. В связи с этим 

предлагается к использованию численная процедура, в рамках которой для упрощения задачи на основе 

физического анализа выделяются значимые решения, которые исследуются только при некоторых 

характерных физически допустимых возмущениях. Представляется, что предложенная процедура 

применима для оценки устойчивости любой модели, сводимой к виду (4). 

 

4. Описание алгоритма численной процедуры оценки устойчивости  

многоуровневой конститутивной модели материала 

 

Для реализации предлагаемого подхода необходимо осуществить следующие шаги. 

1. Создать массив базовых решений при некоторых входных данных (начальных условиях и 

воздействиях) и параметрах оператора. В качестве базовых логично рассматривать решения, получаемые 

при характерных для анализируемых технологических процессов термомеханической обработки 

воздействиях и начальных состояниях материала. Если  решение только одно, то данный алгоритм можно 

трактовать как алгоритм оценки его устойчивости. 

2. Выделить часть параметров КМ (начальные условия, воздействия, возмущаемые параметры 

оператора), возмущения которых физически обоснованы.  

3. Разработать программу (набор вариантов) численных экспериментов для исследования поведения 

базовых решений (раздел 1) при возмущениях определенных наборов параметров КМ (раздел 2): 

отдельных и различных совокупностей. 

4. Осуществить множество реализаций для каждого варианта из программы экспериментов (раздел 3) 

с соответствующими возмущениями параметров КМ. Для каждой реализации рассчитать значения норм 

возмущений начальных условий (5), (6), воздействий (7), отклика (9), норму для отклонения параметров 

оператора (10).  

5. По совокупности полученных в п. 4 расчетных данных проверить, выполняется ли приведенное 

в разделе 3 определение устойчивости для каждого базового решения. 

6. При выявлении в п. 5 неустойчивого решения (математически обусловленной неустойчивости)  

провести физический анализ, то есть выяснить, является ли физически обусловленной выявленная 

математически обусловленная неустойчивость. При отсутствии приемлемого физического обоснования 

возникает  необходимость тщательной проверки адекватности КМ. Если необоснованные неустойчивые  
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решения не найдены, то при большом количестве разнообразных вариантов численных экспериментов 

это служит косвенным свидетельством адекватности КМ в целом (при условии соответствия натурным 

экспериментам).  

 

5. Заключение 

 

Поскольку начальные физико-механические характеристики материала (в том числе на нижних 

структурно-масштабных уровнях), физические процессы, реализующиеся при деформировании (например, 

акты взаимодействия дефектных структур на микромасштабном уровне), а также воздействия 

на отдельные представительные объемы внутри изделия (продуцируемые стохастическими граничными 

условиями для изделия) имеют вероятностный характер, актуален анализ устойчивости получаемых 

с использованием конститутивных моделей материалов решений (истории изменения откликов) 

по отношению к малых конечным возмущениям входных данных и оператора модели.  

Введено понятие устойчивости решения, в отличие от традиционного учитывающее параметрическое 

возмущение оператора и возмущение истории воздействий (определяющих правую часть системы 

дифференциальных уравнений).  

Разработана программа вычислительных экспериментов для реализации предлагаемого подхода, 

включающая рассмотрение разнообразных возмущений начальных условий, истории воздействий, 

оператора, и анализ норм их отклонений, а также интегральной нормы отклонения возмущенных решений 

от базовых (получаемых в расчетах с невозмущенными параметрами).  

Примеры применения предложенного подхода и алгоритма на его основе к исследованию 

многоуровневых конститутивных моделей поликристаллических металлов перенесены авторами 

в отдельные публикации. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (грант №17-19-01292). 
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