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Рассматриваются вопросы моделирования термомеханического поведения полимерного материала в процессе охлаждения, 
сопровождающегося кристаллизацией. Предложенный подход применяется к задаче деформирования при охлаждении бесконечной 

пластины, изготовленной из полиэтилена низкого давления, в процессе его кристаллизации. Формулируются математические 

постановки теплокинетической и термомеханической краевых задач. Приводятся результаты численного решения связанной задачи, 
включающей нестационарное уравнение теплопроводности и уравнение кинетики кристаллизации, при условии зависимости 

характеристик материала от температуры. При решении краевой задачи термомеханики  за основу берутся полученные авторами 

ранее феноменологические нелинейные определяющие соотношения, непрерывным образом описывающие поведение полимерного 
материала в широком интервале температур, включающем температурный диапазон фазовых превращений. Построение 

определяющих соотношений проведено с  использованием потенциала Пенга–Ландела. Строится методом Галеркина слабая 

вариационная постановка краевой задачи. Осуществляется процедура линеаризации, позволяющая свести решение изначально 
нелинейной краевой задачи к решению последовательности линейных задач относительно малых приращений компонент вектора 

перемещений. При этом линеаризация геометрических соотношений выполняется посредством наложения малых приращений 

деформаций на конечные, линеаризация определяющих соотношений – путем их разложения  в ряд Тейлора с последующим 
удержанием линейных слагаемых и в предположении малости приращений компонент тензора деформаций. Демонстрируется 

подход, при котором естественным образом учитываются возникающие в материале малые приращения температурных и 
структурных деформаций. Анализируются аспекты численной реализации созданного алгоритма на основе конечно-элементной 

технологии построения дискретного аналога рассматриваемой задачи. Приводятся и сравниваются результаты решений обсуждаемой 

задачи в линейной постановке в предположении малости деформаций и в нелинейной постановке. 

Ключевые слова: термомеханика, полимер, кристаллизация, математическое моделирование, конечные деформации, 
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The issues of modeling the thermomechanical behavior of a polymer material during cooling accompanied by crystallization are 
considered. The proposed approach is applied to the problem of deformation upon cooling of an infinite plate made of low-pressure 

polyethylene during crystallization. Mathematical formulations of thermal kinetic and thermomechanical boundary value problems are 

presented. The results of the numerical solution of a coupled heat-kinetic problem, including the non-stationary heat conduction equation and 
the crystallization kinetics equation obtained under the assumption that the characteristics of the material depend on temperature are given. 

When solving the boundary value problem of thermomechanics, the previously obtained phenomenological nonlinear constitutive relations are 

used, which continuously describe the behavior of a polymer material in a wide temperature range, including the range of phase 
transformations. The construction of constitutive relations was carried out using the Peng–Landel potential.  A weak variational formulation of 

the boundary value problem, constructed using the Galerkin method, is presented. A linearization procedure is carried out, which makes it 

possible to reduce the solution of an initially nonlinear boundary value problem to solving a sequence of linear problems with relatively small 
increments of the displacement vector components. In this case, the linearization of geometric relations is performed by superimposing small 

increments of deformations on finite ones, linearization of the constitutive relations – expansion in a Taylor series with subsequent retention of 

linear terms under the assumption that the increment of the components of the strain tensor is small. An approach is demonstrated that naturally 

takes into account the small increments of temperature and structural deformations arising in the material. Some aspects of the numerical 

implementation of the created algorithm based on the finite element technology of constructing a discrete analogue of the problem under 

consideration are analyzed. The results of solving the problem under discussion in a linear formulation under the assumption of small 
deformations and in a nonlinear formulation are compared. 
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1. Введение 

 

Изделия из полимерных материалов находят широкое применение в различных отраслях 

промышленности. Один из этапов производства  изделий и конструкций из них — это этап 

принудительного охлаждения, сопровождающийся кристаллизацией материала. Высокие уровни 

технологических напряжений, формирующихся вследствие температурной и деформационной 

неоднородностей, зачастую приводят к снижению эксплуатационных качеств изделий и даже к их 

разрушению еще на стадии изготовления. В связи с этим актуальна задача моделирования 

термомеханических процессов в полимерных материалах в условиях фазовых переходов. Используемые  
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модели поведения таких сред должны включать определяющие соотношения, единым образом 

описывающие связь тензоров напряжений и деформаций в широком интервале температур, в том числе 

температур фазовых превращений. Вследствие сложности протекания реальных процессов и 

геометрического разнообразия форм изделий исследование закономерностей формирования полей 

технологических напряжений возможно только с помощью численных методик. Поэтому большое 

значение приобретает создание удобного для реализации численного алгоритма решения краевой задачи 

термомеханики кристаллизующейся полимерной среды. 

Моделированию процессов в отверждающихся полимерных материалах посвящено большое 

количество публикаций, [1–20] лишь некоторые из них. Общей чертой моделей, предложенных в [1–3], 

является стремление получить возможность простой оценки остаточных напряжений. Некоторые авторы 

при построении моделей термомеханического поведения предполагают, что кристаллизующийся полимер  

показывает себя как упругий материал с малыми деформациями. Например, в [4] при этом предположении 

разработаны определяющие соотношения для аморфно-кристаллических полимеров. В [5–12] описание 

реакции полимера на термомеханическое воздействие выполнено в рамках конечных деформаций. Многие 

модели основаны на упруго-вязкопластическом подходе [7–9, 13] и предназначены или для конкретных 

полимерных материалов [5, 13], или учитывают только определенные виды напряженно-

деформированного состояния. Например, в [6] модель нацелена на представление механического 

поведения полимера в диапазоне температур, включающем температуры стеклования, для случаев 

одноосного нагружения и плоского напряженного состояния. В [8] для моделирования зависимости 

отклика аморфных полимеров от скорости деформирования и температуры в условиях больших 

деформаций предложена связанная термомеханическая теория. 

В настоящее время интерес к вопросам описания термомеханического поведения полимеров при 

фазовых превращениях обусловлен их широким использованием в тех случаях, когда у конструкционных 

материалов требуется наличие памяти формы. А в полимерах этот эффект связан именно с фазовыми или 

релаксационными переходами. В работе [14] моделируется термомеханическое поведение полимерных 

материалов в условиях релаксационных переходов. Исследованиям отклика полимеров, обладающих 

эффектом памяти формы, на деформационные воздействия, посвящены публикации [11, 12, 15–20]. Так, 

в [11, 12] строится модель поведения материала, испытывающего переход из высокоэластичного состояния 

в застеклованное и обратно в процессе деформирования и сопутствующего изменения температуры. 

Проводится сопоставление результатов вычислений с экспериментальными данными.  

Стоит отметить, что нередко предлагаемые модели базируются на гипотезе  малости деформаций и 

предназначаются для описания изменения свойств полимерных материалов в достаточно узком 

температурном диапазоне и при конкретном механизме достижения эффекта памяти формы и не могут 

отображать другие термомеханические эффекты. 

 

2. Моделирование термомеханического поведения кристаллизующейся пластины 

 

С целью иллюстрации возможностей предложенных авторами ранее определяющих соотношений 

(см. [21]), сформулированных для условий больших деформаций, в данной работе решалась модельная 

задача деформирования при охлаждении бесконечной плиты постоянной толщины, изготовленной 

из полиэтилена низкого давления. Изначально материал рассматриваемого тела нагревался 

до температуры, превышающей температуру плавления. Далее происходило охлаждение пластины, причем 

в материале протекали процессы кристаллизации, сопровождающиеся выделением тепла. Требовалось 

исследовать эволюцию деформированного состояния тела от воздействия возникающих в процессе 

охлаждения и кристаллизации температурных и усадочных деформаций. 

Решение задачи осуществлялось в два этапа. На первом этапе  решалась краевая задача нестационарной 

теплопроводности с учетом кристаллизации материала. На основе полученных данных об эволюции полей 

температуры и степени кристаллизации по толщине пластины с течением времени на втором этапе 

находилось решение краевой задачи механики кристаллизующегося полимера. Так как процесс 

деформирования пластины сопровождался большими температурными и усадочными деформациями, 

задача рассматривалась в рамках теории больших деформаций.  

 

2.1. Решение теплокинетической задачи 

 

Постановка задачи в рамках известной теплокинетической модели включала: 

– нестационарное уравнение теплопроводности  
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– уравнение кинетики неизотермической кристаллизации [22, 23]  
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– граничные и начальные условия 
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В уравнениях (1)–(3) приняты обозначения: t — время; x  — координата по толщине пластины; T  — 

температура;   — плотность материала; c  — удельная теплоемкость;   — коэффициент 

теплопроводности; 
kQ  — тепловой эффект реакции кристаллизации;    — степень кристаллизации 

материала, которая в ходе процесса изменяется от нуля до некоторого предельного значения, зависящего 

от температуры и представляющего собой равновесную степень кристаллизации p , t    ; R  — 

универсальная газовая постоянная; 
0, , ,K U A  — макрокинетические константы, определяемые 

экспериментально; h  — коэффициент теплоотдачи; pT  — температура плавления; cpT  — температура 

окружающей среды; 
нT  — начальная температура; L — половина толщины пластины. 

Численный расчет проведен для пластины из полиэтилена низкого давления. Значения его 

теплофизических и механических параметров брались из литературных источников [24–26], 

макрокинетические константы, входящие в уравнение кинетики неизотермической кристаллизации, 

приведены в таблице 1. При решении теплокинетической задачи учитывалась зависимость удельной 

теплоемкости, коэффициента теплопроводности, плотности и равновесной степени кристаллизации 

полиэтилена от температуры (Табл. 2) [24, 25].  

Таблица 1. Значения макрокинетических констант 

K , с–1 U , Дж/моль  , К pT , К 
0A  kQ , Дж/кг 

2,33104 30200 182 415 82 164000 

Таблица 2. Значения  теплофизических характеристик и равновесной степени кристаллизации в зависимости от температуры  

Т , К с , Дж/(кгК)  , Вт/(мК)  , кг/м3 p  

283 2250 0,228 947 0,9 

341 2325 0,226 923 0,87 

399 2395 0,182 832 0,41 

457 2402 0,180 794 – 

 

  
Рис. 1. Кривые распределения по толщине пластины температуры (а) и степени кристаллизации (б) в различные моменты 

времени t , c: 200 (кривые 1), 400 (2), 600 (3), 800 (4), 1000 (5) 

а

 а  

б

 а  
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Температурная краевая задача решалась численно, конечно-разностным методом. В силу симметрии 

рассматривалась только половина конструкции. Толщина пластины полагалась равной 20 мм, начальная 

температура тела составляла 450 К. Так как задача носит модельный характер, учет температурной 

зависимости коэффициента теплоотдачи не имеет принципиального значения для демонстрации 

возможностей предлагаемого подхода. Поэтому коэффициент теплоотдачи считался постоянным, 

приблизительно соответствующим случаю обтекания гладкой пластины ламинарным бесконечным 

потоком воды со скоростью 0,5 м/с [27]. Его величина равнялась 450 Вт/(м
2
·К). Используемая сетка 

содержала 100 узлов по координате x . Временной шаг составлял 0,5 с. Процесс счета прекращался 

при достижении во всех точках равновесной степени кристаллизации.  

Решение уравнения кинетики неизотермической кристаллизации находилось на каждом шаге алгоритма 

решения краевой задачи и определялось численно методом Рунге–Кутты четвертого порядка [28]. 

Для обеспечения устойчивости счета временной шаг составлял при этом 0,005 с. 

На рисунке 1 представлены кривые распределения температуры и степени кристаллизации 

для различных моментов времени. 

 

2.2. Решение краевой задачи механики кристаллизующегося полимера 

 

Для решения задачи механики использовалась «слабая» вариационная постановка, которая 

для обсуждаемого случая имеет вид [29]: 
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где 
IIP  — тензор Пиолы–Кирхгофа второго рода, С — тензор деформаций Коши–Грина, 

0V  — начальный 

объем тела. К достоинствам вариационной постановки стоит отнести то, что она сформулирована 

в исходной конфигурации, что существенно упрощает построение численных алгоритмов расчета. 

Связь тензора Пиолы–Кирхгофа, характеризующего напряженное состояние материала, с упругим 

потенциалом W определялась  как 
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где ×

t
G  — тензор меры деформаций Коши–Грина в текущий момент времени t. Связь тензора меры 

деформаций Коши–Грина с тензором деформаций Коши–Грина задавалась выражением   2t

 C G g , 

где g — метрический тензор. Определяющие соотношения для упругого кристаллизующегося полимерного 

материала брались в форме [29]: 
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В (5)  
T

  F  — тензор-градиент места, описывающий переход из конфигурации, соответствующей 

моменту времени  , в текущую конфигурацию, 


  — оператор Гамильтона, определенный относительно 

конфигурации, отвечающей моменту времени  ,   — радиус-вектор точки в текущей конфигурации, 

 
1

F ,  
1

T


F  — обратные величины тензора-градиента места F  и тензора, траспонированного 

по отношению к нему, ,a крW W  — упругие потенциалы аморфной и кристаллической фаз материала.  

Используя в качестве упругого потенциала двухконстантный потенциал Пенга–Ландела [30], 

выражение связи тензора Пиолы–Кирхгофа второго рода IIP  с тензором меры деформаций Коши–Грина 

записывали следующим образом: 
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где    
1 1T

t t

  

    G F G F , , , ,a a кр крB B  , — механические характеристики аморфной и 

закристаллизовавшейся части материала соответственно, 
1 3,I I  — первый и третий главные инварианты 

соответствующих тензоров второго ранга. 

Формулировка (4) нелинейна, так как построена на основе нелинейных геометрических и физических 

соотношений. Для создания численного алгоритма определения деформированного состояния полимерной 

пластины при охлаждении с учетом как кристаллизации ее материала, так и возникающих температурных 

и структурных деформаций выполнялась линеаризация исходной постановки. Это позволило свести 

процедуру получения решения поставленной задачи к анализу последовательности решений линейно-

упругих краевых задач в рамках теории малых деформаций. Наличие температурных и структурных 

деформаций материала, свойственных рассматриваемым процессам, является особенно важным 

при математической формулировке физических соотношений в случае использования нелинейных 

уравнений состояния. Так, в работе [31] описывается процедура, в основу которой положена линеаризация 

физических соотношений путем наложения малых 

деформаций на конечные в предположении малой 

величины температурных деформаций. При этом 

определяющие уравнения выводятся относительно 

промежуточной конфигурации, близкой к текущей.  

Построение линеаризованных геометрических 

соотношений осуществляется следующим образом. 

Сначала исходное движение тела раскладывается 

на совокупность малых движений, вызываемых малыми 

приращениями внешних воздействий. Согласно идее 

наложения малых деформаций на конечные [32], 

движение тела из начальной конфигурации в конечную 

представляется как суперпозиция его движений через 

промежуточные конфигурации. При этом перемещения 

точек тела в произвольный момент времени 

записываются в виде суммы накопленных перемещений 

и малых перемещений при трансформации 

промежуточной конфигурации в конечную. 

Предполагается, что в процессе деформирования 

тело последовательно проходит через три 

конфигурации (Рис. 2). Переход из начальной 

конфигурации в промежуточную определяется вектором перемещений 0U , а из промежуточной в 

конечную — вектором малых перемещений u . 

С учетом малости перемещений u  последнего перехода тензор упругих деформаций Коши–Грина, 

описывающий переход из начальной конфигурации в конечную, может быть представлен в виде суммы 

двух слагаемых: 

 

 T

0 0 0E   C C F e F . (7) 

 

Здесь: 
0 0,  C F  — тензор упругих деформаций и тензор-градиент места, описывающие переход из 

начальной конфигурации в промежуточную; 
E  e e e  — тензор малых упругих деформаций, 

возникающих на переходе из промежуточной конфигурации в конечную, и представляемый как разность 

полных деформаций 
T

0 0

2
       

  
e u u  и деформаций 

e , для аморфной фазы обуславливаемых 

температурными деформациями, а для кристаллической фазы — как температурными, так и структурными 

деформациями материала на рассматриваемом переходе; оператор Гамильтона 
0

  записан относительно 

промежуточной конфигурации. Таким образом, полученные соотношения (7) стали линейно зависеть 

от вектора малых перемещений u , определяющих  переход в конечную конфигурацию. 

Процедура линеаризации физических соотношений состояла в разложении выражения (6) в ряд Тейлора 

с учетом линейных слагаемых. В предположении ограниченности деформаций в рассматриваемом 

процессе линеаризованные физические соотношения записывались следующим образом: 
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Рис. 2. Конфигурации, последовательно 

приобретаемые телом в процессе деформирования: 
I – начальная, II – промежуточная, III – конечная 
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Здесь: ,  ,  а кр кр

s e e e  — тензоры, описывающие вклад малых температурных и структурных деформаций, 

возникающих при переходе из промежуточной конфигурации в конечную:   0

а a

TK T t T  e g , 

    кр кр

TK T t T   e g ,  кр

s ke g ; ,  a кр

T TK K  — коэффициенты температурного расширения для аморфной 

и кристаллической фаз; k  — коэффициент структурной усадки; 
0C  — тензор перехода из конфигурации, 

соответствующей моменту времени τ, в промежуточную; 4 a
D , 4 кр

D  — тензоры четвертого ранга 

«касательных жесткостей» аморфной и кристаллической фаз, компоненты которых зависят от 
0C  и 

0C  

и определяются в результате линеаризации соотношений (6). 

В результате процедур линеаризации вариационная постановка (4) сводилась к виду: 
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 
 P D C F e e F D C F e e e F C  (9) 

 

где * T

0 0  C F e F . 

Выражение (9), сформулированное относительно приращения перемещений, возникающих вследствие 

малых приращений температурных и структурных деформаций, стало линейным. Определение эволюции 

поля перемещений свелось к решению последовательности линейных задач относительно приращений 

перемещений на временных шагах. 

Получение решения краевых задач механики для тел сложной пространственной конфигурации 

невозможно без использования численных методик. Среди существующих численных подходов 

в настоящее время наиболее широко применяется метод конечных элементов [33], который и был выбран 

для построения дискретного аналога рассматриваемой задачи. Конечно-элементный подход 

к аппроксимации физических соотношений приводит к линейным алгебраическим соотношениям, которые  

в матричной форме имеют вид: 
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где  e  — вектор узловых неизвестных (приращений перемещений на текущем временном шаге), 

 0,B  x U  — матрица градиентов элемента,  аC  — вектор, учитывающий влияние приращений 

температурных деформаций для аморфной фазы;  крC  — вектор, учитывающий влияние приращений 

температурных и структурных деформаций для кристаллической фазы,  0

aD  U ,  0

крD 
  U  — 

матрицы «касательных жесткостей» аморфной и кристаллической фаз материала.  

Последнее соотношение может быть преобразовано к виду: 
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где         
 
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0
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t

a крD D t D d
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
            U U U . 

Соотношение (9) тоже можно записать в матричной форме: 

 

        0
e e ee

P

e

k f f    ,  

 

где символ 
e

 означает суммирование по элементам,  
e

k  — локальная матрица жесткости элемента, 

 
e

Pf ,  
e

f  — локальные векторы узловых сил, обусловленные накопленными напряжениями, 

температурными и структурными деформациями: 
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В результате сборки для всего ансамбля конечных элементов, образующих сеточный аналог расчетной 

области, получается глобальная система: 

  

       0( ) pK u F F U , (10) 

 

где  0( )K U  — глобальная матрица перемещений системы, обладающая симметрией и зависящая 

от вектора накопленных перемещений 
0U ;    ,  pF F

 — глобальные векторы «фиктивных» усилий, 

обусловленные накопленными к текущему шагу по времени напряжениями и возникающими 

на рассматриваемом переходе температурными и структурными деформациями. 

Таким образом, определение эволюции деформированного состояния пластины при охлаждении 

с учетом кристаллизации материала в условиях больших деформаций свелось к решению 

последовательности линейных задач (10), сформулированных относительно приращений узловых 

перемещений. При этом оператор в левой части (10) следует переопределять на каждом шаге по времени. 

Изменения компонент тензора деформаций Коши–Грина и тензора Пиолы–Кирхгофа при переходе в 

очередную конфигурацию находятся из соотношений (7) и (8). Временную сетку при вычислении 

перемещений удобно брать совпадающей с временной сеткой температурной задачи.  

Таблица 3. Значения механических констант 

a , Па aB , Па 
кр , Па крB , Па 

4,19106 2,08108 5,93107 1,78108 

 

Значения параметров механической модели (6), использованные в расчетах, приведены в таблице 3. 

Были приняты следующие значения коэффициентов температурного расширения для аморфной и 

кристаллической фаз и коэффициента структурной усадки материала [24, 34]: 52,8·10a

TK  К
–1

, 

50,9·10кр

TK  К
–1

, 0,1k   . Конечно-элементный аналог содержал 100 узлов. Временной шаг 

составлял 0,5 с. 

Распределения перемещений по толщине пластины в различные моменты времени представлены 

на рисунке 3. Для сравнения приведены кривые, отвечающие решению аналогичной задачи на основе 

линейных физических и геометрических соотношений [22]. Как видно из графиков, с ростом времени 

расхождение результатов, полученных для нелинейной и линейной постановок рассматриваемой задачи, 

возрастает. 

 
Рис. 3. Зависимости от времени перемещений характерных точек, имеющих различную координату x , м: 0,005 (кривые 1), 

0,0075 (2), 0,01 (3); сплошные линии соответствуют результатам, полученным по нелинейной модели, пунктирные – 

по линейной 
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3. Выводы  
 

С использованием предложенного подхода, основанного на процедуре линеаризации вариационной 

постановки краевой задачи термомеханики кристаллизующейся среды, исследован процесс эволюции 

деформированного состояния охлаждаемой полимерной плиты в условиях больших деформаций. 

Полученые результаты свидетельствуют, что к моменту завершения процесса кристаллизации деформации 

в пластине достигают 9,8%, что говорит о необходимости решения рассматриваемой задачи в рамках 

теории конечных деформаций. Выявлено, что данные, рассчитанные по нелинейным определяющим 

соотношениям, построенным авторами ранее, отличаются от данных, вычисленных в рамках линейной 

модели, при этом их расхождение увеличивается в течение всего процесса кристаллизации. 
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