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С НЕЛИНЕЙНОЙ СВЯЗЬЮ МЕЖДУ ДЕФОРМАЦИЯМИ  
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Представлена математическая модель, описывающая распространение плоской продольной волны во флюидонасыщенной 

пористой среде с учетом геометрической нелинейности жидкой компоненты среды. Нелинейная связь между деформациями и 

перемещениями уточняет классическую теорию Био, в рамках которой рассматривается флюидонасыщенная пористая среда. 
Построены эволюционные уравнения для смещений скелета среды и жидкости в порах. Показано, что если жидкость удерживается 

в порах, то распространение волны описывается уравнением, которое обобщает известное уравнение Бюргерса и имеет решение 

в виде стационарной ударной волны, возникающей в результате взаимной компенсации эффектов нелинейности и диссипации. 
Определена зависимость ширины фронта ударной волны от вязкости флюида, насыщающего поры, и амплитуды ударной волны. При 

увеличении коэффициента вязкости профиль волны становится более крутым, то есть ширина фронта волны уменьшается. С ростом 

амплитуды волны ширина фронта, в зависимости от остальных параметров исходной системы, может как увеличиваться, так и 
уменьшаться. Относительно параметра вязкости флюида проанализированы предельные случаи полученного обобщенного уравнения 

Бюргерса. Если жидкость беспрепятственно перетекает в порах, то система эволюционных уравнений сводится к одному уравнению 

простой волны, то есть распространение плоской продольной волны в пористой среде представляется известным уравнением 
нелинейной волновой динамики – уравнением Римана. Уравнение отвечает нелинейным волнам, для которых характерно укручение 

переднего фронта с последующим опрокидыванием, возникающим в результате нарастания нелинейных эффектов в отсутствие 

компенсирующих факторов, таких как дисперсия и диссипация. 

Ключевые слова: пористая среда (среда Био), геометрическая нелинейность, обобщенное уравнение Бюргерса, стационарная 

ударная волна, волна Римана 
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A mathematical model is presented to describe the propagation of a plane longitudinal wave in a fluid saturated porous medium, taking into 

account the geometric nonlinearity of the liquid component of the medium. The nonlinear relationship between deformations and displacements 

refines the classical Biot’s theory, within the framework of which a fluid saturated porous medium is considered. Evolutionary equations 
for the displacements of the skeleton of the medium and fluid in the pores are obtained. It is shown that, if the liquid is confined in the pores, 

then the wave propagation is described by an equation that generalizes the well-known Burgers equation and has a solution in the form 

of a stationary shock wave resulting from mutual compensation of the effects of nonlinearity and dissipation. The dependence of the width 
of the shock wave front on the viscosity of the fluid saturating the pores and the shock wave amplitude is determined. As the viscosity 

coefficient increases, the wave profile becomes steeper, i.e., the wave front width decreases. With an increase in the wave amplitude, the front 

width can either increase or decrease, depending on the other parameters of the original system. The limiting cases of the obtained generalized 
Burgers equation are analyzed with respect to the fluid viscosity parameter. If the liquid flows freely in the pores, then the system 

of evolutionary equations is reduced to a single equation of a simple wave, i.e., the propagation of a plane longitudinal wave in a porous 

medium can be described by the well-known equation of nonlinear wave dynamics – the Riemann equation. The equation describes 
the nonlinear waves, which are characterized by a steepening of the leading edge with subsequent overturning resulting from the growth 

of nonlinear effects in the absence of compensating factors such as dispersion and dissipation. 

Key words: porous medium (Biot medium), geometric nonlinearity, generalized Burgers equation, stationary shock wave, Riemann wave 
 

 

При изучении процессов в геофизике, механике природных и искусственных композиционных 

материалов широко используются математические модели деформируемых пористых сред. При этом 

в расчетах применяются как классические модели, восходящие к работам М.А. Био [1, 2], Я.И. Френкеля 

[3], Ф. Гассмана [4], Л.Я. Косачевского [5], так и их последующие модификации [6–36].  

Авторы большинства перечисленных работ ограничиваются в своих исследованиях линейной теорией 

пороупругости, однако, как показано экспериментально в [37], нелинейные эффекты в пористых 

материалах могут быть существенными, что также представляет интерес. Нелинейное обобщение модели 

Био произведено в [38]. 

Уравнения, описывающие движение флюидонасыщенной пористой среды в одномерном случае 

с учетом геометрической нелинейности твердой и жидкой фаз, имеют вид: 
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 (1) 

 

где  ,U U x t ,  ,V V x t  — смещения скелета и жидкости в порах вдоль координаты x  со временем t , 

11 , 
22  — эффективные плотности, соответственно, скелета и жидкости в порах, 

12  — коэффициент 

массовой связи между флюидом и твердой фазой, 
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A , N , Q , R  — упругие константы,   2

prb K   ,   — динамическая вязкость флюида,   — 

коэффициент пористости, prK  — коэффициент проницаемости. 

Решение системы уравнений (1) ищем в виде асимптотических разложений по малому 

параметру 1  : 

 

    0 1
...U U U    ,          0 1

...V V V     .   

 

Вводим новые переменные x ct   , t   . Такой выбор переменных объясняется тем, что возмущение, 

распространяясь со скоростью c  вдоль оси x , медленно эволюционирует во времени из-за нелинейности, 

дисперсии и диссипации. Считаем, что в системе (1) нелинейность имеет первый порядок малости по   

и вязкость является малой величиной. 

В данной работе ограничиваемся рассмотрением нелинейности только относительно функции 

смещений жидкости  ,V   . 

В нулевом приближении по   получаем следующую систему уравнений: 
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Условие существования ненулевого решения этой системы дает следующее биквадратное уравнение 

для определения скорости: 
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где 2

1 11 22 12m     ,  2 12 11 222 2m Q R A N     ,   2

3 2m R A N Q   . Для существования двух 

действительных и положительных корней уравнения необходимо выполнение неравенств одной 

из двух следующих систем: 
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Связи присоединенной плотности массы 12  с истинными плотностями фаз даны, например, в [2] 

и имеют вид: 11 1 12    , 22 2 12    , 12 0  , 1 , 2  — плотности твердой и жидкой фаз 

соответственно. Очевидно, что 1 0m  . 

Первое приближение по параметру   приводит к системе эволюционных уравнений: 
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Здесь введены обозначения:  
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Система (2) может быть сведена к одному уравнению для функции продольной деформации G : 
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Известно, что классическим уравнением для описания волн в нелинейной недиспергирующей среде 

с диссипацией является уравнение Бюргерса [39, 40]. Из полученного уравнения (3) видно, что дисперсия 

в рассматриваемой среде отсутствует. Уравнение (3) от уравнения Бюргерса отличают вторая производная 

по времени и еще одно квадратично-нелинейное слагаемое — производная по времени от имеющейся 

в уравнении Бюргерса квадратичной нелинейности. Диссипативные слагаемые входят в уравнение (3) 

как  явно, так и неявно. Явно в уравнении фигурирует только одно диссипативное слагаемое. Но отчасти 

диссипативным проявляет себя дополнительное, по сравнению с уравнением Бюргерса, нелинейное 

слагаемое. Об этом свидетельствует линейное приближение относительно малых возмущений. Наличие 

в уравнении (3) нелинейных и диссипативных слагаемых позволяет сделать предположение о возможности 

существования стационарных ударных волн в среде. 

Рассмотрим стационарную волну  G G  , где v     — бегущая координата. Уравнение (3) 

принимает вид: 
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Уравнение (4) с точностью до коэффициентов похоже на уравнение, приведенное в [40], но отличается 

от него последним слагаемым. Уравнение (4) имеет решение в виде стационарной ударной волны. 

Интегрируя уравнение один раз по бегущей координате с учетом граничных условий 
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приходим к выражению для скорости нелинейной волны: 
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Найденное в результате однократного интегрирования уравнение далее с помощью метода разделения 

переменных интегрируем еще раз, учитывая скорость ударной волны (5). При повторном интегрировании 

константу интегрирования принимаем равной нулю. Получаем решение в неявном виде: 
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Производная представляется как 
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где G  определяется из уравнения (6). 

Профили решения  G   и производной  G   при различных значениях коэффициента вязкости b  

приведены на рисунках  1 и  2.  Из рисунков видно, что профиль решения уравнения (6) имеет вид кинка — 

плавного перепада между двумя значениями функции, у которого отсутствует симметрия относительно 

точки перегиба. При уменьшении коэффициента вязкости профиль волны становится более пологим, 

то есть ширина фронта волны увеличивается. 

 

  
Рис. 1. Профиль стационарной ударной волны  G   

при различных значениях коэффициента вязкости b : 

1b  (сплошная линия), 
2b  (пунктирная), 

3b  (штрихпунктирная); 
3 2 1b b b   

Рис. 2. Зависимости  G   (сплошная линия) и  G   

(пунктирная, график сдвинут по оси ординат вверх 

на величину 
1G ) 

 

Параметры ударной волны, возникающей в результате взаимной компенсации эффектов нелинейности 

и диссипации, связаны соотношением: 
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где 
2 1A G G   — амплитуда ударной волны,   — характерная ширина фронта ударной волны, v  — 

скорость ударной волны, которая определяется выражением (5). 

Из соотношения (7) видно, что зависимость между шириной фронта результирующей волны и 

вязкостью флюида является обратно пропорциональной. По отношению к амплитуде ширина фронта этой 

ударной волны ведет себя обратно пропорционально при 1a v A  и прямо пропорционально при 1a v A . 

Связь между параметрами ударной волны теперь иная, чем у стационарной ударной волны уравнения 

Бюргерса. В классическом уравнении Бюргерса ширина фронта прямо пропорциональна вязкости. 

При стремлении b  к нулю, то есть когда вязкость пренебрежимо мала и жидкость беспрепятственно 

перетекает в порах, уравнение (3) при последующем интегрировании по   переходит в уравнение: 
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которое является уравнением простой волны или уравнением Римана [39–42] и может быть решено 

методом характеристик как уравнение в частных производных первого порядка. 

По мере распространения возмущения, описываемого уравнением (8), профиль волны искажается. 

С течением времени и, соответственно, с увеличением пройденного волной расстояния ее передний фронт 

(обращенный в направлении движения) становится более крутым, а задний — более пологим. Разные 

участки профиля волны бегут с разными скоростями. Опрокидывание волны произойдет в момент, когда 
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первый раз пересекутся характеристики — при времени 
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Эйлера (экспонента). 

Заметим, что в другом предельном случае, когда b  — бесконечно большая величина, также получаем 

уравнение Римана. 

В природе, технике и технологиях часто встречаются пористые жидконасыщенные материалы 

с наполненными жидкостью и хаотически расположенными полостями. При определенных условиях 

полости под воздействием упругой волны колеблются и существенно влияют на закономерности ее 

распространения. В [43–45] показано, что, наряду с геометрической (нелинейной связью между 

деформациями и перемещениями) и физической (нелинейной связью между напряжениями и 

деформациями) нелинейностями, важно учитывать полостную нелинейность. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (грант № 20-19-00613). 
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