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Представлена и подвергнута верификации математическая модель деформируемого твердого тела с мезоскопическими 

дефектами. Предложенные ранее определяющие соотношения позволяют описывать деформационное поведение типичных 

упруговязкопластических материалов (металлов и сплавов) в широком диапазоне скоростей деформаций, температур и напряжений. 
Разработаны и реализованы методики идентификации неизвестных параметров модели на основе решения ряда задач оптимизации 

с привлечением данных независимых экспериментов. При определении параметров наряду со сведениями из авторских 

экспериментов использовалась  информация из литературных источников. Проведен эксперимент по высокоскоростному соударению 
с преградой цилиндрического образца в виде стержня (тест Тейлора–Гопкинсона) с регистрацией поля температуры в процессе 

деформирования. Полученные данные служили основой для верификации модели. Для сравнения проводились расчеты в трехмерной 

и осесимметричной постановках. Сформулированные краевые задачи решались численно методом конечных элементов. Выявлено, 
что численные и опытные результаты хорошо согласуются: совпадает форма стержня после соударения и измеренная температура 

(диссипация механической энергии при неупругом деформировании). Это свидетельствует об адекватности разработанной 

математической модели и говорит о возможности ее применения для решения задач механики деформируемого твердого тела как 
фундаментального характера, так и прикладных (инженерных). Проведен анализ эффективности распараллеливания вычислений. 

Показано, что при расчете на восьми ядрах можно получить ускорение до пяти раз. Это дает основание предположить, что 

при дальнейшем увеличении числа ядер (процессоров) такая тенденция сохранится. 

Ключевые слова: металлы, сплавы, динамическое нагружение, стержень Гопкинсона–Кольского, тест Тейлора, определяющие 

соотношения упруговязкопластичности 
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The mathematical model of a solid with mesoscopic defects is validated. The proposed constitutive relations allow one to describe 

the deformation behavior of typical elastic-viscoplastic materials (metals and alloys) in a wide range of strain rates, temperatures and stresses. 

Methods for identifying unknown parameters of the model based on solving a number of independent optimization problems using data from 
independent experiments have been developed and implemented. For identification, we used both the results of a literature review and the 

experimental data obtained. The experiment study on high-speed collision of a cylindrical specimen with an obstacle in the form of a bar 

(Taylor–Hopkinson test) was carried out with registration of the temperature field during deformation. The experimental data were used 
to verify the model. For comparison, the calculations were performed in three-dimensional and axisymmetric statements. The formulated 

boundary value problems were solved numerically by the finite element method. The results of numerical calculations are in good agreement 

with the  experimental data: the shape of the specimen after collision, as well as the measured temperature (mechanical energy dissipation 
during inelastic deformation), coincide. This confirms the adequacy of the developed mathematical model and indicates that it can be used 

to solve both fundamental and applied problems of solid mechanics. The analysis of parallelism efficiency has shown that the use of eight cores 

yields a five-fold acceleration and that, with a further increase in the number of cores (processors), this trend will continue. 

Key words: metals, alloys, dynamic loading, Hopkinson–Kolsky bar, Taylor test, elastic-viscoplastic constitutive relations 

 

 

1. Введение 

 

Актуальной задачей современного машино- и авиастроения является предсказание прочностных 

характеристик соответствующих конструкций на этапе их проектирования посредством численного 

моделирования. Для этого необходима разработка таких определяющих соотношений (ОС), которые 

позволят рассчитать отклик материала на приложенные нагрузки в широком диапазоне напряжений, 

скоростей деформаций и температур, в том числе с учетом сложного напряжено-деформированного 

состояния. Построение ОС связано с введением внутренних переменных и большого числа параметров, 

подлежащих определению. Как правило, параметры находятся из относительно простых экспериментов 

на одноосное растяжение/сжатие. Однако для адекватного описания поведения реальных конструкций 

уравнения с этими параметрами должны давать возможность рассчитывать трехосное напряженно-

деформированное состояние. Поэтому после идентификации параметров построенные математические 

модели обязательно верифицируются. 

http://dx.doi.org/10.7242/1999-6691/2020.13.4.35
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Одним из способов верификации является тест Тейлора [1] — эксперимент, который заключается 

в высокоскоростном соударении цилиндрического стержня с жесткой преградой. В ходе эксперимента 

в стержне из исследуемого материала реализуется неоднородное напряженно-деформированное состояние, 

а скорости деформации достигают 10
5
 с

−1
. Этот эксперимент позволяет определять механические 

характеристики материала, в частности  динамический предел текучести [2−4]. При помощи данной 

методики исследуют титановые сплавы [5, 6], стали [7], медь [8, 9], алюминиевые сплавы [9−11], в том 

числе пористые [12]. Верификация модели включает проведение расчета, соответствующего эксперименту, 

и сравнение вычисленной с учетом деформирования формы стержня с приобретенной в эксперименте. 

Подобный метод верификации широко применяется для различных моделей: Джонсона−Кука [13], 

Зерилли−Армстронга [14], моделей с линейным упрочнением [2], других авторских наработок [8, 15]. 

Целью настоящей работы является проверка адекватности представленной модели деформируемого 

твердого тела с использованием теста Тейлора. Верификация проводилась на примере сплава АМг6 — 

материала, широко востребованного в авиамоторостроении. 

 

2. Экспериментальная постановка 

 

Схема эксперимента приведена на рисунке 1. Образцы имели форму цилиндров диаметром 12 мм и 

длиной 80 мм. С целью повышения коэффициента излучения поверхности образца при его нагреве (что 

необходимо для инфракрасных измерений температуры поверхности) образцы покрывались тонким  

 

 

 

Рис. 1. Схема эксперимента: 1 – стальной стержень диаметром 25 мм, 2 – образец (ударник), 3 – поле зрения инфракрасной 

камеры на поверхности образца,  4 – отсекатель, 5 – направляющая, 6 – ствол пушки; стрелкой показано направление удара 

 

слоем сажи. Для центровки 

образцов в стволе пневматической 

пушки на 3D принтере печатались 

поддоны и направляющие (Рис. 2). 

Направляющая изготавливалась 

таким образом, чтобы она легко 

ломалась при взаимодействии 

с установленным на выходе 

из ствола кольцом−отсекателем и 

не перекрывала поле зрения  

инфракрасной камеры. Образец 

разгонялся в стволе до заданной 

скорости. При ударе об отсекатель 

и разрушении направляющая 

теряла скорость. Это позволяло 

регистрировать поверхностную 

температуру образца в поле зрения камеры 3 (Рис. 1) в течение 250 мкс после удара образца о стальной 

стержень. Применялась высокоскоростная инфракрасная камера FLIR SC5010. Интервал между кадрами 

составлял 50 мкс. Камера предварительно калибровалась в диапазоне температур 20−150°C 

с использованием в качестве объекта измерений образца для испытаний. Это обуславливалось тем, что на 

выбранной частоте съемки (20000 кадр/с) диапазон возникающих температур заведомо находился 

вне диапазона заводских настроек камеры. Также, во избежание большого разброса характеристик 

отдельных пикселей матрицы цифровой камеры, требовалась индивидуальная калибровка для каждого 

пикселя. Съемка образца 2 производилась до и во время соударения с преградой 1 (Рис. 1). По данным 

измерений поверхностная температура недеформированного образца составляла 29°C. Соосность удара 

  

  

Рис. 2. Форма поддона (а) и направляющей (б) для образца 

  

 

  

 
 

 

 

1 2 3 4 5 6 

б

  а 

а

  а 



 Ю.В. Баяндин, Д.А. Билалов, С.В. Уваров. Верификация широкодиапазонных определяющих соотношений… 451 

обеспечивалась за счет изготовленных из пластика поддона и направляющей 5 (Рис. 2), отсекатель 4 

применялся для обеспечения видимости в области определения поверхностной температуры. 

Экспериментальные результаты представлены ниже вместе с полученными из расчета. 

Образцы из сплава АМг6 были отожжены при температуре 500°C в течение 4 часов. Данный режим 

выбран по результатам исследований [16], где установлено, что при дифференциальной сканирующей 

калориметрии деформированных образцов из этого сплава высвобождение накопленной при пластической 

деформации энергии прекращается при температурах 350−400°C.  

 

3. Система полевых уравнений 

 

Полная система полевых уравнений для описания деформационного поведения материала имеет вид:  

 

 ρ =v σ , (1) 

 ρ+ρ = 0 v , (2) 

  T1
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В выражениях (1)–(11) приняты следующие обозначения:   — массовая плотность; v  — вектор скорости 

(точка над символом указывает на материальную производную переменной); σ , 
sσ  и 

dσ  — тензор 

напряжений и его шаровая и девиаторная части; ( )   — оператор градиента в текущей конфигурации; 

 —D  тензор деформации скорости, 
p

ε  — тензор пластических деформаций;  , G  — упругие константы 

материала; E  — единичный тензор;  0 2 3 : cε ε D D  — интенсивность скорости деформации,  

1cε  с
−1

 — обезразмеривающий множитель; k  — константа Больцмана;  , p , p  — положительные 

кинетические коэффициенты; n , pn  — константы, отвечающие за скоростную чувствительность 

материала; F  — потенциал неравновесной свободной энергии Гельмгольца; p  — тензор плотности 

микросдвигов; :p  p p  — интенсивность микросдвигов; c  — удельная теплоемкость;   — 

коэффициент теплопроводности; T  — температура;     — оператор Лапласа; mF ,  , 
1 4c c  — 

константы аппроксимации свободной энергии Гельмгольца F ; cT , m  — константы аппроксимации 

характерной энергии активации U ; R  — ортогональный тензор полярного разложения градиента места 

 F R U , где U  — правый симметричный положительно определенный тензор искажений. 

Широкодиапазонные определяющие соотношения (5), (7), (8) в общем виде предложены в [17]. 

Структура уравнений и аппроксимация для потенциала неравновесной свободной энергии (10) 

предложены в [18, 19]. В [20, 21] описаны зависимости для характерных времен релаксации. В работе [22] 

конкретизирован вид аппроксимации для энергии активации (9). В [23] обозначены доли диссипируемой и 

запасенной энергий при неупругом деформировании (11). Используемые соотношения для закона Гука (5) 

обоснованы в [24], а для объективной производной Грина−Нагди (6) в упруговязкопластических 

соотношениях — в работе [25]. 
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4. Идентификация параметров модели 

 

Кинетические коэффициенты 
 , p , p  определялись из решения задачи минимизации невязки 

между экспериментальной и расчетной диаграммами деформирования при характерной скорости 

деформации 1 с
−1

 и температуре 25°C. Результат численного моделирования в сравнении 

с экспериментальными данными представлен на рисунке 3. При построении диаграмм использовались 

логарифмическая мера деформации и истинные напряжения. 

Параметры, отвечающие за скоростную чувствительность материала ( n  и pn ), находились 

по экспериментальным значениям предела текучести 

при различных скоростях деформации. Исходными 

данными служили значения кинетических 

коэффициентов, полученные на предыдущем шаге. 

Испытания проводились при температуре 25°C. 

За предел текучести в расчете  принималось 

напряжение при величине неупругой деформации 

0,2%. Результат представлен в таблице 1. 

Константы, отвечающие за термическое 

разупрочнение (
cT  и m ), идентифицировались путем 

решения задачи минимизации разности между 

экспериментальными и расчетными пределами 

текучести при характерной скорости деформации 1 с
−1

 

и различных температурах. Результаты содержит 

таблица 2. 

Таблица 1. Расчетный и экспериментальный пределы текучести при различных скоростях деформации 

Скорость деформации, с−1 
Предел текучести 

(расчет), МПа 

Предел текучести 

(эксперимент), МПа 

Источник экспериментальных 

данных 

1 164 165 Данная работа 

520 176 175 [26] 

Таблица 2. Расчетный и экспериментальный пределы текучести при различных температурах 

Температура, °C 
Предел текучести 
(расчет), МПа 

Предел текучести 
(эксперимент [27]), МПа 

Относительная 
погрешность, % 

25 164 165 0,6 

100 153 160 4,4 

200 117 135 13,3 

300 72 60 16,7 

 

Далее представлен полный набор констант для сплава АМг6: 

− константы, известные из литературы [27]:
 

2640   кг/м
3
, 41   ГПа, 27G  ГПа, 922c   Дж/(кг∙K), 

122   Вт/(м·K); 

− идентифицированные константы: 93,36 10

   (Па∙с)
−1

, 
90,52 10p



   (Па∙с)
−1

, 
90,27 10p

   (Па∙с)
−1

, 

0.985pn n   , 287cT  °C, 2m  ; 

− константы аппроксимации термодинамического потенциала F : 
1 0,00535972c   , 

2 0,519c  , 

3 0,581,c   
4 0,006c  , 1,15  ; значение константы 

1c  рассчитывается точно из уравнения 2 4

1

3

c c
c

c
  , 

вытекающего из условия 
0, 0

0
p

F

p
 





. 

Стержень, который, в отличие от ударника, изготовленного из АМг6, сделан из высокопрочной 

мартенситно-стареющей стали 02Н18К9М5Т-ВИ ( 1,91в   ГПа), описывался определяющими 

соотношениями линейной теории упругости. Константы для материала стержня были следующими: 

7800  кг/м
3
, модуль Юнга 210E  ГПа, коэффициент Пуассона 0,28  . 

 

 

 
Рис. 3. Расчетная (сплошная линия) и 

экспериментальная (точечная линия) диаграммы 

деформирования  
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5. Краевые условия 

 

Геометрия задачи в осесимметричной постановке изображена на рисунке 4. В начальный момент 

времени образец–ударник вплотную прилегал к стержню–преграде. Для всего объема образца pV  известна 

начальная скорость соударения 
0 156

p
x V

v v    м/с, измеренная в эксперименте; в радиальном 

направлении скорость нулевая: 0
p

r V
v  м/с, начальная температура равна комнатной: 

0 29
pV

T T  °C. 

Стержень имеет нулевую начальную скорость. 

 

 
 

Рис. 4. Геометрия расчетной области осесимметричной задачи 

 

Заданы условия на границах: 

− на aS   условия симметрии: 0
a

r S
u  , 0

a
x S

t  . Здесь  ,x ru uu  — вектор перемещений,  v u , 

 ,   x rt t  t σ n  — вектор усилий,  ,x rn nn  — вектор нормали к поверхности; 

− на bS  запрет перемещений по оси x : 0
b

x S
u  , 0

b
r S

t  ; 

− на fS  условие свободной поверхности: 0
fS

 σ n ; 

− на cS  условие контактного взаимодействия:    
c cS S

     σ n τ σ n n , где  ,x r  τ  — касательный 

вектор к поверхности, μ — коэффициент трения. 

− на всей границе ударника выполняются условия адиабатичности: 
p

n V
T


  0 , где оператор 

n  nn

задает проекцию на нормаль n , а диада nn  является проектором. 

Геометрия расчетной области задачи в трехмерной постановке изображена на рисунке 5. 

Краевые условия трехмерной постановки аналогичны осесимметричной, за исключением условий 

на оси симметрии: 

− начальные условия:  
0 156

p
x V

v v    м/с,  0
p

y V
v   м/с,  0

p
z V

v   м/с,  
0 29

pV
T T  °C;  

− граничные условия:  0
b

x S
u  , 0

b
r S

t  ,  0
fS

 σ n ,     
c cS S

     σ n τ σ n n ,  
p

n V
T


  0 ,  

 , ,x y zu u uu ,   , ,x y zt t t  t σ n ,   , ,x y zn n nn ,    , ,x y z   τ . 

 

 
 

Рис. 5. Геометрия расчетной области трехмерной задачи 

 

6. Результаты численного моделирования 

 

Задача (1)−(11) в совокупности с краевыми условиями решалась численно, методом конечных 

элементов. Определяющие соотношения реализованы в процедуре VUMAT в инкрементальной форме 

в рамках явной схемы интегрирования с автоматическим выбором шага по времени, которая встроена 

в решатель Abaqus\Explicit и показала свою эффективность в динамических задачах. Область численного 

интегрирования покрывалась равномерной сеткой с характерным шагом аппроксимации по пространству 

0,25 мм (для ударника) и 5 мм (для стержня) в трехмерной постановке и 0,1 мм (для ударника) и 10 мм 

(для стержня) в осесимметричной постановке. В трехмерном случае использовались элементы в виде 

гексаэдров, в осесимметричном — четырехугольные конечные элементы. Шаг интегрирования по времени 

имел порядок 10
−8

 с. 

Расчетный период времени составлял 200 мкс. Установлено, что этого промежутка достаточно для того, 

чтобы образец и стержень пришли в состояние относительного равновесия. Из рисунка 6 видно, что 
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к указанному времени радиальные перемещения на торце ударника выходят на стационарные значения, 

а напряжения становятся малыми, не способными для дальнейших существенных изменений формы. 

Далее, при сравнении с экспериментальными данными, результаты расчетов приводятся в конце 

испытаний в момент времени 200 мкс. 

Радиальные перемещения, полученные в расчетах и эксперименте, представлены на рисунке 7. При их 

сравнении видно хорошее качественное и количественное соответствие. Максимальная относительная 

погрешность составила 7%. 

 

  
Рис. 6. Напряжение Мизеса (а) и радиальные перемещения (б) на торце ударника в зависимости от времени 
 

Рисунок 8 содержит распределение температуры на поверхности стержня, измеренной в эксперименте и 

полученной в расчетах. Несоответствие значений на торце может быть связано с рядом причин. Во-первых, 

пространственное разрешение инфракрасной камеры гораздо меньше дискретизации по пространству 

в численной модели. Поэтому не исключено, что пик температуры не был уловлен. Во-вторых, камера 

могла не снять температуру на торце вследствие технических сложностей контактного взаимодействия 

цилиндров различного диаметра (ударника и стержня): из-за съемки на расстоянии под определенным 

углом торец стержня мог закрыть торец ударника. Поэтому значения на торце не учитываются при расчете 

погрешности. Погрешность также могла быть обусловлена неучетом термоупругого эффекта в уравнении 

(11), однако он вносит пренебрежимо малый вклад. Наибольшая погрешность наблюдается на расстоянии 

8−20 мм от торца (Рис. 8). На этом же расстоянии расчет дает заниженную оценку по перемещениям 

(Рис. 7), соответственно, занижены и деформации, вследствие чего из уравнения (11) получается 

заниженная оценка температуры. Относительная погрешность при расчете температуры составляет 11%. 

 

  
Рис. 7. Радиальные перемещения вдоль длины ударника 
после соударения 

Рис. 8. Температура на поверхности ударника 
в зависимости от его длины после соударения 

 

В процессе соударения в различных областях ударника реализуются разные скорости деформации. Так, 

в начале соударения вблизи торца они достигают значений от 2∙10
4
 до 10

5
 с

−1
 (Рис. 9), что существенно 

выше скоростей деформации, при которых проводилась идентификация параметров модели (520 с
−1

). Тем 

не менее, конечная форма ударника описывается с высокой точностью. Это говорит о том, 

что предложенная модель обладает не только описательной, но и предсказательной способностью. Также 

наблюдается характерная коническая конфигурация (результаты на Рис. 9 представлены 

для осесимметричной задачи), которая типична при нагружении цилиндрических образцов  

 

а

  а 

б

  а 
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как в квазистатических, так и в динамических экспериментах. Отличие от стандартных испытаний 

на сжатие цилиндров, в которых распределение имеет вид двойного конуса с пересечением в центре 

образца,  заключается в том, что в тесте Тейлора неупругая деформация начинает развиваться со стороны 

удара (от левого торца образца, см. Рис. 9), поэтому вершина конуса находится также на торце образца. 

На рисунке 10 приведены результаты расчетов без учета скоростной чувствительности 

(при 1pn n n    ). Видно, что в данном случае расчет количественно не соответствует эксперименту 

(относительная погрешность 15%). Результаты согласуются лишь на отрезке от 30 до 40 мм, где скорости 

деформации малы (близки к 1 с
−1

). Этим подтверждается необходимость учета упрочнения за счет 

повышения скорости деформации и иллюстрируется способность предложенной модели описывать 

упрочнение в широком диапазоне скоростей деформирования. 

 

  
Рис. 10. Радиальные перемещения по длине ударника 

после соударения с учетом/неучетом скоростной 
чувствительности материала 

Рис. 11. Зависимость ускорения вычислений 

от количества используемых ядер 

 

Дополнительно был проведен анализ эффективности распараллеливания вычислений при решении 

поставленной задачи. На рисунке 11 изображен график ускорения расчетов в зависимости от количества 

ядер процессора. Возможность распараллеливания расчетов очень важна, и особенно, когда речь идет 

о проектировании и оценке прочности для реальных конструкций. Подобные задачи содержат большие 

области интегрирования,  их сложная конфигурация требует порой детального разбиения на конечные 

элементы, что приводит к огромным временным затратам на решение. При небольшом числе 

используемых вычислительных ядер наблюдается линейный рост величины ускорения счета, а затем  

снижение эффективности распараллеливания. 

 

7. Выводы 

 

В работе реализованы динамические эксперименты в постановке теста Тейлора–Гопкинсона 

с одновременной регистрацией поверхностной температуры образца, которые использовались далее для 

верификации разработанной в лаборатории «Физические основы прочности» ИМСС УрО РАН 

математической модели упруговязкопластических материалов (металлов и сплавов). Построенные 

широкодиапазонные определяющие соотношения для твердого тела с дефектами учитывают накопление 

дефектов (микросдвигов) и диссипацию энергии за счет неупругих деформаций. Процедура 

идентификации параметров модели, отвечающих за неупругое деформирование материала, проведена 

  

Рис. 9. Распределение скорости деформации (с−1) в момент 4t   мкс 
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в несколько этапов по данным одноосного квазистатического нагружения (осадки цилиндрического 

образца) и динамических испытаний (стерженя Гопкинсона–Кольского).  

Краевая задача о соударении цилиндрического образца из АМг6 со стальным стержнем (в постановке 

теста Тейлора–Гопкинсона) решалась численно, методом конечных элементов, в осесимметричной и 

трехмерной постановках. Получено хорошее соответствие результатов численного моделирования  данным 

эксперимента, погрешность для радиальных перемещений составила 7%, для температуры — 11%. Таким 

образом, можно заключить, что разработанная математическая модель поведения деформируемого 

твердого тела при квазистатических и динамических нагружениях является адекватной, и разработанные 

определяющие соотношения позволяют описывать деформирование материалов в широком диапазоне 

скоростей нагружения с учетом накопления повреждений (микросдвигов) и диссипации энергии. 

Работа выполнена в рамках государственного задания Министерства науки и высшего образования 

Российской Федерации (тема АААА-А19-119013090021-5). 
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