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В статье приведено точное решение задачи установившегося диффузионного слоистого течения типа Куэтта вязкой несжимаемой 
жидкой бинарной смеси, индуцированное параболическим ветром, заданным на одной из границ области течения. Течение 

моделируется уравнениями концентрационной конвекции, состоящими из уравнений Навье–Стокса (в приближении Буссинеска), 

уравнения несжимаемости и уравнения изменения концентрации легкой фазы бинарной смеси. Решение данной нелинейной 
переопределенной системы уравнений ищется в рамках класса Линя–Сидорова–Аристова. Показана разрешимость редуцированной 

системы уравнений относительно компонент поля скорости, полей концентрации и давления. В качестве области течения выбран 

плоский горизонтальный бесконечный слой постоянной толщины. Отличительной особенностью построенного точного решения 
является учет свойства непроницаемости твердой гидрофильной поверхности, ограничивающей снизу область течения. В ходе 

анализа полученных формул для распределения поля скорости установлено, что иногда течение может быть сведено 

к однонаправленному. В общем же случае каждая из ненулевых компонент вектора скорости способна иметь не более одной нулевой 
точки внутри слоя, причем они будут совпадать друг с другом только при условии, что течение реализуется как однонаправленное. 

Обнаружено, что соответствующее поле касательных напряжений стратифицируется на две зоны, в пределах каждой из которых 

напряжение имеет постоянный знак и меняет его при переходе из зоны в зону. При исследовании поля концентрации выявлена 
принципиальная возможность расслоения поля фоновой концентрации на две зоны от референсного значения. При этом поле 

фонового давления, в отличие от отсчетного, будет состоять уже из трех частей. Таким образом, полученное решение может 
описывать возвратные течения, локализующиеся (при определенных сочетаниях краевых параметров и физических характеристик 

жидкости) вблизи границ рассматриваемого слоя жидкости. 

Ключевые слова: диффузионное слоистое течение, уравнение Навье–Стокса, точное решение, переопределенная система, 
стратификация, возвратные течения, противотечения 

 

 

EXACT SOLUTION FOR STABLE CONVECTIVE CONCENTRATION FLOWS  
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The paper presents an exact solution describing a steady-state diffusion layered Couette-type flow of a viscous incompressible fluid binary 

mixture, induced by specifying a parabolic wind at one of the boundaries of the flow region. The flow is modeled using the system of equations 
of concentration convection, which consists of the Navier–Stokes equations (in the Boussinesq approximation), the incompressibility equation, 

and the equation for changing the concentration of the light phase of a binary mixture. The solution of this nonlinear overdetermined system 

of equations is sought within the framework of the Lin–Sidorov–Aristov class. The solvability of the reduced system of equations with respect 
to the components of the velocity field, concentration and pressure fields is shown. A plane horizontal infinite layer of constant thickness is 

considered as the flow region. A distinctive feature of the presented exact solution is taking into account the impermeability property of a solid 

hydrophilic surface, which limits the fluid layer under consideration from below. In the course of analyzing the exact solution describing the 
distribution of the velocity field, it was shown that in some cases the flow can be reduced to a unidirectional one. In the general case, each 

of the nonzero components of the velocity vector can have at most one zero point inside the layer under consideration, and they will coincide 

only if the flow is reducible to a unidirectional one. It is shown that the corresponding shear stress field can be stratified into two zones, in each 

of which the stress retains its sign and changes it upon passing to another zone. The investigation of the concentration field revealed 

the fundamental possibility of stratification of the background concentration field into two zones compared to the reference value. At the same 

time, the background pressure field can be divided into three zones in relation to the reference level. Thus, the solution proposed can describe 
return flows localized (for certain combinations of edge parameters and physical characteristics of the fluid) near the boundaries 

of the considered fluid layer. 

Key words: diffusion layered flow, Navier–Stokes equation, exact solution, overdetermined system, stratification, return flows, 
countercurrents 

 

 

1. Введение 

 

Одной из основных причин, индуцирующих в поле силы тяжести конвекцию в вязкой жидкости, 

является неравномерное распространение теплоты, приводящее к неоднородному распределению 

плотности. Однако эта причина не единственная. Известно, что реальные жидкости неоднородны 

по плотности, поскольку являются смесями. Примером примесей служат солевые кристаллы в морской 

воде или соли металлов, обнаруживаемые в водопроводной воде. И чем больше концентрация примеси, 

тем существеннее различаются свойства жидкости в различных ее областях. Движение растворенных 

частиц в жидкости вызывает конвекцию концентрационной природы (диффузию). 
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Известны экспериментальные работы [1–3], в которых показано, что перепад солености между водами 

Черного и Средиземного морей эквивалентен изменению температуры на 100°С. При солеообмене через 

проливы и опреснении жидкости из-за материкового стока в морях вблизи берегов формируются так 

называемые узкоструйные циклонические кольца (например, во внутренних водоемах Черного моря [4, 5]). 

Роль концентрационной конвекции в других технических и природных процессах отражена  

в работах [6–16].  

Для описания диффузионных процессов в вязкой жидкости, как правило, используется система 

уравнений концентрационной конвекции в приближении Буссинеска. В эту математическую модель входят 

уравнение движения жидкости (уравнение Навье–Стокса), закон сохранения массы и уравнение изменения 

концентрации. Несмотря на то, что уравнение изменения концентрации формально совпадает (с точностью 

до обозначений) с уравнением теплопроводности, используемом в модели тепловой конвекции, 

исследование концентрационной конвекции представляет собой отдельный интерес. Дело в том, что 

при внешней схожести уравнений этих двух математических моделей концентрационная и тепловая 

конвекция возникают, с точки зрения физики, в результате воздействия разных по своей природе факторов. 

Особенности возникновения концентрационной конвекции соотносят с изменениями граничных условий и 

с возможными изменениями плотности жидкости. 

Вообще говоря, система уравнений Обербека–Буссинеска для теоретического исследования 

концентрационной конвекции является замкнутой (число уравнений совпадает с числом неизвестных). 

При моделировании крупномасштабных течений в приближении тонкого слоя можно пренебречь 

влиянием одной компоненты скоростей на структуру течения [17–22]. В этом случае система 

определяющих уравнений становится переопределенной. Можно констатировать, что упрощение задачи, 

основанное на физических принципах, приводит  к математическим сложностям, связанным с получением 

условий совместности редуцированной системы Обербека–Буссинеска и нахождением нетривиальных 

(отличных от нулевого) точных решений. В качестве одного из вариантов получения решения таких 

переопределенных моделей рассматривается подход, согласно которому заранее определяется структура 

будущего точного решения. Причем структура решения выбирается таким образом, чтобы тождественно 

удовлетворить части уравнений модели и тем самым восстановить баланс между числом уравнений и 

числом неизвестных. 

В качестве первых примеров нетривиального точного решения переопределенной редуцированной 

системы уравнений Навье–Стокса можно указать формулы, задающие изотермические течения Куэтта [23], 

Пуазейля [24], Экмана [25], решения двух задач Стокса [26, 27]. Библиографические обзоры по слоистым и 

сдвиговым течениям вязких несжимаемых жидкостей в точной постановке содержат работы [28–30].  

Известно, что первое точное решение для задач конвекции в вертикальных плоских каналах предложил 

Бирих в статье [31]. Это решение значительно позже, но независимо от Бириха, также получено авторами 

[32, 33]. В монографии Остроумова [34] опубликовано точное решение для течений теплопроводящей 

жидкости в цилиндрических областях. К настоящему времени семейство решений Остроумова–Бириха 

задач тепловой конвекции многократно обобщалось и модифицировалось в работах [35–53], 

использовалось применительно к задачам концентрационной конвекции Марангони [54–59]. 

В данной статье исследуется установившееся слоистое диффузионное течение типа Куэтта в плоском 

горизонтальном бесконечном слое постоянной толщины. Отличительными особенностями данной краевой 

задачи являются непроницаемость нижней гидрофильной границы и задание параболического ветра 

на верхней границе. В статье получено точное решение задачи диффузии и показано, что это решение 

способно качественно воспроизвести множественную стратификацию физических полей. 

 

2. Постановка задачи 

 

Рассмотрим установившееся сдвиговое диффузионное течение вязкой несжимаемой жидкости. 

Воспользуемся системой уравнений концентрационной конвекции, состоящей из уравнений Навье–Стокса 

(в приближении Буссинеска), уравнения изменения концентрации легкой фазы бинарной смеси и 

уравнения несжимаемости [17]: 

 

   P g C      V V V k ,  

  C d C  V , (1) 

 0=V .  

 

Здесь:     , , , , , , 0x y= V x y z V x y zV  — вектор скоростей течения;  , ,P x y z  — нормированное 

на плотность жидкости отклонение давления от гидростатического давления;  , ,C x y z  — отклонение 

концентрации легкой фазы (примеси) бинарной жидкой смеси от некоторого равновесного состояния; 

 , d  — кинематическая (молекулярная) вязкость и коэффициент диффузии соответственно; g  — 
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ускорение свободного падения;   — коэффициент концентрационного расширения; k  — единичный орт 

вертикальной оси Oz ; , ,
x y z

   
   

   
, 

2 2 2
2

2 2 2x y z

  
     

  
 — трехмерные операторы Гамильтона и 

Лапласа. 

Будем искать решение системы (1) в следующем классе [60–65]:  

 

  xV U z ,       yV V z ,     0zV  , (2) 

      0 1 2P P z P z x P z y   ,           0 1 2C C z C z x C z y   . (3) 

 

Представление скоростей в виде (2) обобщает классическое точное решение Куэтта [23] и определяет 

спиральное течение Экмана [25]. Однородное поле скоростей (2) использовалось для изучения слоистых и 

сдвиговых потоков жидкости в точной постановке в научных работах [60–62, 64].  

Заметим, что в квадратично нелинейную систему уравнений (1) входит пять скалярных уравнений 

относительно четырех неизвестных функций — скоростей 
xV , yV , концентрации C  и давления P . 

Несоответствие числа уравнений и числа неизвестных означает, что система (1) является 

переопределенной. Однако баланс числа уравнений и числа неизвестных выполняется для класса (2), 

поскольку уравнение несжимаемости для него выполняется тождественно. 

Подставляя далее выражения (2), (3) в рассматриваемую систему (1) и приравнивая коэффициенты при 

одинаковых степенях независимых переменных x  и y , можно свести систему в частных производных (1) 

к эквивалентной системе обыкновенных дифференциальных уравнений следующего вида: 

 

1 '' 0C  ,      
2 0''C  ,      

1 1'P Cg  ,      
2 2'P Cg  , 

(4) 
2''V P  ,      

1'' PU  ,      
0 1 2''C UC Cd V  ,      0 0'P g C  . 

 

В качестве независимой переменной в уравнениях системы (4) выступает вертикальная (поперечная) 

координата z . Дифференцирование по этой переменной обозначено штрихом. Интегрирование уравнений 

(4) производится в том порядке, в каком они записаны. 

Для адекватного описания решениями системы (4) реальных диффузионных течений вязкой бинарной 

жидкости необходимо сформулировать соответствующее порядку системы (4) число краевых условий. 

Рассмотрим далее течение вязкой бинарной жидкости в бесконечном горизонтальном слое 

толщиной h . Полагаем, что твердая граница слоя жидкости ( 0z  ) является непроницаемой, и на ней 

выполняется условие прилипания [60–64, 66, 67]:  

 

 
0 0

0x yz z
V V

 
  ,       

0

0
z

C






n
. (5) 

 

Здесь n  — внешняя нормаль к нижней границе слоя.  Положим также, что на верхней границе z h  

заданы скорости, распределения давления и концентрации примеси: 

 

 cosx z h
V W


  ,      siny z h

V W

  ,     0z h

P S

 ,      

z h
C ax by


  . (6) 

 

Граничное условие (6) для концентрации можно интерпретировать иначе. При представлении 

крупномасштабных движений жидкости (в приближении тонкого слоя) допустимо пренебрегать 

искривлением границы взаимодействия контактирующих жидкостей или системы газ–жидкость. 

Постулирование граничных условий (6) позволяет изучить гидродинамические потоки со свободной 

границей [6, 7, 18, 20–22, 60–64, 67]. Течение жидкости, индуцированное заданными на границах 

величинами (5) и (6), может быть реализовано между абсолютно твердыми пластинами. В этом случае 

на границе z h   будет справедливо граничное условие 

 

 0
z h

C






n
,  

 

где n  — внешняя нормаль к верхней границе слоя. Для замыкания краевой задачи еще необходимо знать 

распределение концентрации хотя бы в одной точке потока. Не нарушая общность рассуждений, будем 

использовать далее соотношения (6) для горизонтальных градиентов концентрации. 
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3. Решение краевой задачи 

 

Для нахождения точного решения краевой задачи (4)–(6) проинтегрируем линейную систему 

уравнений (4). Неизвестные постоянные интегрирования определим из граничных условий (5),  (6): 

 

 
1C a ,       

2C b ,  

  1 1 1P Z    ,        2 2 1P Z    ,  

   cos 2 1U Z W Z Z        ,  

   sin 2 1V Z W Z Z         , (7) 

     2 3 4 3

0 1 21 8 8 8 12 3 1C Z Z Z Z Z Z         ,  

        
2 22 3 4 2

0 0 3 41 11 6 4 1 3 2P Z Z Z Z Z Z Z ZS             .  

 

В точном решении (7), принадлежащем к полиномиальному классу, для упрощения записи введены 

следующие обозначения: 

 

 
z

Z
h

 ,       
3

6

ag h
 


,       

3

6

bgh 


  ,       

 2 2 5

1
360

a b gh

d

 


  ,       

 2

2

cos sin

6

h W a b

d

 
  ,  

 1 ag h   ,       2 g hb   ,       
 2 2 2 6 2

3
720

a b g h

d

 


  ,  

 
3 3

4

cos sin
cos sin

24 24 4 4

ag h W bg h W
W W

d d

     
     .  

 

 

4. Анализ поля скоростей течения 

 

Заметим, что с точностью до замены коэффициентов sinW   на cosW   и   на   скорости U  и ,V  

согласно точному решению (7), описываются одними и теми же выражениями. Следовательно, если эти 

коэффициенты таковы, что для некоторого 0k   

 

 sin cosk   ,       k   ,  

 

то путем поворота осей x  и y  в горизонтальной плоскости на угол tg k   можно свести течение 

к однонаправленному (слоистому).  

Рассмотрим однонаправленное течение, когда верхняя граница слоя является неподвижной ( 0W  ). 

Тогда скорость течения будет определяться выражением: 

 

   2 11 2 ZU Z Zk      ,  

 

и значения градиентов концентрации на обеих границах слоя, согласно решению (7), совпадают. Таким 

образом, получаем конвективное концентрационное течение, с точностью до числового множителя 

совпадающее с конвективным тепловым течением Бириха [31]. Соответствующий профиль скорости 

представлен на рисунке 1. Очевидно, что противотечений в этом случае не возникает (поток 

однонаправленный), однако касательное напряжение 

 

  
2

22 6
1

3xz

U U k

z h
Z Z

Z h

    
    


 




  

 

имеет нулевую точку 0 1 3 3Z    внутри рассматриваемого слоя (Рис. 1). Следовательно, поле 

касательных напряжений способно расслаиваться на две зоны, в одной из которых действуют сжимающие 

напряжения, а в другой — растягивающие. Нулевое значение касательного напряжения совпадает с точкой 

экстремума профиля скорости, и его положение не зависит от значений параметров, характеризующих 

краевую задачу. 
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Рис. 1. Профиль скорости U  (сплошная линия) и 

касательного напряжения 
xz  (штриховая линия) 

при однонаправленном конвективном течении 
в горизонтальном слое с неподвижными границами 

при 21 2k   , 0,25h   

Рис. 2. Графики функций   1 2 1f Z Z      

(сплошная линия) и 
2 cos /f W     (пунктирная и 

штриховая линии) при различных значениях 

коэффициента cos /W    

 

Вернемся к изучению поля скоростей (7), когда 0W  . Согласно точному решению (7), скорость 

течения U  может иметь нулевую точку внутри слоя, если у полинома   cos 2 1W Z Z      есть 

корни внутри слоя. Заметим, что если 0  , то таких корней нет. Поэтому далее будем полагать, что 

0  . Тогда положение искомой нулевой точки определяется положением точки пересечения функций 

  1 2 1f Z Z      и 
2 cosf W    , графики которых приведены на рисунке 2. Ввиду того, что 

функция 
1f  строго монотонна, а функция 

2f  принимает постоянное значение, пересечение либо 

единственно, либо не существует. Искомое пересечение будет происходить внутри слоя лишь при условии 

 

 0 cos 2W     .  

 

Аналогично получаем, что у скорости V  существует нулевая точка, если 

 

 0 sin 2W     .  

 

При этом положения нулевых точек скоростей U  и V  совпадают, когда 

 

 
cos sin       

 

(образуется застойная точка потока). Последнее условие выполнимо только в случае, когда течение, 

задаваемое выражениями (7), можно свести к однонаправленному. 

Касательные напряжения найдем с помощью выражений: 

 

 
  2cos 2 6 3

xz

W Z Z

h

   
  ,        

  2sin 2 6 3

yz

W Z Z

h

    
  .  

 

Несложно убедиться, что они являются строго монотонными функциями на интервале  0, 1  и потому 

могут обращаться в нуль, если будут выполняться неравенства: 

 

   cos 2 cos 0W W           или         sin 2 sin 0W W     .  

 

5. Анализ концентрационного поля 

 

Концентрационное поле C  определяется суперпозицией нескольких полей: поля фоновой 

концентрации 0C , пространственно неоднородных полей концентраций 1C x , 2C y . Поскольку 

пространственные градиенты концентрации 1C  и 2C  оказались, согласно точному решению (7), 

постоянными функциями, их добавление к фоновой концентрации не изменит форму профиля поля 0C , 
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а только сдвинет его на величину, зависящую от значений координат x  и y . Однако такой сдвиг может 

привести к изменению числа нулевых точек (появлению новых или исчезновению уже существующих) 

в поле концентрации относительно их числа при фоновой концентрации 
0C .  

Рассмотрим подробнее свойства фоновой концентрации. Начнем с частного случая неподвижных 

границ ( 0W  ). Теперь коэффициент 
2  в точном решении (7) обращается в нуль, и фоновая 

концентрация определяется полиномом 

 

   2 3 4

0 1 1 8 8 8 12 3C Z Z Z Z Z      .  

 

При этом коэффициент 
1  неотрицателен при любых значениях граничных параметров, а многочлен 

  2 3 41 8 8 8 12 3Z Z Z Z Z       является строго монотонно возрастающей отрицательной функцией. 

В  результате фоновая концентрация является неположительной строго монотонной функцией 

вертикальной координаты Z  (Рис. 3). Факт, что фоновая концентрация  принимает только отрицательные 

значения внутри исследуемого слоя, говорит о том, что ее наибольшее значение достигается на верхней 

границе слоя, принятой за отсчетный уровень. 

Пусть теперь 0W  . Тогда точное решение для фоновой концентрации можно представить 

в эквивалентном виде: 

 

    2 3 4 31
0 2

2

1 8 8 8 12 3 1Z Z Z Z Z ZC
 

         



 

 . 

 

Зависимость числа и положения нулевых точек фоновой концентрации от параметра 1 2   приведена 

на рисунке 4. Хорошо видно, что фоновая концентрация расслаивается на две зоны относительно 

отсчетного значения (см. Рис. 5). Важно, что поле фоновой концентрации 
0C  может принимать  

 

 
 

Рис. 3. Профиль фоновой концентрации 

0C  при 0W   и 
1 0,5   

Рис. 4. Кривая нулевых точек фоновой 

концентрации 
0C  

 

  

Рис. 5. Профиль фоновой концентрации 

при 
1 0,14  , 

2 1    
Рис. 6. Изолинии концентрационного поля C  

в сечении 0x   при 
1 0,14  , 

2 1   , 0,05b   
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и отрицательные значения, поскольку фактически рассматривается не концентрация как таковая, а ее 

отклонение от некоторого равновесного значения. Это отклонение может происходить как в сторону 

больших значений (и тогда функция 
0C  строго положительна), так и в сторону меньших значений 

(при отрицательных значениях функции 
0C ). 

Опираясь на структуру точного решения для фоновой концентрации 
0C , можно рассчитать положение 

того подслоя, где функция 
0C  принимает максимальное (по модулю) значение. Применительно 

к рассматриваемому течению максимальное значение достигается либо на границах слоя, либо в точке 

экстремума профиля фоновой концентрации. Значение на верхней границе всегда нулевое, а на нижней 

определяется суммой  1 28    . Положение точки экстремума профиля находится из следующего 

уравнения: 

 

 2 2

1 1 1 20 3 5 20 20 0C Z Z Z        . 

 

Дискриминант квадратного трехчлена, стоящего в скобках, равен 
1 220   . Коэффициент 

1  всегда 

принимает только неотрицательные значения, следовательно, экстремумы имеют место лишь при 
2 0  . 

Несложно убедиться, что единственный корень приведенного выше уравнения, который при определенном 

сочетании краевых параметров может принадлежать интервалу  0,1 , это  1 2 12 5Z     . Значение 

фоновой концентрации в этой точке экстремума определяется простой подстановкой: 

 

  

2 2 2 2
1 2 1 2

1 1

0 1

1

5 5
1000 75 2 25 35 8

125
C Z

    
                     




.  

 

Если значение  0 1C Z  окажется больше по абсолютной величине суммы  1 28    , то максимального 

(по модулю) значения фоновая концентрация достигнет внутри рассматриваемого слоя, если меньше, 

то на нижней границе этого слоя. 

Линии уровня результирующего концентрационного поля в сечении 0x   при наличии нулевой точки 

у фоновой концентрации приведены на рисунке 6. Аналогичная картина наблюдается и в сечении 0y  . 

Рисунок иллюстрирует тот факт, что имеет место возвратный характер распределения изолиний поля 

концентрации, то есть в выбранном (по y ) сечении определенный уровень концентрации примеси может 

наблюдаться в разных подслоях исследуемого горизонтального слоя. 

 

6. Анализ поля давления 

 

Поле давления, как и поле концентрации, формируется в результате наложения нескольких полей, 

основным из которых является фоновое давление 0P . Однако, в отличие от горизонтальных градиентов 

концентрации 
1С , 

2С ,  горизонтальные градиенты давления 
1P , 

2P  не являются постоянными. 

Компоненты 1P , 2P , согласно точному решению (7), есть линейные функции, принимающие значения 

только одного знака во всем слое. Знаки градиентов 1P , 2P  определяются знаками параметров a  и b , 

задаваемых на верхней границе слоя. В результате поля давления 1Px , 2P y  нелинейным образом зависят 

от введенных координат, а значит, их добавление к фоновому давлению 0P  может сильно исказить картину 

распределения его изолиний. 

Изучим свойства фонового давления. Пусть для начала 0W  . Тогда фоновое давление можно 

представить в виде: 

 

    
2 2 3 40

0 3

3

1 11 6 4
S

P Z Z Z Z Z  
 

    


 
 

.  

 

Отметим, что исследование 0P  при 3 0   здесь не обсуждается вследствие его тривиальности.  

Профили фонового давления 0P  в рассматриваемом частном случае 0W   при различных значениях 

отношения 0 3S   приведены на рисунке 7. Причем изменение отношения 0 3S   определяет сдвиг 
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профиля фонового давления 
0P . Очевидно, что фоновое давление при 0W   может иметь не более одной 

нулевой точки внутри слоя. 

Пусть теперь 0W  . Это означает, что на формирование фонового давления оказывает влияние 

дополнительный поток, вызванный движением верхней границы, который характеризуется монотонной 

функцией вертикальной безразмерной координаты Z . Учет этого потока приводит к появлению 

дополнительной нулевой точки (точки стратификации) фонового давления (см. Рис. 8). При этом 

положениями нулевых точек можно управлять, варьируя характеристики жидкости и значения параметров, 

задаваемых на границах области течения. 

 

7. Заключение 

 

В статье предложено точное решение, обобщающее семейство решений Остроумова–Бириха на течения 

с установившейся концентрационной конвекцией. Исследованы гидродинамические поля, определяющие 

структуру течения бинарной жидкости. Показано, что в жидкости регистрируются возвратные течения 

(противотечения) и существует застойная точка. При исследовании поля концентрации и поля давления 

выявлено наличие у них таких параметров, при которых наблюдается локализация полей вблизи границ 

слоя жидкости. 
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