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Представлена в неизотермическом приближении связанная математическая модель начальной стадии процесса внедрения частиц 
в поверхность металла. Предполагается, что имплантируемые частицы в момент столкновения с мишенью обладают энергией, 
достаточной для генерации упругих механических возмущений, которые влияют на перераспределение имплантируемого материала. 
В общем случае модель включает уравнения неразрывности, теплопроводности, баланса для внедряемого компонента и уравнение 
движения. Определяющие соотношения соответствуют теории обобщенной термоупругой диффузии. В модели учитываются 
конечность времен релаксации к термодинамическому равновесию потоков тепла и массы и взаимодействие волн разной физической 
природы (волн концентрации примеси, волн напряжений (деформаций) и температуры). Подробно описаны упрощающие 
приближения, процесс обезразмеривания уравнений модели и метод их решения. Задача реализована численно с использованием 
метода прогонки. Приведены примеры решения связанной задачи для системы материалов Mo(Ni). Детально процессы внедрения и 
перераспределения примеси в поверхностном слое мишени рассмотрены в моменты времени, меньшие и большие значений 
относительных времен релаксации потоков тепла и массы. Установлено, что с течением времени взаимодействие процессов 
проявляется по-разному. Показано, что взаимовлияние волн различной физической природы приводит к распределениям температуры  
и концентрации, которые не отвечают классическим представлениям, следующим из моделей с законами Фурье и Фика. В работе 
продемонстрированы искажения волн деформации и температуры, которые и свидетельствуют о взаимодействии исследуемых 
процессов. Выявлено, что чем ближе текущий момент времени к относительному времени релаксации потока массы и времени 
действия внешнего импульса, тем заметнее меняются профили волн.  

Ключевые слова: поверхностная обработка, связанная модель, поток частиц, распространение волн, нелинейные эффекты, 
упругие напряжения, диффузия, теплопроводность, релаксация потока тепла, релаксация потока массы  
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The paper presents a coupled mathematical model of the initial stage of particle penetration in the metal surface in non-isothermal 

approximation. It is assumed that, at the moment of collision with a target, the particles have enough energy to generate mechanical 
disturbances, which affect the redistribution of the implanted material. The simplified one-dimensional model includes the heat conduction 
equation, the equation of implanted component balance and the equation of motion. The governing relations correspond to the theory 
of generalized thermoelastic diffusion. The model takes into account the finiteness of relaxation times of heat and mass fluxes and 
the interaction of waves of different physical nature – impurity concentration, stresses (strain) and temperature. The non-dimensioning 
of the equation system and the problem solving method are described in detail. The problem was solved numerically using the double sweep 
method. The paper presents examples of coupled problem solving for the system of materials Mo(Ni). The processes of penetration and 
redistribution of the impurity on the target surface are considered at time moments smaller/longer than the relative relaxation times of heat and 
mass fluxes. It is shown that the interaction of waves of different physical nature leads to temperature and concentration distributions, which do 
not comply with the classical Fourier and Fick laws. The obtained results demonstrated distortions in deformation and temperature waves which 
are indicative of the interaction between the processes under consideration. 

Key words: surface treatment, coupled model, particle flow, wave propagation, nonlinear effects, elastic stress, diffusion, heat conduction,  
relaxation of heat flux, relaxation of mass flux 
 
 
1. Введение 
 

Поверхностная обработка металлов потоками частиц — один из эффективнейших методов улучшения 
механических свойств и повышения износостойкости обрабатываемых материалов [1–5]. По сравнению 
с традиционно используемыми в машиностроении методами радиационные технологии обладают рядом 
существенных преимуществ, а именно возможностью обработки высокоточных деталей сложной формы, 
малым временем обработки, простотой автоматизации процесса и другим [6]. За счет изменения параметров 
внешнего воздействия (пучка) удается получать требуемые поверхностные свойств материала [7, 8]. 
Недостаточное понимание сути физических процессов, протекающих в твердом теле при его обработке 
пучками частиц, ограничивает потенциал данного метода, несмотря на имеющийся экспериментальный и 
теоретический материал. Поэтому исследования в данной области остаются актуальными.  
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На процессе перераспределения внедряемых частиц в поверхностном слое обрабатываемого металла 
сказывается целый ряд факторов, которые связаны со скоростью и степенью нагрева, распылением 
поверхностного слоя, перемешиванием частиц, фазовыми переходами и другим. В момент столкновения 
частиц с поверхностью мишени генерируются волны механических возмущений, которые также 
оказывают влияние на перераспределение имплантируемой примеси [9]. Поскольку в условиях ионной 
имплантации температуры невысоки, вполне корректно говорить об упругих волнах, которые теряют 
энергию по мере распространения вглубь вещества в результате взаимодействия с концентрационными 
волнами и волнами дефектов. Выявить экспериментально роль отдельных явлений вне зависимости 
от остальных практически невозможно вследствие их одновременного существования. Кроме того, 
эксперимент ориентирован, как правило, на конечный результат и не включает исследование процессов, 
протекающих на малых временах [10]. Преимущество перед экспериментом имеет в данном случае 
математическое моделирование. Оно позволяет исследовать внедрение частиц в материал в деталях, 
изучить роль каждого сопутствующего процесса в отдельности, проследить его динамику начиная 
с момента соприкосновения частиц с поверхностью мишени.  

Как отмечено выше, вследствие контакта частиц с поверхностью мишени генерируются упругие волны 
[11, 12]. Термоупругий механизм образования поля напряжений обусловлен расширением нагретого 
пучком слоя вещества и дает о себе знать на начальном этапе облучения или при малой интенсивности 
пучка. При этом поверхность мишени остается в твердой фазе [6]. Объем материала после обработки 
мишени частицами не претерпевает деструктивных изменений,  в то время как на ее поверхности, при 
определенных параметрах пучка, возникает эрозия [9]. Кроме того, в работе [13] экспериментально 
установлено увеличение скорости диффузии углерода в поверхность вольфрама под действием 
генерируемых напряжений. Исследования взаимовлияния волн напряжений и диффузии актуальны 
не только при изучении процесса обработки материалов потоком частиц, но и, например, при выяснении 
роли вибрационного и ударного нагружения в механизмах диффузии [14, 15]. Взаимодействие именно этих 
полей — механических и диффузионных — на начальном этапе обработки вносит значительный вклад 
в итоговое распределение внедряемой примеси. Связанность механических и температурных полей 
становится существенной при высокочастотных периодических и импульсных воздействиях [16, 17]. 
Таким образом, при построении математических моделей процесса обработки поверхности материала 
потоком частиц важно учитывать взаимовлияние разных процессов. 

В работах [18, 19] представлены математические модели эволюции механических возмущений — 
откликов на облучение поверхности металла потоком ионов, но процесс внедрения ионов (начальная стадия 
обработки) не изучается. Аналитический метод решения задачи определения напряженно-деформированного 
состояния упругой среды с учетом структурных изменений, обусловленных наличием нестационарных 
диффузионных потоков, описан в [20–22]. Взаимовлияние тепловых, диффузионных и механических 
процессов при различных параметрах внешнего воздействия исследовано в [23]. Авторами установлено, что 
напряжения, возникающие в области высоких градиентов температуры, способствуют здесь более 
интенсивному протеканию диффузионных процессов. Математическая модель генерации термоупругих волн 
при тепловом воздействии на образец конечных размеров без учета диффузионных явлений 
продемонстрирована в [24]. В работе [25] принимается во внимание взаимосвязь разномасштабных 
процессов — диффузии примеси и распространения упругих волн — в изотермических условиях. 

При разработке связанных моделей могут возникнуть трудности вследствие разномасштабности 
исследуемых процессов, необходимости аккуратного подбора «коэффициентов связанности». 
Немаловажное значение имеет выбор метода решения. Так, в [25] рассмотрены разные варианты 
численной реализации связанной задачи и из них, на основе полученных результатов, выделен 
оптимальный. 

В настоящей работе представляется математическая модель для исследования начальной стадии 
процесса внедрения потока частиц в поверхность мишени в предположении, что энергии частиц 
достаточно для генерации упругих волн в поверхностном слое. На основе модели изучаются совместно 
распространяющиеся нелинейные волны деформации, напряжений, концентрации примеси 
в неизотермических условиях. 
 
2. Математическая постановка задачи 
 

Процесс взаимодействия потока заряженных частиц с поверхностью мишени опишем уравнениями 
неразрывности и теплопроводности, а также уравнением баланса внедряемого компонента и уравнением 
движения: 

 

 d
dt
ρ
+ρ∇ ⋅ v , (1) 

 kk
T

ddTС T
dt dtσ

σ
ρ + α = −∇ ⋅ qJ , (2) 
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 dС
dt

ρ = −∇ ⋅J , (3) 

 σv
⋅∇=ρ

dt
d . (4) 

 
Здесь: t  — время; ρ  — плотность обрабатываемого материала; v  — среднемассовая скорость; 

( )div∇⋅…= … ; Cσ  — удельная теплоемкость; T  — температура; Tα  — коэффициент теплового 
расширения; kkσ — первый инвариант тензора напряжений σ ; qJ  — поток тепла; J  —  поток массы; 
С  — концентрация имплантируемого материала. 

Определяющие соотношения соответствуют теории обобщенной термоупругой диффузии [26–28]. 
Согласно термодинамике необратимых процессов, потоки тепла и массы с учетом того, что значения 
их времен релаксации конечны, представим в виде [26–29]: 

 

 kk D
dD C BC t
dt

= −ρ ∇ + ∇σ −
JJ , (5) 

 q
q T q

d
T t

dt
= −λ ∇ −

J
J , (6) 

 
где ( )0D D f C=  — коэффициент диффузии, в котором ( )0

0 exp aD D E RT= −  — коэффициент 

самодиффузии, ( )f C  — функция, учитывающая зависимость коэффициента диффузии от состава, 
при этом aE  — энергия активации самодиффузии, R  — универсальная газовая постоянная; 

0B D m RT= ∆α  — коэффициент переноса под действием напряжений, включающий m  — молярную 
массу, 0∆α = α −α  — разность коэффициентов концентрационного расширения внедряемого элемента — 
α , и элемента, составляющего основу — 0α  (или эффективного коэффициента в случае 
многокомпонентных материалов); Dt  — время релаксации потока массы, Tλ  — коэффициент 
теплопроводности, qt  — время релаксации потока тепла. Обобщенные законы переноса с явным учетом 
конечных значений времен релаксации применимы для совместно протекающих процессов диффузии, 
переноса тепла и распространения механических возмущений в том случае, когда характерное время 
наблюдения и/или время воздействия сравнимы со временами релаксации. Именно при этих временах, 
представляющих интерес для процесса обработка потоками частиц, проявляется конечность скоростей 
распространения тепла и массы. Значения коэффициентов концентрационного расширения α  и 0α  
оцениваются на основе знаний о мольных или атомных объемах диффузантов. В связанных моделях эти же 
коэффициенты определяют в диффузионной зоне величину напряжений, вызванных неоднородным 
распределением концентраций. Функция ( )f C  для большого класса материалов может быть записана 
в виде: 

 
 ( ) 2 0.f C a bC dC= + + >   
 

Если ( ) 1f C = , то коэффициент диффузии D  равен коэффициенту самодиффузии 0D . 
Приращения компонент тензора напряжений связаны с приращениями компонент тензора деформаций, 

приращениями концентраций и температуры обобщенными соотношениями: 
 
 ( )2ij ij ij kkd d d Kdσ = µ ε + δ λ ε − ω , (7) 

 
где ,µ λ  — коэффициенты Ламе (коэффициент µ  совпадает с модулем сдвига), K  — изотермический 

модуль всестороннего сжатия, 2 3K = λ + µ , ( ) ( )0 03 T T T C Cω = α − + ∆α −    — функция температуры и 

концентрации, в которой 0T , 0C  отвечают недеформированному состоянию, которое может совпадать 
с начальным.  

В случае малых деформаций соотношения (7) могут быть представлены в виде: 
 
 ( )2ij ij ij kk Kσ = µε + δ λε − ω .  
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При этом справедливы выражения:  

 ,y yx x kkz z
v uv u dεv ud

x y z dt x y z dt
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

∇ ⋅ = + + = + + = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
v   

 ( )0 0exp kkρ = ρ −ε ≈ ρ ,  
 
то есть плотность мишени не изменяется в течение всего процесса поверхностной обработки. 

Если также малы скорости и ускорения, то левая часть уравнений движения (4) может быть записана 
в виде [30]: 

 

 
2

0 0 2 ,d
dt t t

∂ ∂ ρ ≈ ρ + ∇ ⋅ ≈ ρ ∂ ∂ 

v v uv v   

 
где u  — вектор перемещений с компонентами , ,x y zu u u . Малые деформации удовлетворяют 
соотношениям Коши: 

 

 1
2

ji
ij

uu
i j

∂ ∂
ε = + ∂ ∂ 

, (8) 

 
где  , , ,i j x y z= . 

Заметим, что приближение малых деформаций позволяет линеаризовать уравнения движения. Однако 
это не исключает наличия больших  напряжений и их градиентов. Скорее наоборот, малым деформациям 
соответствуют высокие напряжения, что не позволяет осуществить линеаризацию уравнений для потоков. 
 
3. Упрощенная одномерная модель 
 

Направленный поток частиц равномерно распределен по обрабатываемой поверхности, поэтому можно 
ограничиться одномерной задачей. Полагаем, что в этих условиях реализуется одноосное нагружение [25]: 
 
 ( )2 0xx xx kk Kσ = µε + λε − ω ≠ ,  

 ( )0 2yy yy kk Kσ = = µε + λε − ω ,  

 ( )0 2zz zz kk Kσ = = µε + λε − ω ,  
 0xy xz zyσ = σ = σ = .  

 
Просуммировав три первых равенства, найдем: 
 
 ( )3kk xx kkKσ = σ ≡ σ = ε −ω .  

 
Следовательно, 
 

 
3kk K
σ

ε = +ω ,        
3xxE ω σ = ε − 

 
.  

 

Заметим, что другие отличные от нуля компоненты тензора деформаций — ,y z
yy zz

u u
y z

∂ ∂
ε = ε =

∂ ∂
, также 

могут быть найдены из представленных соотношений. Так как далее в явном виде они не используются, 
то для удобства введем обозначение xxε = ε .  

Из трех уравнений движения (4) в одномерном случае остается только одно:  
 

 
2

2
xyx xx xzu

x y z xt
∂σ∂ ∂σ ∂σ ∂σ

ρ = + + ≡
∂ ∂ ∂ ∂∂

.  
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После дифференцирования по координате и учета введенных обозначений перейдем в нем от компоненты 
вектора перемещений xu  к деформации ε . В результате получим систему одномерных связанных 
уравнений:  
 

 С
t x

∂ ∂
ρ = −
∂ ∂

J , (9) 

 q
T

TC T
t t xσ

∂∂ ∂σ
ρ +α = −

∂ ∂ ∂

J
, (10) 

 
2 2

2 2t x
∂ ε ∂ σ

ρ =
∂ ∂

, (11) 

 
и следующие одномерные определяющие соотношения: 

 

 D
CD BC t
x x t

∂ ∂σ ∂
= −ρ + −

∂ ∂ ∂
JJ , (12) 

 q
q T q

T t
x t

∂∂
= −λ −

∂ ∂

J
J , (13) 

 ( ) ( )0 0TE T T C Cσ = ε −α − − ∆α −   . (14) 
 

Из (9)–(11) с учетом (12)–(14) в приближении одноосного нагружения следует система из трех 
дифференциальных уравнений второго порядка (для концентрации внедряемой примеси C , напряжений 
в направлении нагружения σ  и температуры T ): 

 

 
2

2D
C C C BCt D
t x x xt

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂σ
+ = − ∂ ∂ ∂ ρ ∂∂  

, (15) 

 
2 2 2 2

2 2 2 2T
T C

E t t t x
ρ ∂ σ ∂ ∂ ∂ σ

+ρα +ρ∆α =
∂ ∂ ∂ ∂

, (16) 

 
2

2q T T q T
T T TC t T t T

t x x t t ttσ

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂σ ∂ ∂σ   ρ + = λ −α − α    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂     
. (17) 

 
Начальные и граничные условия для задачи (15)–(17) имеют вид: 
 

 0 :x =        ( ) ( ) ( )0 0 0, ,qm t q t t= ϕ = ϕ σ = σ ϕJ J ;  

 :x →∞        0, 0C = σ = ; (18) 

 0 :t =        0, 0C = σ = ,       0 , 0, 0CT T
t t

∂ ∂σ
= = =

∂ ∂
.  

 
Здесь 0 0 0, ,m q σ  — интенсивности потоков массы и тепла, а также интенсивность напряжений, которые 
вызывает внешнее воздействие. 

Для численной реализации модели удобнее перейти к безразмерным переменным.  
 

4. Переход к безразмерным переменным 
 
В работе [25] осуществлен детальный анализ размерностей и приведена система уравнений 

в безразмерных переменных, описывающая изотермический процесс поверхностной обработки 
однородного материала потоком частиц. По аналогии введем безразмерные переменные  
для системы (15)–(17): 

 

 0

* * * * 0 *

,       ,       ,       ,      
T Tt x S e

t x T T
−σ ε

τ = ξ = = Θ = =
σ − ε

, (19) 

 
где *t , *x , *σ , *T , *ε  — масштабы для t , x , σ , T , ε , вычисляются, соответственно, как 
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( )*
*

D T
t

E
=

ρ
,       ( )0e C C= Θ+ γ − ,       ( )* * *x t D T= ,  

 ( )* * 0TE T Tσ = α − ,       * 0 0 * TT T q x= + λ ,       ( )* * 0T T Tε = α − .  
 

Тогда из (15)–(17) с помощью (19) найдем: 
 

 ( ) ( )2

2D

FС C С SF M C
Θ  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ τ = Θ − ωγ   ∂τ ∂ξ ∂ξ ∂ξ Θ+σ ∂ξ∂τ    
, (20) 

 ( ) ( )
2 2

2 2

1
q q

S S
Le

∂ Θ ∂Θ ∂ Θ ∂ ∂ ∂ τ + = −ω σ+Θ − τ ω σ+Θ ∂τ ∂τ ∂τ ∂τ∂τ ∂ξ  
, (21) 

 
2 2 2 2

2 2 2 2

S C S∂ ∂ Θ ∂ ∂
+ + γ =

∂τ ∂τ ∂τ ∂ξ
. (22) 

 
В (20) функция ( ) ( )( )exp 1F Θ = − β σ+Θ    — безразмерный коэффициент диффузии. Остальные 

безразмерные комплексы, образующиеся из величин разной физической природы, представлены 
в таблице 1. 

Таблица 1. Параметры модели  

Комплекс Выражение  Комплекс Выражение  Комплекс Выражение  

γ  
( )

0

* 0T T T
α −α

α −
 0S  ( )0 *

*

D T
E

σ ρ
σ

 ω  ( )
2

* 0
T E T T
Сσ

α
−

ρ
 

Le  
( )
( )

*

T

D T
Cσλ ρ

 Dτ , qτ  Dt E
Dρ

, qt E
Dρ

 M  
mC

R
σ  

β  ( )* 0

a

R T T
E
−

 µ  0m
Eρ

 σ  
( )

0

* 0

T
T T−

 

 

Граничные и начальные условия также выразим в безразмерных переменных: 
 

 0 :ξ =        ( )= µϕ τJ ,       ( )τϕ=qJ ,       ( )0S S= ϕ τ ;  (23) 

 :ξ → ∞        0∂Θ
=

∂ξ
,        0C∂

=
∂ξ

,        0S = ; (24) 

 : 0τ =         0C = ,       00, 0, 0,C SS ∂ ∂
= = = Θ = Θ

∂τ ∂τ
. (25) 

 
Запишем в безразмерном виде и определяющие соотношения (12)–(14): 

 

 ( ) ( )
( ) D

FC SF CM
Θ∂ ∂ ∂

= − Θ + γ ω − τ
∂ξ Θ+σ ∂ξ ∂τ

JJ , (26) 

 q
q q

∂∂Θ
= − − τ

∂ξ ∂τ

J
J , (27) 

 ( )( )0S e C C= −Θ− γ − . (28) 
 
5. Метод решения 

 
Система (20)–(22) с условиями (23)–(25) решалась численно с использованием для представления 

производных неявной разностной схемы второго порядка аппроксимации как по времени, так и 
по координате. Например, для концентрации внедряемой примеси (20)  

 

 ( )
2

2D
С C С WF M ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ τ = Θ − ωγ ∂τ ∂ξ ∂ξ ∂ξ∂τ  

,  
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где 
( )F SW C
Θ ∂

=
Θ+σ ∂ξ

, конечно-разностная запись выглядела так: 

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

2

2j j j j j
i i i i i

D

С C С C C

t t

+ + −− − +
+ τ =

∆ ∆
  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

1 1 1 1 11
2 2

j j j j j j j j j j
i i i i i i i i i iF F С C F F С C W W

M
x x x x

+ + + +
+ + − − − + − + − −

= − − ωγ 
∆ ∆ ∆ ∆  

.  

 
В уравнении движения (22) удобнее было перейти от напряжений к деформациям. Для этого 

использовалось равенство (28). Тогда получалось выражение 
 

 
2 2 2 2

2 2 2 2

e e C∂ ∂ ∂ Θ ∂
= − − γ

∂τ ∂ξ ∂ξ ∂ξ
,  

 
которое в разностном представлении приобретало вид: 

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2

2 2 2 2j j j j j j j j j j j j
i i i i i i i i i i i ie e e e e e C C C

t x x x

+ − + −
− + + − + −− + − + Θ − Θ +Θ − +

= − − γ
∆ ∆ ∆ ∆

.  

 
С уравнением теплопроводности поступали аналогично. Далее эти уравнения приводили к виду, 
подходящему для метода прогонки. Граничные условия записывали также со вторым порядком 
аппроксимации. Для этого использовали разложения в ряд Тейлора величин, ближайших к границе 
(с индексом 1i = ), относительно граничных точек (точек, лежащих на границе, то есть с индексом 0i = ) 
с точностью до величин второго порядка малости. Появившиеся в разложениях вторые производные 
находили из основных дифференциальных уравнений, справедливых и в граничных точках.  

Разработанный численный алгоритм продемонстрировал устойчивость во всей области изменения 
параметров модели. Сходимость проверяли экстраполяцией на нулевой шаг. Во всех расчетах 
контролировалось выполнение закона сохранения массы. 

 
6. Примеры расчета 

 
В случае, когда времена релаксации равны нулю и связанность процессов не учитывается, уравнения 

(20) и (21) принимают вид 
 

 ( )C CF ∂ ∂ ∂
= Θ ∂τ ∂ξ ∂ξ 

,  

 
2

2

1
Le

∂Θ ∂ Θ
=

∂τ ∂ξ
  

 
и могут быть решены независимо друг от друга. Волновых решений при этом нет. Для изотермических 
моделей этот факт продемонстрирован в [25]. 

Для детального исследования динамики разномасштабных процессов, протекающих одновременно, 
а также установления взаимосвязи между ними представляет интерес анализ распределений концентраций, 
температуры и деформаций в разных временных интервалах, соответствующих масштабам различных 
явлений. Такими масштабами являются характерное время импульса, времена релаксации для диффузии и 
теплопроводности, характерное время распространения механических возмущений. Соотношения 
между этими четырьмя временами сводятся к трем безразмерным параметрам: Dτ , qτ  и impτ ; 
для выбранных материалов q imp Dτ < τ < τ . Числовые значения параметров модели приведены в таблице 2. 

Полагаем, что на поверхность мишени действует одиночный синусоидальный импульс: 
 

 ( )
sin , ,

0, ,

imp
imp

imp

  πτ
τ ≤ τ    τφ τ =   

 τ > τ

          0,025impτ = .  
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Таблица 2. Значения параметров модели 

 γ  Le  ω  M  µ  
0S  Dτ  qτ  β  σ  

Mo(Ni) – 0,003 40,7 0,002 10,5 0,05 0,001 0,03 0,006 0,0018 110,0 

 
На рисунках 1–3 представлены результаты решения связанной задачи для системы Mo(Ni): 

распределения концентрации имплантируемой примеси (слева) и профили волн деформаций (справа) 
на глубине 210ξ ⋅  от обрабатываемой поверхности. Расчеты осуществлены для моментов времени, 
меньших qτ  (Рис. 1), сравнимых с ним (Рис. 2) и больших (Рис. 3). По мере проникания диффузанта 
в образец увеличиваются значения максимума и минимума деформаций (Рис. 1б). Смена знака деформаций 
наблюдается перед фронтом концентрационной волны. Положение переднего фронта этой волны 
(отмечено на рисунках точками) никак не сказывается на профиле деформаций. Если qτ > τ , то знак 
деформаций на левой свободной границе меняется на противоположный (см. кривые 2 и 3, Рис. 3). 
К моменту времени 2impτ ≥ τ  максимум волны концентрации Ni смещается в объем материала. На волне 
деформаций в местах максимумов концентрации появляются новые минимумы, отвечающие моментам 
времени 0,013τ =  и 0,015τ =  (см., соответственно, Рис. 3а и б). 

 

  
Рис. 1. Моменты времени τ : 0,0035 (кривая 1); 0,004 (2); 0,0045 (3); распределение концентрации диффузанта Ni (а); 
профили волн деформации (б)   
 

  
Рис. 2. Моменты времени τ : 0,005 (кривая 1); 0,0065 (2); 0,008 (3);  распределение концентрации диффузанта Ni (а); профили 
волн деформации (б) 

 

  
Рис. 3. Моменты времени τ : 0,01 (кривая 1); 0,013 (2); 0,015 (3); распределение концентрации диффузанта Ni (а); профили 
волн деформации (б) 

а б 

а б 

а б 
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На рисунке 4 представлено распределение 
температуры в указанные в примерах выше 
моменты времени (см. Рис. 1–3). Никаких 
особенностей, отличающих его от соответствующих 
распределений температуры для классической 
задачи теплопроводности, при выбранных 
параметрах не наблюдается. 

Взаимовлияние разных физических процессов 
в большей степени проявляется при временах, 
близких к Dτ  и impτ . Положению переднего фронта 
волны концентрации отвечает максимальное 
значение деформаций (точки, Рис. 5а, в). В момент 
времени 0,03Dτ = τ =  видимые искажения 
появляются в распределении температуры, что 
связано со сменой знака деформаций (квадратики, 
Рис. 5г, д). На рисунке 5б, г, е представлены 

распределения для моментов времени , ,D imp qτ > τ τ τ . Здесь изменения видны уже на волне деформаций. 
Искажение формы волны деформаций согласуется с положением переднего фронта волны концентрации. 
Так как внешний импульс перестал действовать, вглубь материала внедряется одно и то же количество 
примеси. Об этом говорит равенство площадей под кривыми концентраций на рисунке 5б) 
в последовательные моменты времени. Волна деформаций постепенно затухает (Рис. 5г), и все процессы 
сказываются на распределении температуры, на котором квадратики соответствуют смене знака 
у деформаций, а кружки — максимумам кривых концентрации примеси. 

 

  

   

  
Рис. 5. Результаты решения связанной задачи для системы Mo(Ni) при близких к Dτ  и impτ  значениях времени τ : 
0,02 (кривая 1), 0,025 (2), 0,03 (3), 0,06 (4), 0,09 (5), 0,13 (6): распределение концентрации диффузанта Ni (а, б); профили 
волн деформации (в, г); распределение температуры (д, е) 

 
Рис. 4. Распределение температуры в большие, чем 
времена релаксации потока тепла моменты времени τ : 
0,0035 (кривая 1); 0,004 (2); 0,0045 (3); 0,005 (4); 0,0065 
(5); 0,008 (6); 0,01 (7); 0,013 (8); 0,015 (9) 

а б 

в 

д 

г 

е 
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Рис. 6. Пример решения связанной задачи для системы Mo(Ni) при большем Dτ  и impτ  значении времени 0,4τ = : 
распределение концентрации диффузанта Ni (а); профили волны деформации (б); распределение температуры (в)  
 
В более поздние моменты времени диффузия примеси не вносит никакого вклада в распространение 

нелинейных волн деформации и температуры. Волна концентраций значительно отстает от других волн. 
Температура стремится к исходному значению (квадратик на Рис. 6б, в), после достижения которого 
наблюдается ее незначительное повышение. 
 
7. Заключение 

 
Таким образом, в работе представлена нелинейная математическая модель начальной стадии процесса 

внедрения потока частиц в поверхность металла. Модель учитывает неизотермический характер процесса 
и взаимодействие разномасштабных явлений, среди которых диффузия, распространение тепла и 
деформирование.  

Выявлено, что волны разной физической природы влияют друг на друга. Взаимодействие волн и 
дополнительные нелинейные эффекты — следствие явлений теплового и концентрационного расширения, 
зависимости коэффициента диффузии от температуры; переноса компонента под действием градиента 
напряжений — приводят к тому, что распределения температуры и концентрации в разные моменты 
времени не соответствуют классическим, основанным на законах Фурье и Фика.  

Продемонстрированы искажения волн деформации и температуры, которые являются результатом 
взаимодействия процессов.  

Работа выполнена в рамках Программы фундаментальных научных исследований государственных 
академий наук на 2013–2020 годы (направление III.23).  
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