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Изучается поведение пространственных конечно-амплитудных возмущений адвективного течения, возникающих при значениях 

числа Марангони выше критического в слабо вращающемся слое несжимаемой жидкости со свободными недеформируемыми 

границами в условиях микрогравитации. На границах имеет место теплоотдача по закону Ньютона, а вблизи границ температура 
среды является линейной функцией координат. Исследование проводится на основе уравнений конвекции в приближении Буссинеска 

во вращающейся системе отсчета в декартовой системе координат Oxyz. Ось вращения совпадает с вертикальной осью Oz. 

Рассматривается два предельных случая: пространственные возмущения в виде валов с осью, перпендикулярной оси Ox, и 
пространственные возмущения другого типа – в виде валов с осью, параллельной оси Ox. При наличии вращения в течении имеются 

все три компоненты скорости, каждая из которых зависит от времени и двух пространственных координат: x и z или y и z. Характер 

конечно-амплитудных возмущений, возникающих во вращающемся слое жидкости, исследуется численно методом сеток 
(двухполевым методом). При этом анализируется влияние различных значений чисел Грасгофа и Тейлора при фиксированных 

значениях чисел Прандтля (Pr=6,7) и Био (Bi=0,1). Уравнение Пуассона для функции тока решается методом последовательной 

верхней релаксации. За порогом устойчивости формируются конечно-амплитудные возмущения скорости и температуры: 
стационарные при монотонной линейной неустойчивости и нестационарные периодические по x и y при колебательной 

неустойчивости. Возмущения скорости проявляются как последовательность пространственных вихрей, вращающихся в 

противоположных направлениях, возмущения температуры – как чередующиеся холодные и теплые пятна. Для колебательной 
неустойчивости определен период колебаний возмущений, который уменьшается с ростом значений варьируемых параметров задачи. 

При увеличении числа Марангони возрастают максимальные значения температуры, меняется внешний вид конечно-амплитудных 

возмущений, движение становится более сложным.  

Ключевые слова: устойчивость, микрогравитация, адвективное течение, вращение, конечно-амплитудные возмущения, конвекция 
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The behavior of spatial finite-amplitude perturbations of the advective flow in a weakly rotating layer of incompressible fluid with free 

non-deformable boundaries under microgravity conditions that arise when the Marangoni number is above the critical value is investigated. 

Convective heat exchange under Newton’s law is present on the boundaries. The temperature of the fluid near the boundaries is a linear 
function of the coordinates. The study is based on the equations of convection in the Boussinesq approximation in a rotating reference frame in 

a Cartesian coordinate system. The axis of rotation coincides with the vertical z-axis. The two limiting cases are considered: spatial 

perturbations in the form of rolls with axes perpendicular to the x-axis and spatial perturbations of the second type in the form of rolls with axes 
parallel to the x-axis. In the presence of rotation, there are all three velocity components that depend on the time and two spatial coordinates x 

and z or y and z. The behavior of the finite-amplitude perturbations arising in a rotating liquid layer is studied numerically by the grid method 

(two-field method) on the basis of a nonlinear problem for various values of Grashoff number and Taylor number and fixed values of Prandtl 
number (Pr=6,7) and Biot number (Bi=0,1). An explicit finite-difference scheme with central differences is used. The Poisson equation for 

perturbation stream functions is solved by the successive over-relaxation (SOR) method. Behind the stability threshold in the case of monotonic 

linear instability, steady-state periodic x and y periodic-amplitude perturbations of the velocity in the form of a system of spatial vortices that 
rotate in opposite directions and temperatures in the form of alternating cold and warm temperature spots are generated in the case of 

vibrational instability. For oscillatory instability, the period of oscillation of perturbations is determined, with the increase in the variable 

parameters of the problem, the time period for the repetition of the disturbance pattern decreases. As the Marangoni number increases, the 
maximum temperature increases, the form of the finite-amplitude perturbations changes, and the character of the motion becomes more 

complicated. 
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1. Введение 

 

Адвективные термокапиллярные течения в слое несжимаемой жидкости возникают вследствие 

неоднородности температуры на его границах, перпендикулярных направлению силы тяжести, то есть от 

воздействия продольного градиента температуры [1, 2]. Так, согласно [1], устойчивое термокапиллярное 

течение в достаточно тонком слое при действии гравитации образуется в случае, когда на свободной 

границе поддерживается линейное распределение температуры. При теплоотдаче с поверхности по закону 
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Ньютона возмущения температуры на поверхности отличны от нуля и, вследствие эффекта Марангони, 

может появиться неустойчивость течения. При твердой теплоизолированной нижней границе слоя с учетом 

силы тяжести в отсутствие вращения подобная задача устойчивости решалась в работах [3, 4]. 

Вращение меняет профиль скорости и температуру течения, что также может привести 

к неустойчивости течения. Термокапиллярные адвективные течения во вращающемся слое жидкости 

впервые были описаны аналитически и исследованы в [5]. В [6] исследовалась линейная устойчивость 

термокапиллярного течения во вращающемся слое жидкости в условиях микрогравитации с твердой 

теплоизолированной нижней границей; построены нейтральные кривые, отражающие зависимость 

критического числа Марангони от числа Прандтля для различных значений числа Тейлора. Показана 

необходимость учета силы Кориолиса при анализе термокапиллярных течений в условиях космического 

орбитального полета. 

В монографии [7] представлен широкий класс замкнутых адвективных течений во вращающемся 

плоском слое несжимаемой жидкости. Влияние слабого вращения на структуру адвективного 

термокапиллярного течения в цилиндрическом аппарате с жесткой теплоизолированной нижней границей 

и свободной верхней границей в условиях микрогравитации изучалось численно в [8, 9]. Поведение 

пространственных конечно-амплитудных возмущений адвективного течения в слабо вращающемся 

горизонтальном слое жидкости со свободной верхней и твердой нижней границами рассмотрено в [10]. 

При сильном вращении и с учетом центробежной силы устойчивость течения рассмотрена в [11]. 

В работах [12–14] численно исследовано термокапиллярное течение, возникающее в кольцевом зазоре 

с твердой нижней и свободной верхней границей, с нагретой внешней стенкой и охлажденной внутренней. 

Расчеты показали, что слабое вращение дестабилизирует течение, а увеличение скорости вращения 

замедляет начало колебательной неустойчивости. 

В [15] впервые представлено точное решение уравнений Навье–Стокса в приближении Буссинеска, 

характеризующее адвективное термокапиллярное течение в тонком бесконечном слое жидкости 

со свободными границами в условиях невесомости, принимается во внимание влияние вращения 

на линейную устойчивость такого течения, численно проанализировано поведение конечно-амплитудных 

возмущений за пределами порога устойчивости. Показано, что увеличение числа Тейлора стабилизирует 

течение. Выявлено, что наиболее опасной является монотонная неустойчивость, а за порогом устойчивости 

конечно-амплитудные возмущения скорости и температуры образуют, соответственно, системы 

пространственных вихрей и температурных пятен. В случае монотонной линейной неустойчивости 

возмущения носят стационарный характер, а при колебательной линейной неустойчивости — 

периодический, зависящий от времени. 

В [16] получено новое точное решение уравнений Навье–Стокса, описывающее адвективное 

термокапиллярное течение в медленно вращающемся слое несжимаемой жидкости со свободными 

недеформируемыми границами в условиях микрогравитации с учетом касательной термокапиллярной 

силы Марангони, обусловленной температурной зависимостью коэффициента поверхностного натяжения. 

В процессе исследования устойчивости адвективного течения рассмотрены пространственные винтовые 

периодические по длине слоя возмущения в виде валов с осью, перпендикулярной слою, и 

перпендикулярно направленные пространственные спиральные периодические возмущения в виде валов 

с осью, параллельной течению. Построены нейтральные зависимости критического числа Марангони 

от волновых чисел 
x

k  и 
y

k  для различных значений чисел Грасгофа и Тейлора и фиксированных значений 

чисел Прандтля ( P r 6, 7 ) и Био ( B i 0 ,1 ). Анализ нейтральных кривых показал, что слабое вращение и 

увеличение гравитационной силы стабилизируют течение. При винтовых возмущениях и малых числах 

Грасгофа неустойчивость носит монотонный характер, с увеличением гравитационной силы 

неустойчивость становится колебательной. В случае спиральных возмущений неустойчивость имеет 

колебательный характер. При малых числах Грасгофа наиболее опасными являются монотонные винтовые 

возмущения, с увеличением числа Грасгофа угрожающими устойчивости становятся спиральные 

колебательные возмущения. Данная работа является продолжением исследования такого 

термокапиллярного течения; в ней рассматривается поведение конечно-амплитудных возмущений, 

возникающих во вращающемся слое жидкости при значениях числа Марангони выше критического. 

 

2. Постановка задачи 

 

Рассмотрим плоский бесконечный слой несжимаемой жидкости шириной 2 h , находящийся в условиях 

микрогравитации и вращающийся с постоянной угловой скоростью 
0

  (Рис. 1). Ось вращения совпадает 

с вертикальной осью O z  декартовой системы координат O x y z . Вертикальная ось направлена 

противоположно действию силы тяжести. Начало координат расположено в середине слоя. Вращение 

слабое и позволяет пренебрегать центробежной силой на достаточно небольшом расстоянии 

от вертикальной оси. Обе границы слоя свободны и считаются плоскими, на них действует касательная 
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термокапиллярная сила Марангони. Коэффициент поверхностного 

натяжения линейно зависит от температуры T [5]: 

0
( )

l
T T      , где   — температурный коэффициент 

поверхностного натяжения.  

На границах осуществляется теплоотдача по закону Ньютона. 

Температура среды вблизи границ слоя является линейной 

функцией координат 
l

T A x , где A  — постоянный 

горизонтальный температурный градиент. Спектр инерционных 

колебаний на орбите является неоднородным, но поскольку время 

развития конвективных возмущений много меньше времени 

изменения медленно меняющейся компоненты инерционного 

поля, то будем считать, что находимся в условиях статической 

микрогравитации (инерционное поле квазистационарно). 

Исследование будем проводить на основе безразмерных 

уравнений  
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с граничными условиями для скорости и температуры 
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В (1)–(4) в качестве единиц измерения длины, времени, скорости, температуры и давления выбраны, 

соответственно, h , 2
h  , 

0
A h   , A h , A , где h  — толщина слоя,   — коэффициент кинематической 

вязкости, 
0

  — плотность жидкости. Также использованы обозначения: ( , , , ) ( , , )t x y z U V WV  — вектор 

скорости; p  — давление; t  — время; 2

0
M n A h     — число Марангони;  

2
2

0
2T a h    — число 

Тейлора; P r     — число Прандтля; 4 2
G r g A h    — число Грасгофа;   — коэффициент 

температуропроводности; 5 3
1 0 1 0g  

 
  м/с

2
 — ускорение силы тяжести в условиях микрогравитации [17]; 

  — коэффициент теплового расширения; 
0

B i b h    — число Био, b  — коэффициент теплоотдачи. 

Уравнение состояния в приближении Буссинеска выберем в виде 
0
(1 )T      и рассмотрим 

ситуацию, когда число Фруда 2

0
F r 1l g  , где l  — значение характерного горизонтального масштаба 

( h l ). В этом случае влиянием центробежной конвективной силы можно пренебречь, поскольку оно 

компенсируется полем силы тяжести [18]. 

Для полноты системы уравнений необходимо записать условия замкнутости потока: 
 

 

1 1

1 1
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 
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При граничных условиях (4) во вращающемся слое несжимаемой жидкости формируется однородное 

по x  и y  стационарное течение, которое может быть описано аналитически [16]. Аналитическое решение 

для скорости такого течения представляет собой точное решение уравнений Навье–Стокса — это 

комплекснозначная функция вида: 
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где  0
R e  u M z  и  0

Imv M z . Функция скорости состоит из двух слагаемых, при этом первое  

 

Рис. 1. Плоский горизонтальный 

слой жидкости шириной 2 h , 

вращающийся с постоянной угловой 

скоростью 
0

  
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характеризует воздействие на движение жидкости поверхностного натяжения, а второе — 

микрогравитации.  

Температурная компонента решения имеет вид: 

 

      0 0 0 0 0

M n P r B i
, 1

1 + B iT a

T x z v z v z
 

     
 
 

. (7) 

 

3. Конечно-амплитудные возмущения 

 

Поведение возмущений конечной амплитуды в надкритической области исследуется на основе полных 

нелинейных уравнений конвекции аналогично работам [1, 2]. Пусть    , ,u v wV  и   — конечно-

амплитудные возмущения скорости и температуры. Тогда для пространственных винтовых периодических 

по x  возмущений нелинейная безразмерная система примет вид: 
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, (11) 

 

а граничные условия на 1z    станут следующими: 

 

 0 ,  , 0 ,  B i
v

x z z

  
       

  
. (12) 

 

В (8)–(12) ( ), ,t x z  — это функция тока возмущений, а ( ), ,t x z  — вихрь возмущения скорости, которые 

связаны с компонентами возмущения скорости соотношениями: 

 

 
2 2

2 2
,   ,   ,   Δ

u w
u w

z x z x x z

     
          

     
,  

 

Все величины предполагаются периодическими функциями горизонтальной координаты x  с периодом L , 

где L  — длина волны возмущений, соответствующая критическим числам Марангони, найденным в 

работе [16] для фиксированных значений других параметров.  

На боковых границах расчетной области (см. Рис. 1) зададим условия периодичности: 

 

        , 0 , , , ,  , 0 , , ,t z t L z t z t l z      ,  

      , 0 , , , ,  , 0 , ( , , )v t z v t L z t z t L z    . (13) 

 

Функции тока ( ), ,t x z  и вихря скорости ( ), ,t x z  характеризуют проекцию движения конечно-

амплитудных возмущений на плоскость O xz , вторая компонента скорости ( ), ,v t x z  — проекцию на плоскость 

O y z  или O x y . Положительная величина скорости определяет движение вглубь, а отрицательное значение — 

движение в противоположном направлении, то есть в перпендикулярном плоскости O xz . 

Для пространственных спиральных периодических по y  возмущений система принимает вид: 

 

  0 0

G r
M n ( ) T a

M n

u
v z v z

t z y y z y y z y

         
          

         

, (14) 

 0    , (15) 

  0 0
M n ( ) T a

u u u u
v z v z u

t z y y z y y z

        
        

        

, (16) 
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  0 0

1
M n ( ) Δ

P r
v z z

t z y y z y y y

        
         

        

, (17) 

 

а граничные условия на ( 1z   ) выглядят так: 
 

 0 ,  ,   0 ,  B i
u

y z z

  
       

  
. (18) 

 

В выражениях (14)–(18) все величины предполагаются периодическими функциями горизонтальной 

координаты y  с периодом L , где L  — длина волны возмущений, соответствующая критическому числу 

Марангони для фиксированных значений других параметров. На боковых границах выполняются условия: 
 

        , 0 , , , ,  , 0 , , ,t z t L z t z t l z      ,  

      , 0 , , , , , 0 , ( , , )u t z u t L z t z t L z    . (19) 

 

Функции тока ( ), ,t y z  и вихря скорости ( ), ,t y z  в этом случае выражаею проекцию движения конечно-

амплитудных возмущений на плоскость O y z , а компонента скорости ( ), ,u t y z  — проекцию на плоскость O xz  

или O x y . Положительная величина скорости означает движение вглубь, а отрицательное значение — 

движение в противоположном направлении, то есть перпендикулярном плоскости O y z . 

На основе систем уравнений (8)–(13) и (14)–(19) исследовалась структура конечно-амплитудных 

возмущений при фиксированных значениях P r 6, 7  и B i 0 ,1  и различных значениях чисел T a  и G r . 

Нелинейная двумерная задача решалась численно (методом сеток) [19]. В рамках двухполевого метода 

[20] использовалась явная конечно-разностная схема. Уравнение Пуассона для функции тока решалось 

методом последовательной верхней релаксации. 

Расчеты проводились на сетке 100×401 при слабом вращении (число T a  варьировалось от 0 до 10). 

В условиях микрогравитации число G r  изменялось от 0 до 8. Для винтовых возмущений в качестве 

начальных возмущений функции тока и температуры бралась функция 2
co s 2 s in( )x L z z  , для второй 

компоненты скорости —  
2

co s 2 co sx L z z  . При спиральных возмущениях в решении участвовали, 

соответственно, функции 2
co s 2 s in( )y L z z   и 2

co s 2 co s( )y L z z  , удовлетворяющие граничным условиям.  

В случае монотонной неустойчивости счет продолжался до достижения максимумами производных 

по времени в уравнениях (8), (10)–(11) и (14), (16)–(17) величины меньшей, чем 10
-6

. Для этого требовалось 

около 15 единиц модельного времени. При колебательной неустойчивости вычисления продолжались 

до установления регулярного режима (в течение ~20 единиц модельного времени). 

Данные компьютерных экспериментов при постоянных параметрах T a 10, G r 1, 1, 56 , M n 18
x

k     

(Рис. 2) показывают, что стационарные конечно-амплитудные возмущения скорости и температуры 

возникают в случае монотонной неустойчивости при малых значениях числа Грасгофа. Нестационарные 

периодические возмущения формируются в случае колебательной неустойчивости. В качестве 

иллюстрации механизма поведения конечно-амплитудных возмущений использованы результаты расчетов 

на границах рассмотренных интервалов чисел Тейлора и Грасгофа. Вблизи минимумов нейтральных 

кривых возмущение температуры является системой пар чередующихся теплых и холодных пятен, 

расположенных вдоль оси x  (Рис. 2а). Максимальная и минимальная температуры пятен одинаковы 

по абсолютной величине. Конечно-амплитудные возмущения образуют систему пространственных вихрей. 

Проекция движения, описанная функцией возмущения функции тока, около порога устойчивости 

представляет собой систему двух стационарных вращающихся против и по часовой стрелке вихрей 

(Рис. 2б). Одновременно вторая компонента скорости возмущения, имеющая отрицательное значение 

в середине слоя и положительное по краям, характеризует вращение стационарных вихрей против и 

по часовой стрелке соответственно (Рис. 2в). 

При увеличении числа Марангони в два раза (см. Рис. 3) движение усложняется, максимальные значения 

возмущения температуры возрастают, холодное пятно в центре слоя смещается к верхней границе, а теплые 

пятна по бокам — к нижней границе слоя (Рис. 3а). Проекция движения, описанная возмущением функции 

тока, представляет собой систему чередующихся пар вихрей, экстремальные значения достигаются у верхней 

и нижней границ (Рис. 3б). Вторая компонента скорости дает систему из четырех вихрей (Рис. 3в), в центре 

слоя вращение происходит против часовой стрелки, по бокам — по часовой стрелке.  

Рисунки 4–7 иллюстрируют расчеты, проведенные для случая колебательной неустойчивости 

при значениях параметров T a 10, G r 8, 0 , 53, M n 34
x

k    . В слабо вращающемся слое жидкости 

возникает периодически изменяющаяся картина конечно-амплитудных возмущений. Период составляет 

1,34 единицы модельного (нормированного) времени и может быть разделен на четыре фазы движения. 
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Рис. 2. Изолинии конечно-амплитудных 

возмущений температуры (а), функции тока (б) 

и второй компоненты скорости v  (в) 

при  T a 1 0 , G r 1, 1, 5 6
x

k    и числе 

Марангони M n 1 8  

 

  

 

Рис. 3. Изолинии конечно-амплитудных 

возмущений температуры (а), функции тока (б) 

и второй компоненты скорости v  (в) 

при  T a 1 0 , G r 1, 1, 5 6
x

k    и числе 

Марангони M n 3 6  

 

В 1-й фазе — вблизи минимумов нейтральных кривых, возмущение температуры выглядит как система 

чередующихся холодных и теплых пятен, располагающихся вдоль оси x  (Рис. 4a). В плоскости O xz  

поперек слоя образуется повторяющаяся система из двух вихрей, вращающихся в противоположных 

направлениях: слева по часовой, справа против часовой стрелки (Рис. 4б). В плоскости O x y чередуются 

пары вихрей, вращающихся в одинаковых направлениях (Рис. 4в). 

С течением времени жидкость движется вдоль верхней границы справа налево и в противоположном 

направлении вдоль нижней границы. Фаза 2 наступает через 0,28 единиц модельного времени (Рис. 5). 

Возле границ пары вихрей начинают разворачиваться поперек слоя. В центре слоя формируется теплое 

пятно, по бокам — холодные зоны. 
 

 

Рис. 4. Фаза 1 колебательной неустойчивости: изолинии конечно-амплитудных возмущений температуры (а), функции тока (б) 

и второй компоненты скорости v  (в) 

а 

в 

а б 

б а 

в 
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Рис. 4. Продолжение 

 

 
 

 
 

 

Рис. 5. Фаза 2 колебательной неустойчивости: изолинии конечно-амплитудных возмущений температуры (а), функции тока (б) 

и второй компоненты скорости v  (в)  

 

В 3-й фазе — через 0,29 единиц модельного времени (Рис. 6), пары вихрей продолжают 

разворачиваться поперек слоя, в центре образуется теплое пятно, на периферии — холодные зоны, в 

плоскостях O xz и O x y вихри имеют направления, противоположные характерным для фазы 1. 

Фаза 4 наступает через 0,39 единиц модельного времени (Рис. 7). В центре слоя снова начинает 

формироваться холодное пятно. В плоскости O xz  поперек слоя возникают повторяющиеся системы  

вихрей, вращающихся в одинаковых направлениях; в плоскости O x y  вращение происходит по и против 

часовой стрелки, вихри локализуются в окрестностях границ. Далее, через 0,28 единиц модельного 

времени, снова наступает 1-я фаза. 

Аналогично можно выделить 4 фазы движения в случае спиральных возмущений (Рис. 8–10). 

При параметрах T a 1, G r 8 , 0 , 5 7 , M n 1 8
y

k     их период составляет 3,76 единицы модельного  
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Рис. 6. Фаза 3 колебательной неустойчивости: изолинии конечно-амплитудных возмущений температуры (а), функции тока (б) 

и второй компоненты скорости v  (в) 

 

 

 
 

 
 

 

Рис. 7. Фаза 4 колебательной неустойчивости: изолинии конечно-амплитудных возмущений температуры (а), функции тока (б) 
и второй компоненты скорости v (в)  

в 

б 

а 

в 

б 

а 



 Н.С. Кнутова, К.Г. Шварц. Численное моделирование конечно-амплитудных пространственных возмущений … 271 

 
 

 
 

 

 

Рис. 8. Изолинии конечно-амплитудных спиральных температурных возмущений в разных фазах : фаза 1 (а), фаза 2 (б), 

фаза 3 (в), фаза 4 (г)  

 

времени. Вблизи минимумов нейтральных кривых конечно-амплитудные возмущения температуры, 

имеющие вид чередующихся температурных пятен, с течением времени разворачиваются поперек слоя и 

одновременно продолжают двигаться вдоль границ (Рис. 8а–г). 

Функция тока, описывающая проекцию на плоскость O y z  движения конечно-амплитудных 

возмущений, которые представляют собой системы вихрей, вращающихся по и против часовой стрелки 

(Рис. 9а). С течением времени вихри сдвигаются вдоль верхней и нижней границ (Рис. 9б–г). Аналогично 

периодически меняется вторая компонента скорости (Рис. 10). 

 

 

Рис. 9. Изолинии функции тока в случае спиральных возмущений: фаза 1 (а), фаза 2 (б), фаза 3 (в), фаза 4 (г)  
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Рис. 9. Продолжение 

 

 
 

 
 

 

Рис. 10. Изолинии конечно-амплитудных возмущений компоненты скорости u  в случае спиральных возмущений: фаза 1 (а), 

фаза 2 (б), фаза 3 (в), фаза 4 (г)  
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Рис. 10. Продолжение  

 

4. Заключение 

 

Поведение конечно-амплитудных возмущений, возникающих во вращающемся слое жидкости при 

значениях числа Марангони выше критических, математическое описание которого сводится к нелинейной 

задаче, исследовано методом сеток. Рассмотрены случаи пространственных винтовых периодических по 

координате x  возмущений в виде валов с осью, перпендикулярной оси O x , и пространственных 

спиральных периодических по y  возмущений в виде валов с осью, параллельной оси O x . При 

монотонной линейной неустойчивости за порогом устойчивости формируются стационарные конечно-

амплитудные возмущения температуры и скорости, соответственно, в виде чередующихся холодных и 

теплых температурных пятен и систем вращающихся в противоположных направлениях пространственных 

вихрей. Для колебательной неустойчивости характерны нестационарные периодические возмущения в 

виде пространственных вихрей и температурных пятен, которые с течением времени разворачиваются 

поперек слоя и двигаются вдоль его границ. При увеличении числа Марангони максимальные значения 

температуры возрастают, движение усложняется, экстремальные значения скорости достигаются вблизи 

верхней и нижней границ. 
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