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Важным этапом исследования свойств нелинейных математических моделей является оценка влияния отклонений параметров, 
характеризующих свойства описываемого объекта, на изменение отклика (анализ чувствительности к возмущениям параметров 

модели). Актуальность рассмотрения этого для моделей материалов обусловлена стохастичностью большинства их физико-

механических характеристик, в связи с чем к разрабатываемым для технологических процессов конститутивным моделям 
предъявляются повышенные требования по устойчивости к материальным параметрам. Последнее позволяет исключить в каждом 

частном случае необходимость проведения точной экспериментальной идентификации свойств материала конкретного изделия. 

Для исследования и оптимизации технологических процессов обработки металлов и изделий давлением с достижением интенсивных 
пластических деформаций целесообразно применять многоуровневые конститутивные модели материалов, позволяющие явным 

образом описывать механизмы неупругого деформирования, а также перестройку структуры материала и изменение определяемых ее 

состоянием физико-механических свойств. В статье приводится методика оценки чувствительности таких моделей к возмущениям 
параметров, основанная на интегральном сопоставлении историй откликов для нескольких видов нагружений при использовании 

в моделях возмущенных и невозмущенных параметров. Обсуждаются результаты приложения предложенной методики 

к двухуровневой статистической модели поликристаллических металлов, учитывающей внутризеренное дислокационное скольжение 
и ротацию решеток кристаллитов, и к ее модификации – трехуровневой модели, дополнительно содержащей описание механизма 

зернограничного скольжения. Полученные результаты свидетельствуют об устойчивости этих математических моделей 
к возмущениям параметров. На основе выполненного анализа осуществлено ранжирование параметров рассмотренных моделей 

по степени чувствительности к их возмущению. 

Ключевые слова: многоуровневая конститутивная модель материала, чувствительность математической модели, возмущение 
параметров модели  
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Analysis of the influence of variations of the parameters characterizing the properties of a modeled object on response change (sensitivity 

analysis for model parameter perturbations) is an important stage in studying the features of nonlinear mathematical models. The relevance 
of this research for material models is based on stochasticity of most material characteristics, and therefore constitutive mathematical models 

used in technological processes calculations must be stable with regard to variation of material parameters, which allows one to avoid precise 

experimental identification of product material properties in each particular case. It is reasonable to use multilevel constitutive models 
of materials, which makes it possible to describe explicitly the mechanisms of inelastic deformation, as well as the material structure evolution 

and the corresponding changes in physical and mechanical properties. This article provides the method of sensitivity estimation to parameter 

perturbations for models of this type, which is based on an integral comparison of response histories for perturbed and unperturbed sets 
of parameters for several types of loading. The results of application of the proposed technique to the two-level statistical model of 

polycrystalline metals, which includes the description of intragranular dislocation sliding and crystallite lattice rotations, and to the modified 

three-level model, which additionally contains the description of grain-boundary sliding mechanism, are presented. The obtained results 
demonstrate the stability of the considered mathematical models with respect to parameter changes. The ordering of model parameters by their 

sensitivity to perturbations is performed on the basis of the analysis carried out in this study. 
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1. Введение 

 

Для совершенствования существующих и разработки новых методов обработки металлов давлением 

с достижением интенсивных пластических деформаций перспективным представляется применение 

многоуровневых конститутивных моделей материалов [1–5]. Это обусловлено тем, что такие модели, 

в отличие от макрофеноменологических, позволяют явным образом описывать физические механизмы 

неупругого деформирования и перестройку структуры материала, и, следовательно, изменение 

определяемых ее состоянием физико-механических свойств. Данные возможности обеспечиваются 

использованием в многоуровневых моделях материалов внутренних переменных, характеризующих мезо- 

и микроструктуру, а также кинетических уравнений для их изменения [6–9].  

Число вводимых в многоуровневых моделях поликристаллических металлов внутренних переменных 

может быть значительным (в частности, для рассмотренных далее в статье примеров), однако сложность 

разработки и эксплуатации таких моделей вполне сопоставима с аналогичными действиями для моделей  
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макрофеноменологических теорий пластичности. В последних, в силу наличия у неупруго деформируемых 

твердых тел свойства памяти, в общем случае необходимо использовать операторы или функционалы, 

учитывающие предысторию воздействий [7, 10]. Для описания отклика материала при существенно 

различных воздействиях (при разных траекториях кинематического нагружения, характерных 

для технологических процессов обработки) оператор должен включать в себя либо выбор частных 

соотношений для реализуемого нагружения (например, в рамках теории упруго-пластических процессов 

А.А.Ильюшина [11], в структурно-аналитическом подходе В.А.Лихачева, В.Г. Малинина [12]), 

либо напрямую содержать аппроксимацию экспериментальных данных для различных воздействий (видов 

нагружений) за счет введения соответствующих материальных функций [13], потребность 

в этом обусловлена, в частности, нарушением гипотезы единой кривой. Таким образом, существенным 

недостатком макрофеноменологических моделей с позиции их применимости для исследования 

технологических процессов, помимо неспособности отразить изменение структуры, является необходимость 

проведения экспериментов для большого числа вероятных траекторий нагружения и учета полученных 

данных в операторе модели. В многоуровневых моделях память материала хранится в большом наборе 

значений внутренних переменных, что позволяет осуществлять формулировку определяющих и 

кинетических соотношений в виде простых операторов, например, систем дифференциальных уравнений. 

При этом параметры модели постоянны для конкретного материала (а для ряда характеристик — для класса 

материалов), модель с ними может использоваться при любых нагружениях (в случае корректного учета 

ключевых механизмов деформирования позволяет описывать поведение материала в широком диапазоне 

параметров воздействия [2–5]). Стоит отметить, что многоуровневые модели тоже существенно нелинейны, 

в частности, из-за учета взаимодействий множества переменных.  

Один из способов исследования «качества» математических моделей заключается в оценке их 

чувствительности к параметрам [14–16], под которыми в широком смысле понимаются материальные 

функции и константы, включенные в определяющие уравнения (оператор) модели, начальные условия и 

входные данные (параметры воздействия). Чувствительностью называется зависимость изменения 

выходных данных модели от вариации ее параметров; способы оценки чувствительности кратко 

представлены в разделе 3. Чувствительность нелинейных математических моделей анализируется 

в различных областях: популяционной динамике [17], агроэкологии [18], океанологии [19], химии [20] и 

других. В механике деформируемого твердого тела для исследования чувствительности моделей 

(в большинстве случаев — конструкций) к изменениям воздействий, геометрических параметров или 

параметров материала часто применяется конечно-элементная схема, с использованием которой в явном 

виде находятся производные отклика по параметрам [21–24]. При этом в качестве отклика наряду 

с напряжениями может рассматриваться некоторая целевая функция, характеризующая, например, запас 

прочности или стоимость конструкции [21]. Таким способом можно провести исследование 

чувствительности прямых конститутивных моделей поликристаллов, включающих решение краевой 

задачи на мезомасштабном уровне [5], а также моделей конструкций с применением статистических 

конститутивных моделей поликристаллических материалов [4].  

Между тем важной представляется и задача оценки чувствительности собственно статистических 

конститутивных моделей поликристаллов к возмущениям воздействий и параметров модели (что 

эквивалентно неточности их определения). Именно она рассмотрена в настоящей статье. Актуальность ее 

решения обусловлена стохастическим характером свойств материала: применяемые в технологических 

расчетах математические модели материалов должны быть устойчивы по отношению к изменению 

свойств, то есть небольшие отклонения во входных параметрах должны приводить к малым отклонениям 

отклика, это необходимо для обоснования возможности избежать проведения для каждого конкретного 

изделия точной экспериментальной идентификации свойств материала. Стоит отметить, что анализ 

устойчивости важен также при проведении процедуры идентификации разрабатываемых новых моделей 

материалов [25, 26]: если для установленных из физических соображений диапазонов изменения 

параметров наблюдается существенная чувствительность модели, то ужесточается требование к точности 

экспериментов и их стабильной повторяемости.  

Раздел 2 содержит краткое описание базовой конститутивной двухуровневой модели поликристалла и 

данные вычислений, полученные с ее использованием при некоторых видах нагружений, а также соотношения 

трехуровневой модели поликристалла, включающей описание механизма зернограничного скольжения.  

Метод оценки чувствительности модели, заключающийся в определении отклонения отклика 

при задании отклонений воздействий или параметров приводится в разделе 3, а результаты его применения 

для рассматриваемых моделей — в разделе 4. В заключении суммируются выводы по статье. 

 

2. Краткое описание базовой конститутивной статистической многоуровневой модели 

поликристаллического материала и результатов моделирования  

некоторых процессов нагружения 

 

Объему поликристаллического материала на макроуровне ставится в соответствие выборка 

кристаллитов, деформирование которых предполагается однородным — используется обобщенная 
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гипотеза Фойгта о равенстве градиента скорости перемещений на мезо- и макроуровнях [4, 27–29]. Стоит 

отметить, что по причине большой ресурсоемкости самосогласованных и прямых моделей [4, 5] именно 

статистические модели наиболее часто применяются в настоящее время для исследования технологических 

процессов термомеханической обработки. 

На макромасштабном уровне система уравнений принимает следующий вид (здесь и далее величины 

макромасштабного уровня обозначены заглавными буквами, аналогичные величины мезоуровня, то есть уровня 

кристаллита, — такими же строчными буквами; для облегчения записи индекс кристаллита опущен) [30]: 
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Здесь: определяющее соотношение (1)1 сформулировано в терминах текущей конфигурации; K — 

взвешенный тензор напряжений Кирхгоффа макроуровня, 
ο

ˆρ ρ K Σ , где Σ  — тензор напряжений 

Коши макроуровня, 
ο

ˆρ ρ  — среднее отношение плотности в отсчетной и текущей конфигурации 

для кристаллитов, составляющих представительный объем макроуровня (согласно обобщенной гипотезе 

Фойгта эта величина для всех кристаллитов одинакова); cor
    K K Ω K K Ω  — не зависящая от выбора 

системы отсчета скорость изменения (коротационная производная) тензора напряжений Кирхгоффа; 

кинематическое воздействие задано транспонированным градиентом скорости перемещений Tˆ L V  

на макроуровне; на макроуровень из модели мезоуровня передаются тензор спина подвижной системы 

координат Ω  (соотношение (1)2) и тензор упругих свойств П  (соотношение (1)3) с помощью операции 

осреднения по представительному макрообъему (среднее по выборке кристаллитов); тензор скорости 

неупругих деформаций in

s
Z  следует из модели мезоуровня с использованием процедуры согласования 

определяющих соотношений [30] макроуровня и мезоуровня (для обеспечения равенства 

макронапряжений осредненным мезонапряжениям K κ );   — символ операции осреднения по 

представительному макрообъему, 'a  — обозначение отклонения тензорной характеристики a  

в рассматриваемом кристаллите от среднего по представительному макрообъему значения, '  a a a  

(операция осреднения обладает свойством ' a 0  для любой a ).  

В структуре модели (1) отражаются возможности многоуровневых моделей для представления 

параметров макроуровня как эффективных величин, интегрально характеризующих процессы 

деформирования на мезоуровне, в частности разрешается вопрос определения коротационной 

производной, являющийся важным при построении моделей для описания технологических процессов 

с характерными большими градиентами перемещений (геометрической нелинейностью) — используется 

информация о подвижных системах координат отдельных кристаллитов, которые связываются 

с симметрийными элементами кристаллитов [31], при этом изменение симметрии материала на 

макроуровне в результате формирования текстуры не требует корректирования конститутивной модели. 

Система уравнений на мезоуровне (применяется для каждого кристаллита, для упрощения записи 

индекс кристаллита опущен) имеет следующий вид [32]:  
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В формулировке (2) принято: 
ο

ˆρ ρ
 

  
 

κ σ  — взвешенный тензор напряжений Кирхгоффа мезоуровня;  

σ  — тензор напряжений Коши мезоуровня; ω  — спин подвижной системы координат, связанной 
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с решеткой [31]; п  — тензор упругих свойств (компоненты которого постоянны в базисе подвижной 

системы координат); T
̂l = v  — транспонированный градиент скорости перемещений (задается согласно 

обобщенной гипотезе Фойгта T Tˆ ˆ   l = v V L , где T
̂ V  берётся с макромасштабного уровня); 

( ) ( )
, 

k k
b n  — единичные векторы направления скольжения и нормали к плоскости скольжения (в актуальной 

конфигурации) краевых дислокаций; K — число кристаллографических систем скольжения. Соотношения 

(24), (25) приведены в общем виде (в различных моделях могут использоваться разные операторы, 

в частности, подмодели, алгоритмы).  

Как отмечается в [33], подвижная система координат может быть связана с элементами симметрии 

материала (например, с кристаллографическими направлением и плоскостью), что обуславливает 

соответствующий выбор коротационной производной; подход подробно описан в [31]. В этом случае 

для наблюдателя в фиксированной лабораторной системе координат тензоры, входящие в формулировку 

конститутивной модели, будут изменяться как индифферентные, что позволяет удовлетворить принципу 

независимости определяющего соотношения от выбора системы отсчета (в отличие от случая, когда 

постулируется постоянство тензора свойств при формулировке линейного определяющего соотношения 

в актуальной конфигурации — из принципа следует, что тензор свойств может быть только изотропным 

[10]). При проведении расчетов, результаты которых представлены в статье, во всех случаях 

для нахождения спина (25) применялось выражение [31]: 

 

       
e e e

2 1 1 2 3 1 1 3 2 1 2 1
= – – –

i i
       ω k k k l k k k k l k k k k l k k k  

      
e e e

3 2 2 3 3 1 3 1 3 2 3
– ,          k l k k k k l k k k k l k k k  (3) 

 

где 
i

k  — ортонормированный базис подвижной системы координат, ориентация которой относительно 

фиксированной лабораторной системы задается собственно ортогональным тензором o , 
K

e ( ) ( ) ( )

= 1

– γ
k k k

k

 l l b n — упругая составляющая градиента скорости перемещений. В (3) находит отражение 

инвариантность решетки (а следовательно, подвижной системы координат) при пластическом 

деформировании за счет движения краевых дислокаций по системам скольжения [31]. Как направление 

развития моделей данного класса можно отметить усовершенствование описания ротации решетки 

кристаллитов путем включения в уравнения силовых (моментных) факторов, возникающих 

от взаимодействия дефектов соседних зерен (субзерен) [30]. 

Для установления скоростей сдвигов ( )
γ

k

 
на системах скольжения во многих моделях [2–5] 

используется вязкопластическое соотношение (22), где 
( )

τ
k

,
( )

c
τ

k
 — сдвиговое (23) и критическое сдвиговое 

напряжение на k-й системе скольжения, 
0

γ  — скорость сдвига по системе скольжения при достижении 

касательным напряжением критического напряжения сдвига, m  — показатель скоростной 

чувствительности материала, ( )Н    — функция Хевисайда. Критические напряжения сдвига 
( )

c
τ

k
 

по системам скольжения в общем случае являются функциями накопленных к текущему моменту сдвигов 

и истории их изменения [30, 34, 35]. Для определенности при проведении расчетов для данной статьи 

во всех случаях применялся закон упрочнения вида [27, 36]: 

 

 
K

( ) ( ) ( )

c

1

τ γ
k k l l

l

h



   σ ,         
( ) ( ) ( )

l a t l a t
(1 )δ

k l k l l
h q q h    

 
,        

 
a

( )

0 c s a t
h 1 τ / τ

ll
h    , (4) 

 

где параметр латентного упрочнения 
l a t

q  принимает значение 1,0 для компланарных и 1,4 — 

для некомпланарных систем скольжения (с номерами k  и l ), 
( )

δ
k l

 — дельта Кронекера, 
sa t

τ  — так 

называемое напряжение насыщения [27, 36], параметры 
0

h , а  находятся из экспериментальных данных.  

В работах [32, 37] показано, что при условии малости упругих деформаций (характерных для металлов 

и сплавов) система (2) дает результаты, близкие к получаемым с использованием других альтернативных 

моделей мезоуровня, в том числе с наиболее популярной формулировкой определяющих соотношений 

в терминах разгруженной конфигурации [27, 35, 36]. Приведенные здесь для примера уравнения 

мезоуровня применимы для описания наиболее важных механизмов неупругого деформирования (за счет 

движения краевых дислокаций), при моделировании процессов термомеханической обработки может 

понадобиться учет в модели температуры и зависящих от нее значимых физических механизмов 

(двойникования, фрагментации, твердотельных фазовых превращений и других). Развитие 

многоуровневых моделей в этом направлении является предметом исследований многих научных 

коллективов [4, 5].  
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В численных расчетах рассматривался представительный объем поликристалла с гранецентрированной 

кубической решеткой (далее ГЦК-поликристалла) в рамках статистической модели, включающий выборку 

из 343 кристаллитов, начальные ориентации которых распределены случайно по равномерному закону. 

Номинальные свойства соответствовали меди. Принимались независимые компоненты тензора упругих 

свойств мезоуровня, постоянные для наблюдателя в жесткой подвижной системе координат, связанной 

с решеткой: 
1 1 1 1

п 168, 4 ГП а,   
1 1 2 2

п 121, 4 ГП а,   
1 2 1 2

п 75, 4 ГП а   [38]; в вязкопластическое соотношение 

входили параметры: 
1

0
γ 0 , 0 0 1 с


  , 1 m 0, 0 1 2 ; параметры закона упрочнения составляли: 

0
h 1 8 0 МПа  , 

sat
τ 1 4 8 МПа  , a 2, 25 ; критические напряжения для всех систем скольжения имели начальные 

значения: ( )

c c 0
τ (0 ) τ 1 6 М П а , 1, . . . ,

k
k K      [27, 36]. 

Результаты моделирования для простых нагружений (осадки вдоль оси 
3

l  лабораторной системы 

координат и сдвига плоскостей 
2 3

( , )l l  в направлении 
2

( )l ), полученные с использованием базовой 

модели (1)–(4), близки к представленным в [39].  

На рисунке 1 приведены зависимости компоненты 
3 3

( Σ )  тензора истинных напряжений Коши 

на макроуровне от компоненты 
3 3

)H  логарифмической меры деформации при одноосном сжатии и 

зависимость компоненты 
2 3

( Σ )  тензора истинных напряжений Коши на макроуровне от величины сдвига 

при простом сдвиге. Хотя используемые при расчете параметры были определены при идентификации 

на основе рассмотрения сжатия [27], результаты изменения сдвиговых напряжений при простом сдвиге 

находятся в хорошем соответствии с экспериментальными данными. 

 

  

Рис. 1. Зависимости  
3 3

( Σ )  от 
3 3

H  при одноосном сжатии (a) и 
2 3

( Σ )  от величины сдвига при простом сдвиге (б); точками 

показаны экспериментальные данные из [27], сплошной линией – результаты авторского моделирования 
 

Рисунок 2 содержит полюсные фигуры при осадке (для момента 
3 3

1H   ) и сдвиге (для момента 

γ 1, 4 ); точки обозначают отображения направления <111> отдельных кристаллитов на полюсной фигуре. 

Полученные при моделировании полюсные фигуры находятся в хорошем качественном соответствии с 

экспериментальными данными [27, 36].  

С использованием модели (1)–(4) также исследовалось кинематическое нагружение по двухэтапным 

траекториям вида «простой сдвиг – простой сдвиг» с постоянными градиентами скоростей деформации: 

 

   

Рис. 2. Прямые полюсные фигуры для направлений <111>: в начальный момент времени для всех нагружений (a); после осадки 

до 
3 3

1H    (б); после простого сдвига до γ 1, 4  (в); при построении фигур (а, б) проецирование осуществлялось вдоль 
3

l , а 

фигуры (в) – вдоль 
1

l  

а б 

а б в 
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– на этапе I  

(5) 

  
T 4

I 1 1 2 2 1 2 2 1

1
сˆ 5 10  


     v l l l l l l l l , 

– на этапе II  

 
T 4 2 2

II 1 1 2 2 3 3

ˆ 5 1 0 c o s ψ s in ψ


     v l l l l l l  

       1 2 2 1 1 3 3 1 2 3 3 2

1
c o s ψ s in ψ c o s ψ s i сn ψ


      l l l l l l l l l l l l , 

 

где параметр   –– угол поворота перед вторым этапом. Каждый из этапов деформирования имел 

длительность 1000 с.  

На рисунке 3 демонстрируются полученные по (1)–(4) для нагружения (5) зависимости компонент 

тензора напряжений Коши на макроуровне (для поликристалла) от времени для ψ =     и ψ =    . Данные 

свидетельствуют о приобретении материалом после этапа I анизотропии пластических свойств.  

 

   

 
 

Рис. 3. Зависимость от времени компонент тензора напряжений Коши Σ  на макроуровне в лабораторной системе координат 

для ГЦК-поликристалла при разном значении угла  , град: 45 (а); 90 (б)  

 

На рисунке 4 приведены прямые полюсные фигуры для поликристаллического агрегата в различных 

конфигурациях. Наблюдается возникновение значительной неоднородности распределения ориентаций 

кристаллитов, что отражается в появлении анизотропии упругих свойств материала на макромасштабном 

уровне [40].  

Результаты, которые содержат рисунки 1–4, были использованы далее в качестве базовых при оценке 

чувствительности двухуровневой математической модели материала. 

 

   

Рис. 4. Прямые полюсные фигуры для направлений <111> (проецирование вдоль 
3

l ): конечная конфигурации этапа I (а), 

конечная конфигурация этапа II при ψ =    (б) и ψ =    (в) 

 

Одним из преимуществ аппарата многоуровневых моделей является возможность учета всех ключевых 

механизмов. Для примера приведем модифицированную модель, содержащую описание механизма 

зернограничного скольжения, значимость которого возрастает при повышенных температурах и 

мелкозернистой структуре материала [41–45]. В этом случае в определяющее соотношение (1)1 вводится 
in

g b
Z  — еще одна составляющая тензора скорости неупругих деформаций. Она отвечает за зернограничное 

скольжение и представляет собой осредненную в представительном макрообъеме характеристику, то есть 

определяет действие механизма статистически в рамках используемого многоуровневого подхода [46]: 

а б 

а б в 
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g b

4

in ( ) ( ) ( )

g b g b g b g b

1

γ

K

i i i

i 

 Z b n , (6) 

 

и соотношение (1)1 для трехуровневой модели приобретает вид: 
co r in in

s g b
: ( ) .       K K Ω K K Ω П Z Z Z  

При этом (6) предполагает, что во всем представительном макрообъеме скорость относительного смещения 

кристаллитов вдоль общей границы (плоской фасетки с нулевой толщиной) по направлению i -го смещения 

аппроксимируется скоростью сдвига ( )

g b
γ

i  [47]; 
g b

K  — количество возможных плоскостей зернограничных 

смещений, в качестве которых рассматриваются все границы кристаллитов, а 
g b

4 K  — общее количество 

направлений смещения по всем фасеткам границ представительного макрообъема; ( )

g b

i
b  и ( )

g b

i
n  — 

направление смещения в фасетке и нормаль к ее плоскости (одно из направлений смещения для каждой 

границы «привязывается» к материалу одного из граничащих кристаллитов — к его решетке).  

Соотношение для скоростей зернограничных сдвигов установлено по аналогии с выводом уравнения 

Орована и базируется на известном законе Аррениуса [47] с использованием параметра скоростной 

чувствительности n : 
 

 

n
( )

g b( ) ( ) ( ) ( )

g b g b 0 g b c g b g b( )

c g b

τ
γ γ ex p τ – τ , 1, 2 , ..., 4 ,

k θτ
( )

i

i i i i

i

i

F
i KН

   
         

  

 , (7) 

 

где ( )

g b 0
γ

i  — характерная скорость сдвига по фасетке границы, ( )

g b
τ

i  и ( )

c g b
τ

i  — сдвиговое и критическое 

сдвиговое напряжение по i -му направлению, F  — величина энергетического барьера (энергия 

активации зернограничного сдвига), k  — постоянная Больцмана, θ  — температура. 

Эволюционное уравнение для критического напряжения зернограничного сдвига ( )

c g b
τ

i  в общем виде 

представляется [46, 48] как  
 

       
2

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )

c g b g b g b g b( )

1 1g b

τ 1 ex p γ γ γ σ ex p γ
k θγ

j
K

i i i k j k j k j k j k j i id

k b bi

j k

Uq c
h g H H H

S 

    
                 

  b N b N . (8) 

 

Здесь: h  — коэффициент упрочнения, зависящий от среднего размера кристаллитов; q  — безразмерный 

параметр модели; ( )

g b
γ

i  — накопленный сдвиг по направлению i  в рассматриваемой фасетке границы; i

k
g  — 

компоненты матрицы упрочнения (разупрочнения) за счет решеточных дислокаций, выходящих на фасетку; 
))((

γ
jk  — скорость сдвига по системе скольжения k  в j -м кристаллите (одном из двух прилегающих 

к фасетке); 
j

K  — число систем скольжения в j -м зерне; ))(( jk
b  — единичный вектор направления 

скольжения k  в j -м кристаллите; ))(( jk
N  — внешняя нормаль к плоскости фасетки границы для j -го 

кристаллита; 
2

( ) ( )( ) ( )

1

σ ( / 2 )
i i j i

b b g b g b

j 

  b σ b — нормальное напряжение в направлении сдвига по границе ( )

g b

i
b  

(на площадке, ортогональной ( )

g b

i
b ), определяемое с осреднением напряжений ( ) ( )i j

σ  в составляющих границу 

кристаллитах; c — коэффициент диффузии; S  — площадь рассматриваемой фасетки границы; 
d

U  — 

энергия активации зернограничной диффузии. В соотношении (8) первое слагаемое учитывает влияние 

на зернограничное скольжение соседних кристаллитов как возможных препятствий (коэффициент h  

уменьшается при более мелкозернистой структуре, что приводит к облегчению зернограничного 

скольжения), а также «механическое выглаживание» границ при проскальзывании по ним; второе слагаемое 

описывает приток решеточных дислокаций в границу, повышающих ее энергию и способствующих 

скольжению по данной границе; третье слагаемое действует только при активном зернограничном 

проскальзывании и учитывает зернограничную диффузию, в результате которой происходит дополнительное 

(«диффузионное») «выглаживание» границ.  

Роль кинематических воздействий на мезоуровне (уровне кристаллитов) в трехуровневой модели играет 

транспонированный градиент скорости перемещений за вычетом составляющей неупругих деформаций 

за счет зернограничного скольжения: T T in in

gb gb

ˆ ˆ     l = v V Z L Z , где T
̂ V  определен 

на макромасштабном уровне [46, 47].  

Численные расчеты для случая изотермического деформирования представительного макрообъема 

поликристалла с помощью модифицированной трехуровневой модели, содержащей подмодель 
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для описания зернограничного скольжения (6)–(8), также проведены с использованием параметров, 

соответствующих меди. В том числе приняты значения параметров вязкопластического соотношения 

( ) 4 1

g b 0
γ e x p 1 0 с

θ

i F

k

  
   

 

, n 1 0 , параметров закона упрочнения 3 МПаh   , 0 ,1q  , 3 3 ,
i

k
g i k  , 

1
e x p 0 , 0 0 0 2 c

k θ

d

i

Uc

S

 
   

 

, начальные значения критических напряжений сдвигов ( )

c g b c g b 0
τ (0 ) τ 7 0 М П а

i
  . 

Для снижения ресурсоемкости, необходимой для расчетов при оценке устойчивости, использовалась 

выборка из 216 кристаллитов. Данные всех тестовых расчетов оказались близкими к полученным 

на выборке из 343 кристаллитов.  

 

 
 

 

  

 

Рис. 5. Изменение компонент напряжений для различных нагружений: зависимость 
3 3

)   от 
3 3

H  при одноосном сжатии (a); 

зависимость 
2 3

)   от величины сдвига при простом сдвиге (б); зависимость компонент тензора напряжений от времени 

для нагружения (5) при ψ =     (в) и ψ = 9 0  (г) 

 

Результаты применения 

трехуровневой модели для 

вышеописанных нагружений 

представлены далее. Данные 

об изменении напряже- 

ний (Рис. 5) и ориентаций 

кристаллитов (Рис. 6) 

свидетельствуют об активи-

зации зернограничного 

скольжения. Также 

наблюдается понижение 

напряжений относительно 

данных моделирования 

без учета этого механизма 

релаксации (см. Рис. 5 

в сравнении с Рис. 1, 3) и  

 

  

 

Рис. 6. Прямые полюсные фигуры для направлений <111> (проецирование 

вдоль 
3

l ) после нагружения: одноосное сжатие до 
3 3

1H    (a); простой 

сдвиг до 1, 4   (б), нагружение (5) при ψ =     (в) и ψ = 9 0  (г) 

 

в г 

б а 

а б 
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рассеяние текстур, 

образовавшихся до активи-

зации зернограничного 

скольжения (см. Рис. 6 

в сравнении с Рис. 2, 4). 

Оба  эффекта согласуются с 

известными эксперимен-

тальными данными [49, 50]. 

Полученные результаты 

использованы в качестве 

опорных при оценке 

чувствительности трехуров-

невой математической модели 

материала.  
 

 

3. Постановка задачи оценки чувствительности конститутивной модели  

к возмущениям параметров и воздействий 

 

Произвольную математическую модель можно формально задать как оператор, связывающий входные 

( X ) и выходные ( Y ) параметры (конкретные параметры рассматриваемых многоуровневых моделей 

описываются ниже): 

 

 

 ( )Y XF .  (9) 

 

Локальная чувствительность модели 
i

X
A  [14, 16] к изменению любого параметра 

i
X  ( 1, ... ,i I , 

где I — общее число входных параметров) характеризуется разностью откликов, рассчитанных 

с использованием невозмущенного — 
i

X , возмущенного — * δ *
i i i

X X X  , значений, отнесенной 

к возмущению δ *
i

X  [16]:  

 

    *
*

i i i i
X iX X X

A X
 

  X XF F . 

 

Для сопоставления устойчивости по отношению к различным параметрам в определение локальной 

чувствительности целесообразно внести нормирование: 
 

 
   

 

δ * δ *
i i i

i

i

X X X
i

X

i
X

X
A

X



 
   

     
  

 

X X

X

F F

F

. (10) 

 

Отметим, что в [16] предлагается его альтернативный вариант: 

 

 
   

 

δ *

( δ * )

δ *

(δ * )

i i i

i

i i

X X X
i

X

i
X D X

X
A

D X





 
   

     
  

 

X X

X

F F

F

, (11) 

 

где (δ *)
i

D X  — дисперсия используемого равномерного закона распределения параметра δ *
i

X  

при нулевом математическом ожидании, при этом в [16] принято 0
i

X  . При малых относительно 
i

X  

возмущениях δ *
i

X , что характерно для рассматриваемых в статье моделей, формула (10) близка 

к обобщению (11) на случай 0
i

X  . 

Таким образом, задача оценки чувствительности (локальной) к возмущению параметра сводится 

к определению значений (10). Для численного моделирования необходимо генерировать возмущения 

параметра методом Монте–Карло и проводить статистическую оценку распределения отклонений отклика 

и чувствительности по (10) при различных законах распределения параметров. Входными данными X , 

в контексте записи (9), для обсуждаемых многоуровневых моделей являются приведенные выше 

параметры, характеризующие свойства материала, кинематические воздействия, начальные условия — 

распределение ориентировок кристаллитов, остаточные напряжения и накопленные сдвиги, имеющиеся 

  

 

Рис. 6.  Продолжение  

г в 
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в материале перед началом деформирования. Следует заметить, что в этой статье приводятся результаты 

исследования чувствительности моделей только по отношению к параметрам свойств, которые 

представляют собой действительные числа (определены в евклидовом пространстве над полем 

действительных чисел).  

В качестве оператора отклика F  в (9) принимается совокупность истории изменения макронапряжений 

и ориентировок кристаллитов в представительном макрообъеме для всех рассматриваемых нагружений. 

В общем случае это понятие можно расширить путем включения в него и других характеристик 

макроуровня (например, упругих и пластических свойств):  

 

 
 

 

( 1 ) ( ) ( )

( ) ( )

[ 0 , ] [ 0 , ]

( ) ( ) , ( ) . . . , ( ) ,

( ) Σ ( ) , ( ) , 1, . . . , , 1, ,

L o a d

lo a d i

t T t T

t t i N lo a d L o a d

  



 

  

         

F X X X X

X q

F F F

F

 (12) 

 

где ( )i
q  — нормированный кватернион ориентации кристаллографической системы координат i-го 

кристаллита, соответствующий тензору ориентации ( )i
o , N — число кристаллитов в представительном 

объеме макроуровня, T  — время окончания процесса, L oad  — число рассматриваемых видов нагружений 

(приведены в разделе 2), истории изменений ( )
( ) , ( )

i
t tΣ q  для каждого вида нагружения (теста) получены 

при использовании в модели набора параметров X . Отметим, что количество тестов и их виды могут быть 

установлены, исходя из информации о наиболее характерных нагружениях, присущих конкретным 

технологическим процессам. Для числа [Load] тестируемых видов нагружений определим отклик (12) как 

траекторию в пространстве, представляющем собой декартово произведение из [Load] одинаковых 

пространств. Каждое из них, в свою очередь, является декартовым произведением двух пространств. 

Первое представляет собой декартово произведение трехмерных евклидовых пространств (в нем определен 

тензор макронапряжений), второе –– декартово произведение N  пространств кватернионов поворотов 

трехмерного евклидова пространства (в нем определены ориентировки N кристаллитов). 

Норму оператора введем следующим образом (по Чебышеву): 

 

( ) ( ) ( ) ( )

х ар
1, ..., 1 , ..., [ 0 , ] [ 0 , ]

1 , ... ,

( ) m ax ( ) m ax m ax ( ) Σ m ax ( )
lo a d lo a d i lo a d

lo a d L o a d lo a d L o a d t T t T

i N

t t


     



 

       
 
 

X X Σ qF F , 

 

где 
х ар

Σ  — характерное напряжение, обеспечивающее «равноправие» слагаемых. В расчетах принято: 

х ар
Σ 1 0 0 М П а  ; 

2
Σ

i j
 Σ ; 2

i
qq . 

Для отыскания значения (11) запишем выражение для отклонения отклика  
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норма которого имеет вид: 

 

 

        
( )

δ * δ *
1 ,... ,

( ) ( )

х ар[ 0 , ] [ 0 , ]
[ 0 , ] δ *

( )1 ,.. . ,
( ) ( )

[ 0 , ][ 0 , ] δ *
1 , ... ,

m a x

m a x ( ) ( ) Σ

m a x

m a x ( ) (

i i i i i i

i i i

i i

lo a d

X X X X X X
lo a d L o a d

lo a d lo a d

t T t T
t T X X X

lo a dlo a d L o a d
i i

t Tt T X X
i N

t t

t t



 
 

 
 

 

 


    

   

  

    

X X X X

Σ Σ

q q

F F F F

( )

[ 0 , ]

.

)

i

lo a d

t T
X



 

 

 

 

 
 
 

  

 

Представленная методика позволяет оценить меру воздействия возмущений параметров на получаемый 

в модели отклик. При этом принимается во внимание вся история изменения отклика, а не только его 

значение в конкретный момент времени. В такой ситуации требуются значительные вычислительные 

ресурсы, поэтому на данном этапе не рассматривается перекрестное влияние параметров, то есть 

приведенные оценки локальны по отношению к многообразию взаимодействий параметров. 
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Для проведения глобального анализа чувствительности [14, 16] необходимо учитывать все возможные 

отклонения всех допустимых параметров и находить дисперсии отклонений отклика от значения, 

отвечающего их фиксированным величинам. Общее количество вычислительных экспериментов 

получится чрезвычайно большим, что с учетом принятого выше толкования отклика потребует огромных 

вычислительных затрат. Таким образом, пока ограничимся исследованием чувствительности в рамках 

описанной методики.  

Дополнительно, в качестве иллюстрирующего расширение методики примера, в следующем разделе 

оценим устойчивость модели к совместному возмущению двух параметров.  

 

4. Результаты оценки чувствительности конститутивных моделей  
 

Поскольку упругие модули материалов определяются в многочисленных экспериментах и достаточно 

точно, они исключены из числа варьируемых параметров. Возмущения задавались по равномерному 

закону распределения отдельно для каждого параметра с несколькими диапазонами изменения в пределах 

1–5% от его номинального значения, приведенного в разделе 2. Для нанесения каждой точки на каждый 

нижеприведенный график (для значения аргумента 1, 2, 3, 4, 5%) использовались числовые данные 

40 реализаций. 

Для базовой модели рассматривалась чувствительность к обозначенным выше шести характеристикам: 

параметрам вязкопластического соотношения 
0

γ  (обозначен далее как параметр 
1

X ); m  (обозначен как 

2
X ); параметрам закона упрочнения 

0
h  (

3
X ); 

sa t
τ  (

4
X ); a  (

5
X ); начальным значениям критических 

напряжений для всех систем скольжения 
c 0

τ  (
6

X ).  

 

  

 

Рис. 7. Статистические оценки в зависимости от диапазона отклонений параметра, полученные с использованием базовой 

модели (1)–(4), математического ожидания (среднего по реализациям)        δ *
=

i i i i
X X X X

M M


  X X XF F F  (а) и 

среднеквадратичного отклонения        δ *
i i i i

X X X X
S S


 X X XF F F  (б) 

 

На рисунке 7 показаны характеристики полученного в расчетах распределения нормы разности 

откликов модели со случайными возмущенными и невозмущенными параметрами, отнесенной к норме 

последнего. Результаты свидетельствуют об устойчивости базовой двухуровневой модели к возмущениям 

выбранных параметров: малые отклонения воздействий на них приводят к малым отклонениям отклика 

(при возмущении параметров в пределах 5% отклонение отклика не превышает 3,34% для 
4

X , 1,8% — 

для остальных параметров). Наибольшее влияние на выходные данные оказывает отклонение параметра 

s a t
τ  (

4
X ), характеризующего критическое напряжение внутризереных сдвигов «при насыщении»; этот 

эффект обусловлен тем, что максимальные (хотя и небольшие) отличия напряжений и ориентировок 

в большинстве случаев наблюдаются в финале процесса деформирования, когда касательные напряжения 

по системам скольжения управляются, в первую очередь, значением 
s a t

τ .  

На рисунке 8 приведены результаты оценки чувствительности модели как относительного изменения 

отклика к относительному изменению параметров (10). Согласно рисунку модель наиболее чувствительна 

к параметру 
sa t

τ  (
4

X ) и характерной скорости сдвигов 
0

γ  (
1

X ), наименее — к скоростной 

чувствительности m  (
2

X ): при 1%-ном диапазоне отклонения этого параметра оценки отклонения 

отклика составляют (см. Рис.7) 4
1, 6 1 1 0M


  , 5

7 1 0S


   . Последнее обусловлено тем, что при довольно 

а б 
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большом номинальном значении m 83, 33  изображающие точки в пространстве напряжений 

для кристаллитов находятся в окрестности поверхности текучести [51, 52]; малые отклонения m  

от номинального значения почти не влияют на расстояние от поверхности текучести.  

Таким образом, чувствительность модели ко всем параметрам можно признать низкой, что, вероятно, 

связано с общим характером изменения напряжений при деформировании — во-первых, зависимость 

интенсивности напряжений от накопленной деформации (результаты см. в разделе 2) можно 

аппроксимировать степенной функцией с показателем степени, меньшим 1, а во-вторых, модель 

существенно нелинейна и потому мало чувствительна к изменению отдельного параметра. Некоторое 

понижение ( )
i

X
M A и ( )

i
X

S A  для отдельных параметров при увеличении диапазона отклонения связано 

с тем, что при рассмотрении расширенных диапазонов изменения параметра, наряду с появлением 

реализаций с более заметным отклонением отклика от отклика для невозмущенных параметров, также 

возрастает и число реализаций с откликом, который близок к отклику для невозмущенных параметров. 

Это обусловлено, в частности, стремлением изображающих точек в пространстве напряжений 

для кристаллитов находиться в окрестности поверхности текучести, и изменение параметров (кроме
4

X , 

определяющего финальную поверхность текучести) после некоторого их увеличения уже не может 

значительно влиять на изменение отклика. 

 

  

 
Рис. 8. Статистические оценки чувствительности 

i
X

A  (10) для  базовой модели (1)–(4) в зависимости от диапазона отклонений 

параметров ( )
i

X
M M A  (а) и = ( )

i
X

S S A   (б) 

 

Рисунок 9 содержит характеристики полученного в расчетах распределения нормы разности отклика 

модели со случайными  возмущенными параметрами и отклика с невозмущенными параметрами, отнесенной 

к норме последнего, а рисунок 10 — статистические оценки чувствительности модели к возмущению 

параметров m  (
2

X ) и 
c 0

τ  (
6

X ) как совместно, так и по отдельности (результаты для последних идентичны 

приведенным на рисунках 7, 8). Под относительным отклонением «%ΔХ» понимается оценка  

при совместном —    
2 2

2 2 6 6
X X X X X X     , и раздельном — ,

i

i i
X X X X     ,  

возмущении параметров, где i  и 
i

X  — номер варьируемого параметра и его номинальная величина,  

i
X  — отклонение значения параметра в рассматриваемой реализации от своей номинальной величины. 

По результатам на рисунках 9, 10 можно заключить, что совместное варьирование параметров 

оказывает более заметное влияние на отклик, что связано с существенной нелинейностью математической 

модели, но при этом отклонение отклика от полученного при номинальных значениях параметров остается 

малым (при их возмущении в пределах 5% отклонение отклика не превышает 1,5%). 

Для расширенной трехуровневой модели была рассмотрена чувствительность к четырем 

характеристикам: к параметрам вязкопластического соотношения 
0

γ  (
1

X ), m  (
2

X ) — 

для внутризеренных сдвигов; к начальному значению критических напряжений 
c g b 0

τ  (
7

X ) и параметру 

скоростной чувствительности n  (
8

X ) — для межзеренных сдвигов. 

Характеристики расчетного распределения нормы разности отклика модели со случайными 

возмущенными параметрами и отклика с невозмущенными параметрами, отнесенной к норме последнего, 

приведены на рисунке 11.  

а б 
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Важно отметить, что полученные результаты свидетельствуют об устойчивости трехуровневой модели 

к возмущениям параметров (при возмущении параметров в пределах 5% отклонение отклика не превышает  

4,2% для 
7

X , 3,3% — для остальных параметров). Отклик трехуровневой модели существенно зависит  

от подмодели описания зернограничного скольжения. Согласно данным (см. Рис. 11) наибольшее влияние 

на него оказывает начальное значение критических напряжений межзеренных сдвигов 
c g b 0

τ  (
7

X ). 

 
 

 
Рис. 9. Статистические оценки в зависимости от диапазона отклонений параметра/параметров, полученные с использованием 

базовой модели (1)–(4):        δ *
=

i i i i
X X X X

M M


  X X XF F F  (а),        δ *
i i i i

X X X X
S S


 X X XF F F  (б) 

 

  

 
Рис. 10. Статистические оценки чувствительности 

i
X

A по  (10) базовой модели (1)–(4) в зависимости от диапазона отклонений 

параметров: ( )
i

X
M M A  (а),  = ( )

i
X

S S A   (б) 

 

  

 

Рис. 11. Статистические оценки в зависимости от диапазона отклонений параметра/параметров, полученные с применением 

трехуровневой модели с подмоделью зернограничного скольжения (6)–(8):        δ *
=

i i i i
X X X X

M M


  X X XF F F  (а), 

       δ *
i i i i

X X X X
S S


 X X XF F F  (б) 
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Рис. 12. Статистическая оценка чувствительности 
i

X
A  согласно (10) трехуровневой модели с подмоделью зернограничного 

скольжения (6)–(8)  в зависимости от диапазона отклонений параметра: ( )
i

X
M M A (а), = ( )

i
X

S S A   (б) 

 

На рисунке 12 приведены данные статистической оценки чувствительности модели по формуле (10) как 

относительного изменения отклика, поделенного на относительное изменение параметра. 

Анализируя рисунки 11, 12, можно констатировать: 

– модель показывает наибольшую чувствительность к параметру 
c g b 0

τ  (
7

X );  

– статистические характеристики отклонения практически не зависят от диапазона возмущений параметра, 

что связано с выбором номинальных параметров, обеспечивающих стабилизацию напряжения течения 

на значениях, существенно меньших получаемых в модели без рассмотрения зернограничного скольжения 

(Рис. 5);  

– напряжения течения в значительной мере определяются именно параметром 
c g b 0

  (
7

X );  

– влияние параметра скоростной чувствительности n  для межзеренных сдвигов (
8

X ) сопоставимо 

с влиянием параметров описания внутризеренного скольжения (
1

X , 
2

X ); 

– поскольку за счет реализации зернограничного скольжения происходит дополнительная релаксация 

напряжений, отклик уже в меньшей степени зависит от параметра 
s a t

τ , характеризующего критическое 

напряжение внутризереных сдвигов «при насыщении» (это находит отражение в бо льшей зависимости 

отклонения отклика от возмущений других параметров внутризеренного скольжения). В частности, 

в трехуровневой модели наблюдается отклик на изменение параметра скоростной чувствительности m  

для внутризеренных сдвигов (
2

X ), более заметный по сравнению с откликом двухуровневой модели 

(проявляется в увеличении по сравнению с рисунком 8 значений статистических оценок чувствительности, 

приведенных на рисунке 12).  

 

5. Заключение 

 

Представлена методика оценки чувствительности многоуровневых конститутивных моделей 

материалов к возмущениям собственных параметров, основанная на интегральном сопоставлении историй 

откликов, получаемых по возмущенным и невозмущенным наборам этих материальных параметров 

для нескольких видов нагружений. Под откликом понимаются как изменяющиеся в процессе нагружения 

параметры напряженно-деформированного состояния на макромасштабном уровне, так и характеристики 

структуры материала (ориентировки кристаллитов, составляющих представительный объем макроуровня). 

С использованием методики исследованы двухуровневая статистическая модель поликристаллических 

металлов (включающая подмодели внутризеренного дислокационного скольжения и ротаций решеток 

кристаллитов), а также ее модификация — трехуровневая модель, дополнительно принимающая 

во внимание механизм зернограничного скольжения.  

Результаты вычислений свидетельствуют об устойчивости рассмотренных математических моделей 

по отношению к изменению их параметров. Это свидетельствует о перспективности приложения 

многоуровневых моделей материалов к описанию технологических процессов термомеханической 

обработки, поскольку исключается необходимость проведения для каждого частного случая точной 

экспериментальной идентификации свойств материала конкретного изделия. На основе выполненного 

анализа осуществлено ранжирование параметров моделей по степени чувствительности к их возмущениям. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (грант №17-19-01292).  
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