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Проведено прямое численное моделирование процесса разделения бинарного металлического расплава в тонком неоднородно нагретом 

капилляре круглого сечения. Ключевым моментом рассматриваемого процесса является предположение о том, что за счет несмачивания 

существует тонкий слой газовой фазы между расплавом и границей резервуара. Для описания данного эффекта использованы уравнения 
межфазной гидродинамики, что позволило построить для смесей жидких металлов феноменологическую модель процессов на поверхности 

раздела между расплавом и твердой границей. Задача решалась методом конечных разностей в сочетании с явной схемой 

на суперкомпьютере «ПГНИУ–Кеплер» Научно-образовательного центра «Параллельные и распределенные вычисления» Пермского 
государственного национального исследовательского университета. По результатам численного моделирования найдены поля скорости и 

температуры, а также концентрации компонентов расплава в объеме и на поверхности. Описана динамика процесса разделения. Показано, 

что продольный градиент температуры при условии несмачивания на боковой поверхности создает опускное движение расплава вдоль 
границы, которое совместно с эффектами адсорбции и десорбции влечет за собой образование объемной неоднородности концентрации 

компонентов смеси вдоль капилляра. Воспроизведена временная зависимость разности объемных концентраций компонентов на торцах 

капилляра, наблюдаемая в экспериментах. Проведен анализ распределения объемных концентраций компонентов и поверхностной фазы 
вдоль капилляра при различных значениях коэффициентов адсорбции и десорбции и числа Марангони. Изучена зависимость разности 

концентраций компонентов расплава на концах капилляра от его длины. Выявлено, что с увеличением длины капилляра эффект разделения 

усиливается. Качественное и количественное сравнение большинства характеристик продемонстрировало хорошую корреляцию 
результатов расчета с данными, полученными ранее для плоской задачи, и имеющимися на сегодняшний день экспериментальными 

данными. Вычислительный эксперимент показал, что движение в поверхностном слое происходит достаточно интенсивно. Тяжелый 

компонент сносится конвективным потоком в нижнюю часть капилляра так, что его концентрация примерно на 1/8 части поверхности 
капилляра возрастает почти на порядок. 

Ключевые слова: концентрационная конвекция, граница раздела бинароного расплава, разделение бинарных сплавов, адсорбционные и 

десорбционные процессы 
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Direct numerical simulation of the process of binary alloy separation in a thin non-uniformly heated circular capillary is carried out. The key 

point of the process under consideration is the assumption of the existence of a thin gas layer between the melt and the capillary wall due  

to non-wetting condition. Equations of interfacial hydrodynamics are used to describe the effect of separation, which allows us to develop 
a phenomenological model of the processes at the melt – solid boundary interface for mixtures of liquid metals. The finite difference method 

in combination with the explicit scheme is used for solving the problem. The calculations have been carried out on the supercomputer “PSU–Kepler” 

of the Scientific and Educational Center “Parallel and Distributed Calculations” in Perm State National Research University. Velocity and 
temperature fields, as well as the concentration of melt components in the volume and on the surface, are determined through numerical simulations. 

The dynamics of the separation process is described in detail. It has been found that the longitudinal temperature gradient and the non-wetting 

condition on the lateral capillary side generate a downward movement along the external boundary, which, together with adsorption and desorption 
effects, lead to the formation of volume concentration non-uniformity along the capillary. The temporal evolution of the volume concentrations 

difference along the capillary observed in experiments is reproduced numerically. The distributions of volume concentrations and the surface phase 

are studied as a function of both Marangoni number and adsorption-desorption coefficients. Concentration differences for alloy components are 
studied in relation to the capillary length. It has been shown that an increase in the capillary length leads to the strengthening of the separation effect. 

The qualitative and quantitative comparison of most characteristics demonstrates that the calculated data are in good agreement with the numerical 

results of the plane problem considered earlier and with the available experimental data. Numerical experiments show that the movement 
in the surface layer is quite intensive. The heavy component is transported by the convection flow towards the lower part of the capillary so that its 

concentration increases by the order of magnitude on the 1/8 part of the capillary surface. 

Key words: solutal convection, binary alloy’s interface, separation of binary alloys, adsorption and desorption processes  
 

 

1. Введение 

 

Разделение расплавов металлов на компоненты, в частности, с целью их очистки от примесей, представляет 

весьма трудоемкий и дорогостоящий процесс. Если отвлечься от возможности управления течениями жидких 

металлов с помощью электрического или магнитного полей, то еще одним эффективным способом разделения, 

принципиально отличающимся от первых двух, является центрифугирование расплавов. Сам физический 

принцип, на котором оно основывается, порождает в технологии разделения определенные недостатки, которые 

иногда весьма непросто устранить вследствие, во-первых, заведомо сложной конструкции центрифуг 
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(очевидно, что этот способ может применяться только в случае относительно легкоплавких металлов),  

а во-вторых, в чистом виде он не особо эффективен при разделении металлических жидких смесей, состоящих 

из близких по атомной массе компонентов. Помимо всего прочего, центрифугирование не подходит для тонкой 

очистки металлических расплавов от примесей. Тем не менее, разделение таким путем жидких металлов 

на компоненты довольно часто используется как на производстве, так и в научных целях. В частности, 

некоторое время к центрифугированию активно прибегали для управления процессами массопереноса 

в гетерогенных металлических расплавах, чтобы влиять на микроструктурные свойства сплавов после 

их солидификации. 

Работа [1] посвящена изучению свойств бинарных металлических расплавов c эвтектической диаграммой 

состояния. Эвтектическая композиция представляет собой жидкий раствор, для сплавов данной системы 

кристаллизующийся при наиболее низкой температуре. По результатам анализа различных характеристик 

смесей, а именно, теплоты смешения в зависимости от процентного соотношения компонентов, был сделан 

вывод, что наиболее сильная несмешиваемость наблюдается в композициях с максимальной теплотой 

смешения. Показано, что процентный состав сильно отличается от эвтектического, если смесь кристаллизуется 

при более низкой температуре. Так как состояние равновесия фаз контролируется не только температурой, но и 

давлением, то в [1] сделан вывод, что расслоение расплавов c эвтектической диаграммой состояния достижимо 

путем центрифугирования. 

Разделение на фазы может проявляться совсем незначительно на уровне микрогетерогенного строения, 

другими словами, в таких смесях будут наблюдаться небольшие конгломераты, состоящие преимущественно 

из атомов одного вида. Наличие подобной перемежаемости областей с преимущественно разным составом 

традиционно связывают с неполной смешиваемостью. В работе [2] предпринята попытка изучить влияние 

центробежных сил на микроструктуру металлического расплава Sn–Bi (олово–висмут). Его помещали 

в центрифугу и подвергали достаточно быстрому вращению (до 3000 об/мин, что соответствовало ускорению, 

в 2000 раз превышающему ускорение свободного падения). Система выдерживалась в таких условиях в течение 

10–30 мин, после чего охлаждалась без остановки центрифуги. В результате определялось распределение 

концентрации компонентов полученного сплава, а именно, анализировалась микрогетерогенность смеси. 

Умение управлять микрогетерогенностью смеси имеет серьезное прикладное значение. В работе [3] 

изучалось крупномасштабное перераспределение углерода в расплаве чугуна ЛК-4. В эксперименте однородная 

смесь помещалась в алундовые капилляры диаметром 1 мм или кварцевые трубки диаметром 5–6 мм. Высота 

образцов, соответственно, равнялась 15–16 см. После выдержки в вертикальном положении при температуре 

~1000°С в течение 3 ч образцы быстро охлаждали. В итоге фиксировалась небольшая продольная разность 

концентраций углерода (~0,2%) во всех образцах. Выдержка образцов в горизонтальном положении 

не приводила к перераспределению концентрации вдоль капилляра. Попытка объяснения экспериментальных 

данных была сделана на основе теории броуновского движения в жидкостях. Асимптотическое решение 

на сколь угодно больших временах зависело от характерного радиуса частиц, оценка которого предполагала его 

совпадение с величиной микрогетерогенных областей в работах по центрифугированию. 

В то же время, результаты исследования микрогетерогенности методом центрифугирования были 

подвергнуты справедливой критике в [4]. Исходя из анализа предшествующих экспериментальных работ 

по центрифугированию металлических расплавов эвтектического типа, был сделан вывод, что конечный 

градиент концентрации не связан напрямую со временем центрифугирования и частотой вращения. Проведя 

ряд теоретических оценок, авторы пришли к заключению, что кристаллизация смеси должна оказывать сильное 

влияние на конечное распределение концентрации. Также было предложено объяснение сильного разброса 

данных при сравнении разных экспериментов, заключающееся в следующем: в процессе солидификации сплава 

эвтектического типа происходит его разделение на кристаллики чистых компонентов (подобный распад имеет 

место даже при очень быстром охлаждении: ~10
5 

град/сек); пока весь сплав не затвердеет, эти кристаллики, 

в зависимости от соотношения их плотности и плотности расплава, будут всплывать или оседать. Наличие 

такого движения в смеси может сильно исказить ее микроструктуру, что делает центрифугирование не вполне 

однозначным методом управления микрогетерогенностью. 

Описанное выше поведение гетерогенных расплавов в центрифугах определяется исключительно 

объемными механизмами. При рассмотрении движения смесей по микроканалам на передний план начинает 

выступать взаимодействие флюида со стенками. Процессы перераспределения компонентов в жидких смесях 

при заполнении ими тонких слоев или каналов обладают общими чертами. Это касается не только 

гетерогенных расплавов металлов, но справедливо и в отношении самых разных по своей природе жидких 

смесей. В [5] была аналитически решена задача о влиянии термодиффузии на гравитационное оседание 

наночастиц в несущей жидкости, находящейся в тонком вертикальном неоднородно нагретом канале. Точное 

аналитическое решение в виде рядов позволило проследить за эволюцией полей температуры и концентрации 

наночастиц для разных значений коэффициента термодиффузии. Показано, что полученное решение может 

быть положено в основу методики экспериментального измерения коэффициента термодиффузии 

для наножидкостей, что является весьма актуальным применительно к магнитным жидкостям, физические 

свойства которых сильно отличаются друг от друга ввиду разных способов создания подобных сред. 

Установлено, что для размеров феррочастиц ~10−20 нм гравитационное оседание может привести к заметному  
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эффекту только при длительности процесса порядка ~10
6
–10

7
 с. Иными словами, седиментационные эффекты 

для наноразмерных феррочастиц в маслах чрезвычайно слабы, а характерные времена оседания измеряются 

многими месяцами и даже годами. 

Напротив, добавление конвективного механизма переноса в модель, как это имело место в работе [6] 

о самопроизвольном остывании и дальнейшем замерзании водного раствора Na2SO4 в тонком вертикальном 

капилляре, позволило объяснить с учетом эффекта термодиффузии процесс крупномасштабного продольного 

перераспределения примеси сульфата натрия вдоль канала за короткое время — порядка 10 мин. 

Экспериментальные измерения подтверждены количественно путем прямого численного моделирования. 

Таким образом, в самых разнообразных ситуациях, когда действуют различные по своей природе физические 

механизмы, относительно быстрое крупномасштабное продольное разделение компонентов жидких смесей 

в тонких каналах имеет место только при наличии конвективного массопереноса. 

В [7] экспериментально зафиксирован и детально описан эффект продольного перераспределения 

компонентов легкоплавких металлических расплавов с эвтектической диаграммой состояния в тонких 

капиллярах (высота варьировалась в пределах 40–220 мм, диаметр составлял 0,8–1,2 мм). Алундовый или 

кварцевый капилляр, заполненный однородной двухкомпонентной смесью жидких легкоплавких металлов  

(Sn–Pb, Cd-Bi или Al–Si) в вертикальном положении помещался в печь при температуре, когда оба компонента 

находились в расплавленном состоянии. Спустя ~ 1 ч его вынимали и немедленно остужали. Алундовое 

покрытие удалялось, после чего изучалось распределение компонентов сплава в продольном и поперечном 

сечениях. Эксперименты продемонстрировали, что одного-двух часов выдержки в печи вполне достаточно, 

чтобы продольное разделение смеси выходило на установившееся значение. Измерения показали довольно 

большой перепад концентрации компонентов вдоль капилляра (5–20%) с характерным экспоненциальным 

распределением, отвечающим уменьшению концентрации тяжелого компонента с высотой. В случае 

горизонтального расположения образца в печи перераспределение компонентов вдоль капилляра 

не наблюдалось. 

Следует отметить, что указанные сплавы производили смешением чистых компонентов, содержание 

основного элемента в которых было не менее 99,9 вес.%. Для получения однородных по составу смесей 

расплавы перегревали на 300–400°C выше точки плавления и тщательно механически перемешивали в течение 

длительного времени. Перегрев обеспечивал полную растворимость компонентов друг в друге и предотвращал 

объединение родственных атомов в кластеры. 

Попытка объяснить результаты опытов [7] за счет седиментации кластеров атомов предпринята в [8]. 

Однако этот подход не нашел подтверждения. Расчетное время седиментации оказалось на много порядков 

больше, чем в экспериментах даже для достаточно крупных по величине конгломератов, вообще 

не содержащих чужеродные атомы. В ходе последующих экспериментов состав этих частиц, а также их радиус, 

который в теории играл роль подгоночного параметра, так и остались неопределенными. Попытка оценить 

радиус этих частиц на основе данных рентгеноструктурного анализа тоже не дала положительного результата.  

Качественно воспроизвести в расчетах время разделения удалось в работе [9] путем включения в модель 

специфического поверхностного механизма массопереноса. Исходя из полученного в экспериментах 

радиального распределения компонентов в различных сечениях было сделано предположение, что тяжелый 

компонент расплава за счет некого механизма выносится на поверхность, где «стекает» вниз как по свободной 

поверхности и диффундирует обратно в объем в нижней части капилляра. Подобное поведение тяжелого 

компонента свидетельствует об отсутствии в системе термодинамического равновесия, что должно порождать 

специфические по своей природе термодинамические силы и потоки, стремящиеся установить в системе 

состояние равновесия. В данном случае роль термодинамической силы может играть градиент температуры. 

Если специально не контролировать распределение температуры в рабочей камере печи, то при перепаде  

10–20 см по высоте вполне допустимо образование тепловой шапки с разницей по температуре порядка 1 K. 

Следовательно, за счет естественных процессов теплообмена на вертикальных гранях капилляра во время 

выдержки в печи может устанавливаться градиент температуры, направленный вертикально вверх. В силу 

существенного отличия поверхностных энергий металлического расплава и материала стенок капилляра 

считается, что на вертикальной границе справедливо условие полного несмачивания. На появившейся таким 

образом вертикальной свободной поверхности имеет место температурная неоднородность поверхностного 

натяжения, которая приводит к генерации термокапиллярного течения. Помимо этого, учитываются механизмы 

адсорбции и десорбции тяжелого компонента на свободной поверхности. 

Численное решение полных нелинейных уравнений термоконцентрационной конвекции в [9], основанное 

на данной модели, показало возникновение опускного течения на поверхности. Примесь, скапливающаяся 

в нижней части капилляра, вследствие десорбции проникала в объем и за счет подъемного конвективного 

течения в центре капилляра частично переносилась вверх. В итоге создавалось характерное нелинейное 

распределение примеси вдоль оси канала, которое гораздо лучше согласовывалось с экспериментом, нежели 

результаты работы [8]. Крупномасштабный перенос компонентов смеси приводил к появлению разности 

концентраций ~1−5% между торцами капилляра за относительно короткое время (~10 мин). Эффект разделения 

на компоненты оказался не столь сильным, как ожидалось. Помимо этого, не все использованные параметры 

соответствовали жидким металлам ( P r 0, 5 ). Тем не менее, в данной работе убедительно показано, что 
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при учете крупномасштабного конвективного переноса за счет температурной неоднородности поверхностного 

натяжения время разделения и продольный концентрационный профиль могут качественно совпадать 

с опытными.  

Исследования в данном направлении продолжены в [10], где подробно изучалось влияние сопутствующего 

концентрационно-капиллярного механизма на рассматриваемые процессы. В частности, выявлено, что учет 

дополнительной концентрационно-капиллярной силы сглаживает все поля, что дает возможность продвинуться 

в расчетах в область более реалистичных чисел Прандтля ( P r 0, 05 ) и позволяет получить в расчетах близкие 

к экспериментальным значениям (20–40%) величины перепадов концентраций на концах капилляра. Однако, 

в отличие от [9, 10], в экспериментах всегда используются капилляры цилиндрической формы. Поэтому для 

еще более убедительного согласования результатов прямое численное моделирование процессов разделения 

бинарного металлического расплава на компоненты в тонком неоднородно нагретом капилляре необходимо 

проводить для цилиндрической геометрии. В этом заключается цель настоящего исследования. 

 

2. Постановка задачи 

 

Рассмотрим длинный цилиндрический капилляр с внутренним радиусом R  (Рис. 1), целиком заполненный 

жидкой бинарной смесью легкоплавких металлов. Пусть капилляр расположен в поле силы тяжести, ориентирован 

вертикально и нагревается сверху так, что на его боковой границе имеет место продольное линейное распределение 

температуры T z h   (  — разность температур между торцами, h  — длина канала в размерных единицах). 

С одной стороны, подогрев сверху подразумевает наличие устойчивой стратификации по плотности за счет 

теплового расширения жидкости. Однако предполагается, что 

двухкомпонентность смеси, а также наличие термокапиллярной силы на боковой 

поверхности должны обеспечить возникновение циркуляционного конвективного 

процесса в полости и при соответствующем учете явлений адсорбции-десорбции 

способны вызвать эффективный массоперенос тяжелого компонента в нижнюю 

часть капилляра. 

При описании процессов тепло- и массопереноса в объеме жидкой бинарной 

смеси металлов воспользуемся системой уравнений тепловой конвекции 

для несжимаемой жидкости в приближении Буссинеска [11]: 
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Здесь: v , p , T , C  — соответственно поля скорости, давления, температуры и 

объемной концентрации тяжелого компонента смеси; 
t

 , 
C

   — коэффициенты 

температурного и концентрационного изменения плотности;   — плотность 

смеси;  ,  , D  — соответственно коэффициенты температуропроводности, кинематической вязкости и 

диффузии в объеме жидкости; g  — ускорение свободного падения, γ  — единичный вектор, направленный 

вертикально вверх. 

Далее обсудим модель движения на твердой боковой границе, которая напрямую связана с проблемой 

несмачиваемости, упомянутой выше. Согласно классификации П.Ж. де Жена [12], существуют два типа 

твердых тел: а) кристаллы с сильной связью (ковалентной, ионной или металлической); б) молекулярные 

кристаллы (частицы которых связаны силами Ван-дер-Ваальса или, в некоторых частных случаях, 

водородными связями). Кристаллы с сильной связью обладают «высокоэнергетической поверхностью» 

со свободной энергией 500–5000 эрг/см
2
), в то время как у молекулярных кристаллов (как и у молекулярных 

жидкостей) поверхности «низкоэнергетические» 50 эрг/см
2
). В результате большинство молекулярных 

жидкостей полностью смачивают высокоэнергетические поверхности, поскольку величину свободной энергии 

определяют сильные связи, в то время как энергия взаимодействия твердое тело/жидкость обусловлена силами 

Ван-дер-Ваальса (между жидкостью и подложкой нет химической связи). В противоположность этому 

на низкоэнергетических поверхностях, в зависимости от выбранной жидкости и вида подложки, может 

наблюдаться неполное смачивание. Если роль жидкости играет расплав металла, то эффект несмачиваемости, 

очевидно, становится еще более вероятным. 

Данные рассуждения находятся в полном согласии с тем фактом, что в рассматриваемых в задаче 

капиллярах, изготовленных из тугоплавких металлов, границы относятся к «высокоэнергетическим границам», 

 

Рис. 1. Геометрия задачи. 

Система координат 
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эффект разделения бинарных легкоплавких расплавов металлов не наблюдается; он проявляется только 

в кварцевых и алундовых капиллярах. Следует отметить, что в действительности на поверхности алундовых и 

кварцевых капилляров имеет место более сложная картина, чем полное несмачивание. Попытки более строго 

описания граничных условий были сделаны в ряде теоретических исследований (см., например, обзоры 

О.И. Виноградовой, Е.С. Асмолова и других). Однако, отсутствие достаточной базы экспериментальных 

данных о структуре и физико-химических свойствах таких поверхностей приводили к появлению неизвестных 

свободных параметров, используемых в теоретических исследованиях в качестве подгоночных. По этой 

причине использовать более точные, физически обоснованные граничные условия на поверхности  

расплав–твердая граница не имеет смысла. Модель полной несмачиваемости вполне приемлема для описания 

эффекта осредненного движения поверхностного слоя. Как будет видно из результатов расчета, полученная 

картина явления неплохо согласуется со всеми экспериментальными данными, имеющимися на сегодняшний 

день. 

Таким образом, считая боковую поверхность расплава свободной, можем записать известное уравнение 

для поверхностной концентрации поверхностно-активного компонента смеси с учетом эффектов адсорбции и 

десорбции [13, 14]: 
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где   — поверхностная концентрация, 
A

k , 
D

k  — соответственно размерные коэффициенты адсорбции и 

десорбции, 
s

D  — коэффициент поверхностной диффузии. Индекс s  над операторами набла и Лапласа 

в уравнении (4) означает дифференцирование по координатам поверхности. 

Для простоты будем считать, что горизонтальные торцы капилляра являются твердыми и непроницаемыми 

для вещества. Таким образом, на них выполняются условия прилипания и отсутствия потока вещества: 
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На свободной вертикальной границе учтем простейшим образом явления адсорбции и десорбции. В общем 

случае интенсивность этих процессов может сложным образом зависеть от меняющихся вдоль канала 

термодинамических условий. Закон сохранения массы на поверхности, включающий все возможные потоки 

вещества [15, 16], позволяет связать объемную и поверхностную концентрации следующим условием: 
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Далее приведем уравнения (1)–(4) и граничные условия (5), (6) к безразмерному виду, приняв за единицы 

измерения расстояния, времени, скорости, температуры, давления, объемной и поверхностной концентрации 

следующие величины: R , 2
/ R , / R ,  , 2

/   R , 
0

C , 
0

R C . Здесь 
0

C  — начальная объемная концентрация. 

Данная единица измерения концентрации весьма удобна при интерпретации результатов в задачах межфазной 

гидродинамики [16].  

После процедуры обезразмеривания уравнения и граничные условия записываются в форме: 
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В краевой задаче (7)–(11) имеем набор следующих безразмерных управляющих параметров: 
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Здесь: R a , P r , S c  — числа Рэлея, Прандтля и Шмидта; S c
s
 — поверхностное число Шмидта, H  — 

безразмерная высота капилляра в граничном условии (11). Параметры k


, k


 имеют смысл безразмерных 

коэффициентов адсорбции и десорбции, R a
C

— концентрационный аналог числа Рэлея. 

Задача решалась в осесимметричной постановке ( = 0  , где   — угловая переменная в цилиндрических 

координатах). В дополнение предполагалось, что 0

v , поэтому описание течения производилось в терминах 

функции тока   и вихря  . Соответственно функция тока и вихрь скорости в цилиндрических координатах 

вводились стандартным образом: 
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В терминах функции тока и вихря уравнения переноса тепла и уравнения Навье–Стокса, а также уравнения 

для объемной и поверхностной концентраций (7)–(9) окончательно имели вид: 
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где оператор Лапласа в цилиндрической системе координат с учетом осесимметричности решения 

записывается в форме: 
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На оси капилляра были приняты стандартные для осесимметричной задачи в цилиндрических координатах 

граничные условия 
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При учете на свободной боковой границе термо- и концентрационно-капиллярного механизмов зависимость 

поверхностного натяжения от температуры и поверхностной концентрации рассматривалась в линейном 

приближении: 
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  — соответственно коэффициенты, описывающие связь поверхностного натяжения с температурой 

и концентрацией. Уравнение баланса касательных напряжений с учетом (18) давало на границе стандартное 

граничное условие: 
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Здесь   — динамическая вязкость. После обезразмеривания это граничное условие приводилось к виду: 
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где M a
T

 и M a


 — температурное и концентрационное числа Марангони: 
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Таким образом, в рассматриваемой краевой задаче имелось десять безразмерных параметров (12), (20) и 

дополнительно безразмерная длина капилляра H . 

 

3. Методика расчета 

 

Система дифференциальных уравнений (13)–(16) совместно с краевыми условиями (10), (11), (17) и (19) 

решалась методом конечных разностей. Алгоритм был разработан в соответствии с явной схемой решения 

уравнений в частных производных [17] и основывался на двухполевой методике [18]. При аппроксимации 

производных по времени и производных по координатам использовались, соответственно, односторонние и 

центральные разности. Шаг по времени выбирался из соображений устойчивости численной процедуры. 

При решении уравнения Пуассона для функции тока прибегали к методу последовательной верхней релаксации 

[17]. В ходе расчетов по времени применялась процедура установления. Компьютерный код был реализован 

на языке программирования FORTRAN-90. Задача решалась на суперкомпьютере «ПГНИУ–Кеплер» Научно-

образовательного центра Пермского государственного национального исследовательского университета 

«Параллельные и распределенные вычисления». При проведении численного моделирования осуществлялась 

периодическая запись искомых полей концентрации, завихренности, функции тока и температуры на диск, что 

позволяло анализировать структуру полей в интересующий момент времени.  

Для повышения точности и, как следствие, устойчивости счета в граничных условиях (10), (11) на поток 

вещества, условии на оси для производной от функции тока (17), а также в нелинейном слагаемом уравнения 

(16) для поверхностной концентрации производные полей находились при помощи пятиточечных 

аппроксимационных формул. Роль поверхностных явлений в рассматриваемой задаче является ключевой, 

так как между поверхностью и объемом идет массообмен поверхностно-активным компонентом. В результате 

от того, с какой точностью удовлетворяются граничные условия, зависит баланс массы как в объеме, так и 

на поверхности. Использование простейших аппроксимационных формул первого порядка приводит 

к генерации схемой несвойственного задаче пилообразного решения вдоль поверхности, которое постепенно 

устранялось с повышением точности аппроксимационных формул.  

Начальными условиями служили невозмущенные поля функции тока ( 0  ), завихренности ( 0  ), 

объемной ( 0, 05C  ) и поверхностной концентрации (
3

4 1 0


   ). Возмущения в поле температуры внутри 

капилляра в начальный момент времени отсутствовали ( 0T  ), однако на поверхности задавалось ее линейное 

распределение так, чтобы градиент был направлен вверх и соответствовал нагреву сверху. Для расчетов по 

координатам r и z применялась сетка 21:311, при этом высота канала бралась много большей толщины и 

варьировалась в пределах 60 ...1 10H  . 

Оценим некоторые ключевые безразмерные параметры из общего набора (12), (20), значения которых могут 

вызвать больше всего вопросов к обсуждаемой задаче. А именно, вычислим их для параметров, 

соответствующих реальным расплавам металлов: 9 , 8g  м/с
2
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   Пас [19, 20]. В отношении приведенного списка отметим, что 

температуропроводность металлов в расплавленном состоянии достаточно велика, а радиус капилляра, 

наоборот, мал, поэтому при подстановке получается значение числа Рэлея R a 0, 5 , позволяющее оценить его 

сверху. Коэффициент зависимости поверхностного натяжения от температуры для различных расплавов 

металлов можно найти в литературе [21]. В частности, для олова 
3

2 1 0
T


   Н/(мК). За счет того, что 

коэффициент температуропроводности у расплавов металлов имеет достаточно большое значение, а радиус 

капилляра мал, тепловое число Марангони, которое определяется по формуле (20), получается небольшим: 

M a 5
T

. Коэффициент зависимости поверхностного натяжения от концентрации для известных сурфактантов, 

обычно, на три порядка больше по величине, чем коэффициент зависимости поверхностного натяжения 

от температуры. В формуле (20) увеличение 


  на три порядка компенсируется дополнительным множителем 

3
1 0R


 м, поэтому концентрационное число Марангони должно быть одного порядка с тепловым числом 

Марангони или чуть меньше.  

Вопрос о величинах реальных параметров адсорбции–десорбции для расплавов металлов является более 

сложным, и авторам, к сожалению, не известны работы с достоверными данными по ним. Численное 

моделирование показывает, что, в первую очередь, на форму концентрационной вилки сильно влияет 

отношение коэффициентов адсорбции и десорбции вследствие того, что в рассматриваемой задаче должен 

соблюдаться определенный баланс между этими процессами. В результате значения этих коэффициентов  
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Таблица. К анализу сходимости метода 

Номер расчета 
Параметры сетки Относительные погрешности 

N1 N2 N1N2 ij
E , % m ax

ij
 , % 

1 7 121 847 – – 

2 9 141 1269 23,18 3,764 

3 11 161 1771 14,66 1,084 

4 13 177 2301 10,14 0,574 

5 15 199 2985 7,44 0,399 

6 17 229 3893 5,70 0,398 

7 19 265 5035 4,51 0,323 

8 21 311 6531 3,66 0,313 

9 23 369 8487 3,03 0,244 

 

подбирались из условия соответствия формы концентрационной вилки и степени разделения, которые 

наблюдались в эксперименте. Любопытно, что концентрационные вилки, похожие по форме 

на экспериментальные, дают как раз нужный эффект 

разделения на реальных временах. 

Контроль сходимости осуществлялся путем 

выполнения пробных вычислений на разных сетках. 

Таблица содержит значения относительных 

погрешностей счета (в процентах) в зависимости 

от числа узлов 
1

N  (по оси z ) и 
2

N  (по оси r ) 

на этапе установления (приведены изменения 

величин при переходе с предыдущего уровня 

точности на текущий). 

Данные таблицы визуализированы на рисунке 2 

в виде относительных зависимостей суммарной 

кинетической энергии и максимума функции тока. 

Графики демонстрируют удовлетворительную 

сходимость как по максимуму функции тока 

(локальной характеристике), так и по суммарной 

кинетической энергии течения. 

 

4. Результаты расчетов и обсуждение 

 

В силу цилиндрической симметрии рассматриваемой задачи всплывающий вдоль оси капилляра поток 

жидкости растекается в разные стороны по большей площади, нежели в случае канала с плоскими границами 

при двумерной постановке [9, 10]. Интуитивно понятно, что для обеспечения того же эффекта, что и в плоской 

задаче, нужны заметно меньшие значения теплового числа Марангони. Это подтверждается прямым численным 

моделированием и сравнением с результатами из [9, 10]. 

На рисунке 3 представлены характерные поля объемной концентрации, функции тока и температуры 

в безразмерный момент времени 
4

1 0t  , что соответствует примерно 3 ч. В расчетах использовались 

модельные значения параметров без привязки к какому-то конкретному расплаву. В сравнении с работами 

[9, 10] максимум функции тока сдвигается от оси симметрии к внешней границе, то есть изолинии функции 

тока располагаются плотнее вблизи цилиндрической поверхности капилляра. Изображенные поля 

демонстрируют процесс разделения изначально однородного расплава на этапе установления. Вследствие 

подогрева сверху жидкость, опускаясь вниз по внешней границе, постепенно охлаждается. В нижней части 

капилляра она должна быть в устойчиво стратифицированном состоянии. Иными словами, ее дальнейшее 

всплытие вдоль оси симметрии обуславливается исключительно законом сохранения массы, то есть нулевым 

расходом жидкости через поперечное сечение. Термокапиллярная сила создает вдоль поверхности капилляра 

напорное движение жидкости вниз, в результате чего вдоль оси симметрии канала возникает возвратное 

течение вертикально вверх. 

Опускной поток жидкости обогащен тяжелым компонентом, и архимедова сила препятствует всплытию 

жидкости, поэтому за счет медленности подъемного движения изолинии температуры практически 

горизонтальны в поперечном сечении капилляра. Избыток поверхностной концентрации в нижней части 

капилляра переносится за счет эффекта десорбции в объемную фазу (Рис. 3а). Далее, тяжелый компонент лишь 

частично переносится возвратным течением в верхнюю часть канала, где он за счет адсорбции снова 

поднимается на поверхность. Вследствие этого на поверхности формируется достаточно большой перепад 

 
Рис. 2. Относительная ошибка в процентах для кинетической 

энергии (кривая 1) и максимума функции тока (2) в 
зависимости от общего числа узлов сетки 
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концентрации, из-за чего проявляется роль концентрационно-капиллярного механизма, который стабилизирует 

течение. В результате происходит интенсивное крупномасштабное перераспределение компонентов, 

выражающееся в возникновении продольного перепада объемной концентрации, составляющего ~20%. При 

этом на оси капилляра формируется нелинейное распределение концентрации (Рис. 3а), близкое к 

экспоненциальному, которое хорошо согласуется с экспериментом, но это распределение по своей природе не 

является барометрическим. 

При анализе радиального распределения концентрации обнаружено, что в процессе разделения появляется 

градиент, направленный к центру капилляра и уменьшающийся с высотой (Рис. 4б). Это качественно 

согласуется с данными эксперимента [22]. Как показали расчеты, изменение полей завихренности и функции 

тока заканчивается гораздо быстрее, чем разделение смеси на компоненты. Характерные профили продольной 

компоненты скорости в установившемся режиме приведены на рисунке 4. При использовании набора 

параметров, соответствующих представленным ранее рисункам, скорость на поверхности имеет практически 

однородный профиль. Сильные нелинейности проявляются только вблизи торцов капилляра и вызваны как 

условиями их непроницаемости, так и большим ростом поверхностной концентрации вблизи нижней границы. 

Так, из рисунка 4а видно, что уменьшение параметра десорбции k– влечет за собой заметное увеличение  

 

 

 

 

 

 

Рис. 3. Поля объемной концентрации (а), функции тока (б) и 

температуры (в) в момент времени 4
10t  при R a 0 , 0 1 5 , 

R a 0 , 0 5
С

, 5
2 1 0




 k , 3

6 1 0



 k , S c 3 0 0 , S c 1 8 0

s
, 

M a 0 , 8
T

, M a 0 , 4

 , P r 0 , 045 , 6 0H  (для лучшей 

визуализации масштаб делений по вертикали уменьшен в 

два раза) 

Рис. 4. Продольное  распределение поверхностной и 
объемной концентрации в центре капилляра (а) и 

радиальное распределение объемной концентрации на 

разных высотах (б); значения управляющих параметров 
см. на рисунке 3 

б а а в 

б 
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Рис. 5. Продольная компонента скорости на поверхности капилляра при различных значениях
–

k  (а): 410-3 (кривая 1), 410-4 (2), 

410-5 (3), а также теплового числа Марангони M a
T

 (б): 0,6  (кривая 1), 0,8 (2), 1,0 (3) 

 

размеров участка, на котором происходит сильное 

торможение поверхностного слоя. При ослаблении 

десорбционного процесса в нижней части капилляра 

скапливается большее количество примеси, и за счет 

упругих свойств поверхностного слоя эффект 

торможения усиливается. 

На величину скорости, в первую очередь, влияет 

тепловое число Марангони M a
T

. Увеличение этого 

параметра приводит к росту скорости переноса 

компонентов на поверхности (Рис. 5б). 

При постоянном вертикальном градиенте 

температуры в рабочем пространстве печи разность 

температур на торцах растет с длиной капилляра. 

Поэтому в расчетах тепловое число Рэлея — R a , и 

число Марангони — M a
T

, в которые входит 

характерная разность температур , изменяются 

пропорционально длине капилляра (см. Рис. 6). 

Видно, что с ростом длины капилляра разделение на 

компоненты интенсифицируется. Это согласуется с 

экспериментальной работой [8], в которой были 

продемонстрированы аналогичные 

«концентрационные вилки» для разных длин 

капилляра. Из результатов расчета следует, что 

с удлинением канала эффект разделения на больших временах усиливается. При варьировании в разумных 

пределах значений чисел Марангони, Рэлея, Прандтля, Шмидта и концентрационного аналога числа Рэлея, 

а также параметров адсорбции и десорбции этот эффект сохраняется. 

 

5. Заключение 

 

Таким образом, прямое численное моделирование показывает, что включение в математическую модель 

конвективного массопереноса, вызываемого поверхностными эффектами, позволяет достаточно адекватно 

описать неожиданно быстрый и значительный по величине процесс разделения бинарного расплава 

на компоненты в тонких капиллярах. Анализ этого явления применительно к каналу с цилиндрической 

симметрией дает возможность уточнить результаты, отвечающие плоской задаче, и приводит в расчетах 

к нужному эффекту при более адекватных значениях безразмерных параметров. Тем не менее, по-прежнему, 

углубленное понимание процессов, которые происходят в приграничных областях расплава, упирается 

в необходимость более точного экспериментального определения значений некоторых феноменологических 

параметров рассматриваемой системы.  

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 16-01-00662-а). 

а б 

 

Рис. 6. Максимальное и минимальное значения поля 
объемной концентрации в зависимости от времени для 

капилляров разной высоты 6 0H  (кривые 1), 80 (2), 110 

(3); другие параметры см. на рисунке 3 

 



 В.А. Демин, А.И. Мизев, М.И. Петухов Сепарация легкоплавких бинарных металлических расплавов в тонких капиллярах 135 

 

Литература  

 
1. Залкин В.М. О строении расплавов в бинарных металлических системах с эвтектическими диаграммами состояния // 

Ж. физ. химии. – 1972. – Т. 46, № 1. – С. 8-14. 

2. Бунин К.П. К вопросу о строении металлических эвтектических расплавов // Изв. АН СССР. ОТН. – 1942. – № 2. –  

С. 305-310. 

3. Гаврилин И.В. Распределение углерода в жидком чугуне // Литейное производство. – 1982. – № 4. – С. 2-4. 

4. Корсунский В.И., Наберухин Ю.И. О влиянии центрифугирования на микрогетерогенное строение металлических 

расплавов эвтектического типа // Изв. АН СССР. Металлы. – 1973. – № 5. – С. 182-187. 

5. Демин В.А. Оседание наночастиц в однородной несущей жидкости при наличии термодиффузии // Вестник Пермского 

университета. Серия: Физика. – 2013. –  Вып. 1 (23) . – С. 20-24. 

6. Глухов А.Ф., Демин В.А., Третьяков А.В. О влиянии термодиффузии на перераспределение примеси при остывании столба 

бинарной жидкости // Известия Томского политехнического университета. Инжиниринг георесурсов. – 2015. – Т. 326, № 11. – 

С. 118-127. 

7. Гаврилин И.В., Фролова Т.Б., Захаров В.П. О ликвации в жидких эвтектических расплавах // Изв. АН СССР. Металлы. – 

1984. – № 3. – С. 191-193. 

8. Гаврилин И.В. Седиментационный эксперимент при изучении жидких сплавов // Изв. АН СССР. Металлы. – 1985. – № 2. – 

С. 66-73. 

9. Демин В.А., Петухов М.И. К вопросу о механизме крупномасштабного переноса компонентов металлических расплавов в 

неоднородно нагретых тонких капиллярах // Вестник Пермского университета. Серия: Физика. – 2016. – Вып. 3 (34). –  

С. 65-71. DOI 

10. Демин В.А., Петухов М.И. Крупномасштабный перенос компонентов металлических расплавов в тонких капиллярах // 

Вестник Томского университета. Сер. Математика и Механика. Томск: Изд-во Томск. ун-та. –2017. – № 48, – С. 57-69. 

DOI 

11. Гершуни Г.З., Жуховицкий Е.М. Конвективная устойчивость несжимаемой жидкости. – М.: Наука. – 1972. – 392 с. 

12. Де Жен П.Ж. Смачивание: статика и динамика // Успехи физических наук. – 1987. – Т. 151, Вып. 4. – С. 619-681. DOI 

13. Братухин Ю.К., Макаров С.О. Гидродинамическая устойчивость межфазных поверхностей. – Пермь: Изд-во Пермск.  

Ун-та. – 2005. 240 с. 

14. Birikh R.V., Briskman V.A., Velarde M., Legros J.-C. Liquid Interfacial Systems: Oscillations and Instability. – CRC Press. – 2003. – 

392 p. 

15. Slavtchev S., Hennenberg M., Legros J.-C., Lebon G. Stationary solutal Marangoni instability in a two-layer system // J. Colloid 

Interface Sci. – 1998. – Vol. 203, no. 2. – P. 354–368. DOI 

16. Бирих Р.В. Устойчивость однородной нестационарной диффузии ПАВ через плоскую границу раздела жидкостей // 

Вестник Пермского университета. Серия: Физика. – 2016. – Вып. 1 (32) . – С. 64–70. DOI 

17. Тарунин Е.Л. Вычислительный эксперимент в задачах свободной конвекции: учеб. пособие. – Иркутск: изд-во Иркут. 

 ун-та. – 1990. – 228 с. 

18. Тарунин Е.Л. Двухполевой метод решения задач гидродинамики: учебное пособие по спецкурсу. – Пермь: Изд-во 

Пермск. ун-та. – 1985. – 87 с. 

19. Fisher H.J., Phillips A. Viscosity and density of liquid lead-tin and antimony-cadmium alloys // JOM. – 1954. – Vol. 200. –  

P. 1060-1070. DOI 

20. Cusco L., Monaghan B.J. Development of a UK national standard for the thermal properties of molten materials: thermal 

diffusivity of molten copper // High Temp. – High Press. – 2002. – Vol. 34. – P. 281-289. DOI 

21. Alchigarov B.B., Kurshev O.I., Taova T.M. Surface tension of tin and its alloys with lead // Russ. J. Phys. Chem. A. – 2007. – 

Vol. 81, no. 8. – P 1281-1284. DOI 

22. Углев Н.П., Дубровина Е.И. Радиальное распределение компонентов при расслоении металлических расплавов в 

капиллярах // Вестник ПНИПУ. Сер. Химическая технология и биотехнология. – 2015. – № 1. – С. 50-59. 

 

References  
 

1. Zalkin V.M. O stroenii rasplavov v binarnyh metallicheskih sistemah s evtekticheskimi diagrammami sostoyaniya [On the 

structure of melts in binary metallic systems with eutectic phase diagrams]. Zh. Phiz. Khimii – Journal of Physical Chemistry, 

1972, vol. 46, no 1, pp. 8-14. 

2. Bunin K.P. K voprosu o stroenii metallicheskih evtekticheskih rasplavov [On the structure of metallic eutectic melts]. Izv. AN 

SSSR, OTN, 1942, № 2, pp. 305-310. 

3. Gavrilin I.V. Raspredelenie ugleroda v zhidkom chugune [Carbon distribution in liquid cast iron]. Liteynoe proizvodstvo – 

Foundry, 1982, no 4, pp. 2-4. 

4. Korsunskiy V.I., Naberuhin Yu.I. O vliyanii centrifugirovaniya na mikrogeterogennoe stroenie metallicheskih rasplavov 

evtekticheskogo tipa [On the influence of centrifugation on the microheterogeneous structure of metallic melts of the eutectic 

type]. Izv. AN SSSR, Metally, 1973, no 5, pp. 182-187. 

5. Demin V.A. Sedimentation of nanoparticles in a homogeneous carrying fluid in the presence of thermodiffusion. Bulletin of 

Perm State University. Physics, 2013, 1(23), pp. 20-24. 

6. Glukhov A.F., Demin V.A., Tretyakov A.V. On thermodiffusion influence on the dopant distribution during the freezing of 

binary liquid column. Bulletin of the Tomsk Polytechnic University. Geo Assets Engineering, 2015, vol. 326, no 11, pp. 118-127. 

7. Gavrilin I.V., Frolova T.B, Zaharov V.P. O likvacii v zhidkih ehvtekticheskih rasplavah [On liquation in liquid eutectic melts]. 

Izv. AN SSSR. Metally, 1984, no 3, pp. 191-193. 

8. Gavrilin I.V. Sedimentacionniy eksperiment pri izuchenii zhidkih splavov [Sedimentation experiment in the study of liquid 

alloys]. Izv. AN SSSR. Metally, 1985, no 2, pp. 66-73. 

 

http://dx.doi.org/10.17072/1994-3598-2016-3-65-71
https://doi.org/10.17223/19988621/48/6
https://doi.org/10.3367/UFNr.0151.198704c.0619
https://doi.org/10.1006/jcis.1998.5525
http://dx.doi.org/10.17072/1994-3598-2016-1-64-70
https://doi.org/10.1007/BF03398346
http://dx.doi.org/10.1068/htjr034
https://doi.org/10.1134/S0036024407080195


136 Вычислительная механика сплошных сред. – 2018. – Т. 11, № 1. – С. 125-136  

 

Сведения об авторах 

Демин Виталий Анатольевич, дфмн, доц., зав. каф., Пермский государственный национальный исследовательский университет» (ПГНИУ),  

614990, Пермь, ул. Букирева, 15; е-mail: demin@psu.ru 

Мизев Алексей Иванович, кфмн, зав. лаб., Институт механики сплошных сред уральского отделения Российской академии наук (ИМСС 

УрО РАН), 614013, Пермь, ул. Академика Королёва, 1; е-mail: alex_mizev@icmm.ru 
Петухов Максим Иванович, асп., ПГНИУ; е-mail: geniusmaxp@yandex.ru 

9. Demin V.A., Petukhov M.I. On mechanism of large-scale transfer of molten metal components in non-uniformly heated thin 

capillaries. Bulletin of Perm University. Physics, 2016, 3(34), pp. 65-71. DOI 

10. Demin V.A., Petukhov M.I. Large-scale transfer of molten metal components in thin capillaries. Tomsk State University Journal 

of Mathematics and Mechanics, 2017, no. 48, pp. 57−69. DOI 

11. Gershuni G.Z., Zhukhovitskii E.M. Convective stability of incompressible fluids, Keter Publishing House, Jerusalem, 1976. 330 p. 

12. De Gennes P.G. Wetting: statics and dynamics. Rev. Mod. Phys, 1985, vol. 57, pp. 827-863. DOI 

13. Bratukhin Yu.K., Makarov S.O. Interfacial convection. Perm State University Press, Perm, 1994. 328 p. 

14. Birikh R.V., Briskman V.A., Velarde M., Legros J.-C. Liquid Interfacial Systems: Oscillations and Instability. CRC Press, 2003. 392 p. 

15. Slavtchev S., Hennenberg M., Legros J.-C., Lebon G. Stationary solutal Marangoni instability in a two-layer system. J. Colloid 

Interface Sci., 1998, vol. 203, no. 2, pp. 354–368. DOI 

16. Birikh R.V. Stability of homogeneous non-stationary surfactant diffusion through a flat interface between liquids. Bulletin of 

Perm University. Series: Physics, 2016, 1(32), pp. 64-70. DOI 

17. Tarunin E.L. Vychislitel'niy ehksperiment v zadachah svobodnoj konvekcii: ucheb. posobie [Computational experiment in free 

convection problems: tutorial]. Irkutsk: Irkutsk University, 1990. 228 p. 

18. Tarunin E.L. Dvuhpolevoj metod resheniya zadach gidrodinamiki: uchebnoe posobie po speckursu [Two-field method for 

solving hydrodynamic problems: a special course manual]. Perm: Perm. univ, 1985. 87 p. 

19. Fisher H.J., Phillips A. Viscosity and density of liquid lead-tin and antimony-cadmium alloys. JOM, 1954, vol. 200, pp. 1060-1070. DOI 

20. Cusco L., Monaghan B.J. Development of a UK national standard for the thermal properties of molten materials: thermal 

diffusivity of molten copper. High Temp. – High Press., 2002, vol. 34, pp. 281-289. DOI 

21. Alchigarov B.B., Kurshev O.I., Taova T.M. Surface tension of tin and its alloys with lead. Russ. J. Phys. Chem. A, 2007, vol. 81, 

no. 8, pp 1281-1284. DOI 

22. Uglev N.P., Dubrovina E.I. Radial'noe raspredelenie komponentov pri rassloenii metallicheskih rasplavov v kapillyarah [Radial 

distribution of components in the separation of metallic melts in capillaries]. Vestnik PNIPU, Ser. Khimicheskaya tekhnologiya i 

biotekhnologiya, 2015, no 1, pp. 50-59. 

 

 

Поступила в редакцию 12.12.2017; опубликована в электронном виде 05.07.2018 

mailto:geniusmaxp@yandex.ru
http://dx.doi.org/10.17072/1994-3598-2016-3-65-71
https://doi.org/10.17223/19988621/48/6
https://doi.org/10.3367/UFNr.0151.198704c.0619
https://doi.org/10.1006/jcis.1998.5525
http://dx.doi.org/10.17072/1994-3598-2016-1-64-70
https://doi.org/10.1007/BF03398346
http://dx.doi.org/10.1068/htjr034
https://doi.org/10.1134/S0036024407080195

