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Разработаны определяющие соотношения, учитывающие особенности 
нелокального характера разрушения конструкционных материалов в области 
концентраторов напряжений при динамических нагрузках. Предложено 
обобщение теории критических дистанций (ТКД) на случай динамического 
нагружения, позволяющее оценить предельное состояние образцов с 
концентраторами напряжений при скоростях деформации в диапазоне 10-3-104 с-1 
на основе решения задачи в линейно-упругой постановке. Проведен анализ 
процессов неупругого деформирования в области концентраторов напряжений с 
целью дальнейшего развития ТКД и повышения прогностической точности. 

На основе моделирования локализации процессов накопления 
микроповреждений предложен механизм формирования критической 
дистанции в области концентраторов напряжений как результат развития 
диссипативной структуры в ансамбле дефектов. Исследована поверхность 
разрушения металлических образцов, показано, что характерный размер 
переходной зоны областей с отличным макрорельефом коррелирует со 
значением критической дистанции. 

Ключевые слова: разрушение, критерии прочности, эволюция дефектов, теория 

критических дистанций. 

Необходимость разработки и внедре-

ния простых и в то же время эффектив-

ных критериев разрушения, позволяющих 

достоверно оценить область безопасной 

эксплуатации металлических конструк-

ций, особенно имеющих концентраторы 

напряжений, является очевидной в связи 

с созданием и увеличением числа инже-

нерных сооружений сложной формы. Из-

вестно, что процесс разрушения материа-

лов требует превышения предела прочно-

сти на некотором характерном расстоя-
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нии [3, 4, 8] в течение некоторого харак-
терного времени [1, 6]. Развитие теорети-
ческих моделей, учитывающих нелокаль-
ный характер процесса разрушения  
и алгоритмизированных для использова-
ния в стандартных вычислительных паке-
тах (ABAQUS, LS-DYNA, ANSYS, 
Comsol), позволяет повысить точность 
прогноза момента разрушения конструк-
ции и сократить затраты на эксперимен-
тальное сопровождение практического 
внедрения разработки. 

Целью данной работы являлась разра-
ботка на базе теории критических дистан-
ций физически обоснованного метода 
оценки прочности инженерных конструк-
ций, учитывающего эффекты нелокально-
сти разрушения в области концентрато-
ров напряжений и применимого для ши-
рокого диапазона скоростей нагружения. 
 

Экспериментальное исследование 
процесса разрушения титанового 

сплава ВТ1-0 при квазистатическом  
и динамическом нагружениях 

Экспериментальная программа для ве-
рификации предложенных методик вклю-
чала независимые калибровочную и про-
верочную серии экспериментов, заклю-
чающихся в тестировании гладких цилин-
дрических образцов и цилиндрических 
образцов с U-образными и V-образными 
кольцевыми надрезами (рис. 1) 

Образцы были изготовлены из титано-
вого сплава ВТ1-0 и тестировались в диа-
пазоне скоростей деформации 10-3-104 с-1. 
Испытания на растяжение при малых ско-
ростях деформирования проводились  
с использованием электромеханической 
испытательной машины Shimadzu AG-X 
Plus. Для определения скорости деформа-
ции использовались данные видеоэкстен-
зометра TRViewX240S f12.5. Исследова-
ние поведения титанового сплава ВТ1-0 
при динамическом растяжении проводи-
лись с использованием разрезного стерж-
ня Гопкинсона–Кольского (РСГ) в моди-
фикации Николаса [5].  

В основе калибровочной серии экспе-
риментов лежат испытания гладких об-

разцов во всем диапазоне скоростей де-
формации, дополненные испытаниями 
образцов с двумя существенно разными 
значениями радиусов концентраторов на-
пряжений при крайних скоростях дефор-
мации. Данные калибровочной серии экс-
периментов применялись в дальнейшем 
для определения функции или величины 
критической дистанции для исследуемых 
материалов, с использованием которой 
проведена оценка предельного состояния 
для образцов с произвольными значения-
ми коэффициента концентрации напряже-
ний и скорости деформации. Точность 
прогноза момента разрушения металличе-
ских образцов проверялась с использова-
нием проверочной серии экспериментов. 
 

Обобщение теории критических 
дистанций на случай динамического 
нагружения металлических образцов 

с концентраторами напряжений 
Согласно методам теории критических 

дистанций (ТКД) наступлению предельно-
го состояния (разрушению) соответствует 
ситуация, когда эффективное напряжение 
σeff на некотором расстоянии от вершины 
концентратора напряжений (по методу 
точки), осредненное на некотором рас-
стоянии (по методу линии) или на некото-
рой площади (по методу площади), равно 
предельному напряжению σ0 [8].  

Параметр размерности длины (крити-
ческая дистанция L ) связан с константа-
ми материала: предельным напряжением 
σ0 и критическим коэффициентом интен-
сивности напряжений КId. При оценке 
прочности компонентов из хрупких мате-
риалов σ0 принимается равным временно-
му сопротивлению разрушению σB. Для 
пластичных материалов в качестве σ0 ис-
пользуется напряжение, определяемое 
численно-экспериментальным методом 
на основе анализа распределения напря-
жений для образцов с двумя существенно 
разными типами концентраторов напря-
жений [7]. ТКД базируется на численном 
расчете в линейно-упругой постановке и 
не требует учета нелинейных свойств да-
же для пластичных материалов. 
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В основу обобщения соотношений ТКД 
на случай динамического нагружения зало-
жена гипотеза: принимая во внимание, что 
временное сопротивление разрушению σB 
и вязкость разрушения КId являются функ-
циями скорости деформации, предполо-
жим, что аналогичным образом должна 
зависеть от скорости деформации величина 
предельного напряжения σ0, а значит  
и величина критической дистанции L явля-
ется функцией от скорости деформации. 

Анализ экспериментальных данных 
показал, что зависимости σB и КId от ско-
рости воздействия хорошо аппроксими-
руются степенными законами.  

Математически данную гипотезу мож-
но сформулировать следующим образом: 
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Рис. 1. Геометрия образцов из титанового сплава ВТ1-0: 

 а – для квазистатических испытаний, б – для динамических испытаний 
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где { },ε, , IZ F K= ∆   

 , F  – скорость нагру-
жения (Н/с), ε  – скорость деформации 
(1/с), ∆  – скорость движения захватов 
(м/с), IK  – скорость изменения коэффи-
циента интенсивности напряжений 
(Па·м0.5/c), af, bf, α, β, a0, b0, M и N – мате-
риальные константы. 

Тогда, согласно методам ТКД, соотно-
шения для σeff могут быть записаны: 

для метода точки: 

( ) ( )
σ θ 0, ,

2eff y

L Z
Z r

 
 σ = = =
 
 



  (2) 

для метода линии:
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



, (3) 

для метода площади:
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2σ σ θ, θ,
π

L Z
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L Z −
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где σy – нормальное напряжение, σ1 – мак-
симальное главное напряжение, (θ, r) – по-
лярные координаты.  

Используя введенную гипотезу, мож-
но предложить следующую методику 
оценки предельного состояния образцов с 
концентраторами напряжений на основе 
обобщения ТКД (рис. 2) 

Для серии образцов из титанового 
сплава ВТ1-0 был проведен анализ 
согласно методике, представленной  
на рис. 2. Априори принималась гипотеза 
равенства предельного напряжения σ0 
временному сопротивлению разрушению 
σB. С использованием эксперименталь-
ных данных о растяжении образцов  
без концентраторов напряжений опре-
делена степенная зависимость предела 
прочности от номинальной скорости 
деформации ( )σ εВ nom :  
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Рис. 2. Методика оценки предельного состояния конструкций с использованием обобщения ТКД 
 (на примере метода точки) 
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 Анализ распределения полей напря-
жений на расстоянии от вершины концен-
тратора напряжений для усилий, соответ-
ствующих квазистатическому и динами-
ческому нагружениям, позволил опреде-
лить степенную зависимость ( )εnomL  : 

 ( ) 0,08692ε 2,592 ε [мм].nom nomL = ⋅    (6) 
 Для анализа прогностической точно-

сти обобщения теории критических дис-
танций использовался следующий алго-
ритм. К образцам с концентраторами на-
пряжений, не участвовавшим в определе-
нии величины критической дистанции, 
при численном расчете прикладывались 
экспериментально определенные значе-
ния силы разрушения Ff. С использовани-
ем полученного распределения полей на-
пряжений и величины ( )εnomL  , согласно 
трем методам ТКД, оценивалось эффектив-
ное напряжение σeff и сравнивалось с пре-
дельным напряжением σ0 для соответст-
вующей скорости деформирования, исходя 
из чего можно сделать вывод о возможно-
сти дальнейшей эксплуатации. Результаты 
анализа обобщены на рис. 3. Красным от-
мечены точки, соответствующие экспери-
ментальным данным, используемым для 
оценки величины критической дистанции 
(калибровочная серия экспериментов). 

Можно сделать вывод, что предложен-

ное обобщение теории критических дис-
танций позволяет прогнозировать проч-
ность образцов с концентраторами напря-
жений из металлических материалов в 
широком диапазоне скоростей нагруже-
ния с погрешностью ±20%. Обобщение 
ТКД может рассматриваться как эффек-
тивный инженерный метод оценки пре-
дельного состояния конструкций, не тре-
бующий значительных эксперименталь-
ных усилий и затрат машинного времени. 
 

Анализ влияния  
упругопластических деформаций  

на величину критической дистанции 
Основным недостатком предложенно-

го выше подхода является сравнительно 
низкая точность прогноза (±20%) и зави-
симость L от скорости деформации, что 
затрудняет анализ ее физического смысла. 
В связи с этим было предложено развитие 
методики с помощью учета упругопласти-
ческого поведения материалов. Для оцен-
ки распределения напряжений по Мизесу 
использовалась модель Джонсона-Кука, 
учитывающая величину пластической де-
формации и ее чувствительность к скоро-
сти нагружения. Для того чтобы оценить 
предельное состояние согласно обобще-
нию ТКД с учетом упругопластической 
деформации, алгоритм оценки остается 
аналогичным предыдущему случаю. 

 
Рис. 3. Точность методов ТКД при оценке прочности образцов с концентраторами 

напряжений из титанового сплава ВТ1-0 (на примере метода точки) 
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Было показано, что при корректном 
учете пластической деформации функ-
ция, описывающая зависимость критиче-
ской дистанции от скорости деформации, 
может быть заменена универсальной для 
данного материала константой (рис. 4). 
Для титанового сплава ВТ1-0 критиче-
ская дистанция L=0,24 мм. 

Проведенная согласно двум методам 
ТКД оценка эффективного напряжения 
для образцов с различными радиусами 
концентратора напряжений во всем диа-
пазоне скоростей деформации показала, 
что учет пластической деформации по-
зволяет повысить точность оценки проч-
ности образцов с концентраторами напря-
жений из титанового сплава ВТ1-0. По-
грешность оценки составляет ±10%, что 
является более высоким уровнем точно-
сти относительно использования ТКД  

на основе решения задачи в линейно-
упругой постановке. Результаты сравне-
ния σeff с σ0 представлены на рис. 5. 

С практической точки зрения важным 
моментом, касающимся учета пластиче-
ской деформации при использовании 
ТКД, являются существенные вычисли-
тельные затраты, в связи с чем данная ме-
тодика перестает быть простым инженер-
ным инструментом, поскольку значитель-
но увеличивает время и стоимость моде-
лирования реальных конструкций.  
 

Анализ взаимосвязи величины  
критической дистанции  

и фундаментальной длины  
автомодельных структур  

в ансамбле дефектов 
Учет пластической деформации, позво-

ляющий перейти от функции, описываю-
щей зависимость критической дистанции 
от скорости деформации, к универсальной 
для данного материала константе, позво-
ляет ввести гипотезу о связи критической 
дистанции и фундаментальной длины ан-
самбля дефектов. В основу описания поло-
жена статистическая модель поведения ан-
самбля мезодефектов, ранее разработан-
ная в ИМСС УрО РАН [2]. 

Уравнение для определения скорости 
структурной деформации имеет вид  

 p pσp σ ρ σ,FГ Г
p

 ∂
= − + ∂ 


  



  (7) 

Где Грσ, Гр – кинетические коэффици-
енты, F – свободная энергия системы 

 
Рис. 4. Зависимость величины критической 

дистанции от скорости деформации 

 
Рис. 5. Точность методов ТКД при оценке прочности  
образцов с концентраторами напряжений с учетом 

упругопластических свойств материала 
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«твердое тело с дефектами», p  – тензор 
плотности дефектов, σ  – тензор напряже-
ний, ρ  – плотность.  

Рассматривается простейший случай 
независимости пластических и структур-
ных деформаций.  

Чтобы получить замкнутую систему 
уравнений, необходимо определить ап-
проксимацию функции σ ρ ,

p
F∂

−
∂





опреде-

ляющей равновесную концентрацию 
дефектов. В безразмерном виде для одно-
мерного случая можно записать выражение 

( )( )
max

σ p p p p ,
p σ

sa q k∂Ψ
Ζ− = − + +∇ ∇

∂
β  (8) 

где σmax – максимальное значение компо-
ненты тензора напряжений в области кон-
центратора напряжений, β, s – степени 
полиномов, определяющие характер гене-
рации и скорость диффузии дефектов q, k, 
a – материальные константы, Z, Ψ – без-
размерные величины напряжений и сво-
бодной энергии. 

Автомодельное решение уравнения 
(7) с аппроксимацией (8) для соотноше-
ния показателей β = s+1 

( ) ( )( ) ( )
( )

1
22 1 πp , sin

2
s

c
c

s xx t q t t
s s L

−   +
= −    +   

(9) 

зависит от двух параметров самоподобия – 
времени обострения  

 ( )
( ) σ

2 1 1
2 pс

s
t

s s q
+

=
+

 (10) 

и фундаментальной длины  

 
π2 1 .c

kL s
s q

= +   (11) 

Проведено моделирование поведения 
дефектов в одномерном случае при од-
ноосном растяжении бесконечной пласти-
ны с полукруглыми выточками для модель-
ного материала. Анализ численного реше-
ния (рис. 6) позволяет сделать вывод, что 
процесс разрушения (инициирования дис-
сипативной структуры) требует одновре-
менного выполнения двух условий: напря-
жение должно превышать временное со-
противление разрушению σB в некоторой 
области в окрестности концентратора на-
пряжений, и длина этой области должна 
быть больше некоторого критического мас-
штаба lcσ ((∀x∈l: x≥ lcσ), σ(x)> σB). 

Значение lcσ было оценено численно. 
Уравнение (11) дает грубую оценку фун-
даментальной длины диссипативной 
структуры Lc для уравнения (9). Точное 
значение фундаментальной длины LTN 
для уравнения (9) было оценено путем 
экстраполяции численных результатов. 

На рис. 7 представлены зависимости 
Lc  и lcσ (линия 1), LTN и lcσ (линия 2). Точ-
ками представлены результаты для раз-
личных значений параметров s(β). Квад-
ратным маркером – численно полученное 
значение фундаментальной длины, круг-
лым – аналитическая оценка. Аналитиче-
ская оценка дает завышенное значение 
масштаба локализации. Оценка фунда-
ментальной длины по результатам чис-
ленного моделирования дает точное соот-

 
а       б 

 

Рис. 6. Линия (1) – предел прочности σВ; линия (2) – распределение напряжений;  
линия (3) – пространственное распределение дефектов для (а) ∀x∈l, x<lсσ, σ(x)>σB, (б) ∀x∈l, 

x≥lсσ, σ(x)>σB 
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ношение, соответствующее результату 
теории критических дистанций: чтобы за-
жечь диссипативную структуру внешним 
условием, не связанным с дефектностью, 
необходимо превысить предел прочности 
σB на половине фундаментальной длины 
диссипативной структуры. 

Определяющие соотношения были 
обобщены на трехмерный случай и вне-
дрены в конечно-элементный пакет 
Comsol Multiphysics. Решена задача о рас-
тяжении цилиндрического образца с 
кольцевым надрезом из титанового спла-
ва ВТ1-0. Результаты численного модели-

рования подтверждают, что кинетика по-
врежденности может быть получена, ко-
гда напряжение превышает временное со-
противление разрушению на некотором 
пространственном масштабе от вершины 
концентратора напряжений и длина этого 
масштаба должна быть больше фунда-
ментальной длины, совпадающей с поло-
виной критической дистанции. На рис. 8 
представлено распределение плотности 
дефектов при выполнении обоих условий, 
когда напряжение достигает критическо-
го значения на расстоянии lcσ система вы-
ходит из равновесного состояния. 

При невыполнении одного из условий 
будет наблюдаться стабильная ситуация с 
равновесной концентрацией дефектов в 
области выреза (рис. 9, 10). Таким обра-
зом, феноменологическое правило ТКД 
описывает необходимые условия для заро-
ждения диссипативной структуры в ан-
самбле дефектов и переход от дисперсного 
к макроскопическому разрушению. Вели-
чина критической дистанции является кон-
стантой материала и определяется закона-
ми взаимодействия и роста дефектов. 

 
Рис. 7. Отношение между Lc и lcσ (линия 1),  

LTN и lcσ (линия 2) 

 
а       б 

 

Рис.8. Значение   в области концентратора напряжений в разные моменты времени(а), 
пространственное распределение в конечный момент времени в поперечном сечении  
образца перпендикулярно направлению нагрузки для случая σ11> σB, lcσ= LTN/2 (б) 

 
а       б 

 

Рис. 9. Значение плотности дефектов Р11 в области вершины концентратора 
напряжений(а), пространственное распределение Р11 в конечный момент  

времени для случая σ11<σВ(б) 
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Анализ поверхности разрушения  

образца с концентратором напряжений 

с использованием оптического  

микроскопа 

В результате исследования поверхно-

сти разрушения деформированных образ-

цов с разными концентраторами напря-

жений с использованием оптического 

микроскопа New View 5010 обнаружено 

существование на поверхности разруше-

ния двух областей с отличным макро-

рельефом (рис. 11). 

В кольцевой области макрорельеф бо-

лее сглаженный, в то время как в цен-

тральной области рельеф сильно выра-

жен, наблюдается грубая структура с 

гребнями и макротрещинами. Характер-

ный размер переходной зоны коррелиру-

ет со значением критической дистанции. 

 

Выводы 

Предложено обобщение теории крити-

ческих дистанций, позволяющее адекват-

но оценить момент разрушения образцов и 

конструкций с концентраторами напряже-

ний в условиях широкого диапазона ско-

ростей деформации. Проанализированы 

два варианта применения теории критиче-

ских дистанций: на основе упругого и уп-

ругопластического анализа распределения 

напряжений в области концентратора на-

пряжений. Проведено моделирование ме-

ханизма формирования критической дис-

танции с помощью введения в постановку 

задачи деформирования и разрушения 

твёрдого тела структурно- чувствитель-

ных параметров, описывающих коллек-

тивные эффекты в ансамбле структурных 

дефектов материала. Предложены соотно-

шения, не требующие эмпирического вве-

дения параметров с размерностью длины 

и позволяющие моделировать процессы 

деформирования и разрушения в конст-

рукциях с концентраторами напряжений 

при квазистатических и динамических на-

грузках с учётом реальной геометрии. 

Проведена адаптация определяющих соот-

ношений для использования в стандарт-

ных конечно-элементных пакетах.  

Результаты моделирования показали, 

что критическая дистанция может рас-

сматриваться как характерный простран-

ственный размер автомодельной структу-

ры в ансамбле дефектов, развивающейся в 

 
а       б 

 

Рис. 10. Значение плотности дефектов Р11 в области вершины концентратора напряжений(а), 

пространственное распределение Р11 в конечный момент времени  

для случая σ11<σВ,lcσ<LTN / 2 (б) 

 

а       б 

 

Рис. 11. Поверхность разрушения образцов с концентраторами напряжений из титанового 

сплава ВТ1-0: а – ρ=0,1 мм, б – ρ=2мм 
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режиме с обострением. Проведены струк-
турные исследования поверхности разру-
шения металлических образцов, показано 
существование двух областей с отличным 
макрорельефом. Характерный размер пе-
реходной зоны коррелирует со значением 
критической дистанции. Полученные ре-

зультаты могут применяться в качестве 
эффективных методик оценки прочности 
конструкций как из хрупких, так и пла-
стичных материалов с различными типами 
концентраторов напряжений с возможно-
стью внедрения в различных областях 
промышленности Пермского края. 
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DEVELOPMENT OF A NUMERICAL SIMULATION TECHNIQUE  
FOR MODELING OF FAILURE OF STRUCTURES WITH STRESS  

CONCENTRATOR UNDER DYNAMIC LOADING 
 

A.Yu. Iziumova, A.A. Kostina, I.A. Panteleev, A.I. Vedernikova, A.E. Prokhorov, A.N. Vshivkov 
 

Institute of Continuous Media Mechanics UB RAS 
 

The constitutive equations taking into account non-local character of fracture near stress 
concentrators under dynamic loading have been developed. The generalization of a critical distance 
theory for dynamic loading which can be used for the fracture prediction in the wide range of strain 
rates (10-3 to 104c-1) has been suggested. The analysis of inelastic deformation near the stress 
concentrators has been carried out in order to increase the accuracy of fracture prediction. Based on 
modeling damage accumulation processes, the mechanism of formation of critical distance in the stress 
concentrators area as a result of development of dissipative structure in ensemble of defects has been 
offered. Investigation on fracture surface of metallic specimens has been carried out. It has been shown 
that there are two areas with different macrorelief; сharacteristic size of the transition zone correlates 
with the critical distance value. 
 

Keywords: fracture, fracture criterion, the evolution of defects, critical distance theory. 
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