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Методы экспоненциальных временных разностных схем дают устойчивые явные схемы для систем с быстро затухающими 

или осциллирующими модами («жестких» систем), снимая ограничение на величину шага по времени. Кроме того, использование 
этих методов позволяет радикально снижать скорость накопления погрешности при численном интегрировании консервативных 
систем. Особенно большой выигрыш в скорости счета получается для уравнений в частных производных с высоким порядком 
пространственных производных. Вместе с тем задача определения коэффициентов разностных схем этих методов становится крайне 
трудоемкой или аналитически неразрешимой при недиагональном виде принципиальной линейной части системы уравнений. 
В работе предлагается подход, при котором коэффициенты схем вычисляются путем прямого численного интегрирования некоторых 
вспомогательных задач на коротком временном интервале – одном шаге схемы. Подход является универсальным, его использование 
проиллюстрировано на четырех примерах: аналитически решаемой системе двух обыкновенных дифференциальных уравнений 
первого порядка, одномерной системе с реакцией-диффузией в нестационарных условиях, двухмерной системе с реакцией-диффузией 
при стационарных и нестационарных условиях, одномерном уравнении Кана–Хилларда с постоянными коэффициентами. 
Использование метода экспоненциальных разностей по времени типа Рунге–Кутты второго порядка дает выигрыш скорости счета 
для уравнения диффузионного типа при оптимизации программы. Без оптимизации выигрыш растет на порядок 
по пространственному шагу с каждым новым порядком старшей пространственной производной и появляется, начиная с третьего 
порядка пространственной производной. Использование метода делает возможными исследования аналога локализации Андерсона 
в двух- и трехмерных активных средах, а также позволяет получить приемлемую производительность при прямом численном 
моделировании задач динамики плотности распределения активных броуновских частиц общего вида. 

Ключевые слова: методы экспоненциальных временных разностных схем, методы Кокса–Мэттьюса, жесткие системы, 
недиагональные уравнения 
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Exponential time differencing methods provide instability-free explicit schemes for systems with fast decaying or oscillating modes (stiff 

systems), without limitation on the time step size. Moreover, with these methods, one can drastically diminish the error accumulation rate 
for numerical simulation of conservative systems. The methods yield an especially large performance gain for PDEs with high order of spatial 
derivatives. Simultaneously, the problem of analytical calculation of coefficients of exponential time differencing schemes becomes laborious 
or unsolvable in the case of a nondiagonal form of the principal linear part of equations. We introduce an approach, where the scheme 
coefficients are obtained from the direct numerical integration of certain auxiliary problems over a short time interval – one scheme step size. 
The approach is universal and its implementation is illustrated with four examples: analytically solvable system of two first-order ODEs, 
one-dimensional reaction-diffusion system under time-dependent conditions, two-dimensional reaction-diffusion system under 
time-independent and time-dependent conditions, and one-dimensional Cahn–Hilliard equation with constant coefficients. The employment 
of an exponential time differencing method of the two-step Runge–Kutta type yields a simulation performance gain for the diffusion-type 
equation, with program optimization made. Without program optimization, the performance gain increases by one order with respect 
to the spatial step size for each order of the highest spatial derivative, and appears starting from the third order of the derivative. With the tested 
method, one can extend the study of an analogue of the Anderson localization to two- and three-dimensional active media and achieve 
an acceptable performance for the direct numerical simulations of dynamics of the probability density function for active Brownian particles. 
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1. Введение 
 

Обширный класс задач механики сплошных сред и статистической физики характеризуется наличием 
быстро затухающих или осциллирующих мод [1–27]. Системы с такими модами принято называть 
«жесткими». С точки зрения физики такие моды, особенно затухающие, зачастую малозначительны 
и слабо влияют на динамику системы. Однако наличие таких мод может приводить к численной 
неустойчивости схем с конечным шагом по времени. В качестве простого примера можно упомянуть 
коротковолновую неустойчивость явной разностной схемы для уравнения теплопроводности [28]. 

Проблема возникновения численной неустойчивости может быть решена либо выбором достаточно 
малого шага по времени для явных схем, либо использованием устойчивых неявных схем. Первый вариант 
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в ряде задач требует чрезвычайной малости шага по времени, а второй — нуждается в индивидуальной 
математической подготовке для нетипичных уравнений, может быть проблематичным для двух- 
и трехмерных задач и не всегда возможен при случайной пространственной неоднородности параметров. 
Для численного интегрирования жестких систем были предложены методы экспоненциальных временных 
разностных (ЭВР) схем Кокса–Мэттьюса [29–31]. Эти методы, будучи явными, устойчивы при любой 
величине шага по времени. 

Методы экспоненциальных временных разностных схем хорошо зарекомендовали себя в ряде задач, 
численный счет в которых иными методами требовал нереалистичного объема вычислительных ресурсов [7, 8] 
или не позволял поддерживать точность, необходимую для физической достоверности результатов [24]. Вместе 
с тем определение коэффициентов ЭВР схем требует вычисления нелинейных функций (например, экспоненты) 
от операторов, описывающих линейную часть системы уравнений динамики. В следующем разделе пример ЭВР 
метода и этот вопрос разбираются подробно. Здесь же предварительно отметим, что проблема является 
тривиальной в случае диагонального вида линейных уравнений. В различных работах для достижения 
диагонального вида используются спектральные методы [7, 8], либо надлежащий выбор переменных [24]. Однако 
приведение к диагональному виду проблематично для систем со случайной неоднородностью параметров [20–23], 
при применении кумулянтного подхода [26, 27, 32, 33] к задачам адиабатического исключения быстрой 
переменной для обычных и активных броуновских частиц [34–37] и в некоторых иных ситуациях. 

Задача аналитического вычисления нелинейных функций от недиагонального линейного оператора 
может быть чрезвычайно трудоемкой, плохо определенной [29] или неразрешимой. В настоящей работе 
предлагается численное нахождение всех коэффициентов ЭВР схем путем численного интегрирования 
вспомогательных задач на одном шаге ЭВР схемы по времени. Поскольку интегрирование 
вспомогательных задач осуществляется только один раз — на подготовительном этапе работы 
программы — и на очень коротком интервале времени, для этого можно использовать простейшие явные 
разностные схемы с очень малым шагом по времени. 

В настоящей работе описывается этот подход в случае типичной ЭВР схемы типа Рунге–Кутты второго 
порядка точности и тестируется его использование на четырех примерах. Рассматриваются: система 
с двумя степенями свободы, где точность метода может быть проверена сопоставлением с аналитическим 
решением; одномерная система с реакцией-диффузией при нестационарных условиях; двухмерная система 
с реакцией-диффузией при стационарных и нестационарных условиях; одномерное уравнение Кана–
Хилларда с постоянными коэффициентами. 

 
2. Метод экспоненциальных временных разностных схем 

 
Рассмотрим динамическую систему, описываемую уравнениями вида 

 
 ( , )t= ⋅ +u L u f u , (1) 
 
где ( )tu  — N -компонентный вектор, L  — матрица размерности N N× , ( , )tf u  — нелинейная часть 
уравнений. Причем ( , )tf u  может зависеть от времени и, более того, иметь линейную часть. В этом 
смысле разделение линейной части уравнений между ⋅L u  и ( , )tf u  не определено однозначно 
и осуществляется так, чтобы все потенциальные источники численных неустойчивостей были собраны 
в слагаемом ⋅L u  с постоянными коэффициентами. Слагаемое ⋅L u  можно назвать «принципиальной» 
линейной частью уравнений. 

Для численного интегрирования уравнений типа (1) могут быть использованы методы 
экспоненциальных временных разностных схем типа Рунге–Кутты [29]. Будем рассматривать следующий 
двухшаговый метод: 
 
 1( ) ( ) ( ( ), )t h t t t+ = ⋅ + ⋅b Q u M f u , (2) 

 1 2
( ( ), ) ( ( ), )( ) ( ) ( ( ), ) t h t h t tt h t t t

h
+ + −

+ = ⋅ + ⋅ + ⋅
f b f uu Q u M f u M . (3) 

 
Здесь: h  — шаг по времени; ( )t h+b  — предварительная грубая оценка решения на новом шаге 
по времени, используемая для разностного вычисления полной производной от ( ( ), )t tf u , а второе 
уравнение дает ( )t h+u  с точностью 3h ; exp( )h≡Q L , 1

1 [exp( ) ]h−≡ ⋅ −M L L I  и 2
2 [exp( ) ]h h−≡ ⋅ − −M L L I L  

— матрицы, где экспонента от матрицы A  стандартно определяется рядом: 
 

 1 1 1exp( ) ...
2 3! 4!

= + + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ +A I A A A A A A A A A A  
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( I  — единичная матрица). Важной особенностью методов ЭВР является то, что они строят точное 
решение для линейной части уравнений ( ⋅Q u ), а приближения вводятся только для вычисления вкладов, 
связанных с ( , )tf u . В частности, выражение (2) дает точное решение при ( , ) constt =f u , а выражение (3) — 
при линейной зависимости ( , )tf u  от времени. Погрешность схемы (2), (3) на одном шаге по времени равна 

3 2 2(d d ) /12h t− f  [29]. 
Преимуществом ЭВР методов является то, что, будучи явными, они полностью свободны от численных 

неустойчивостей разностных схем при конечном шаге по времени. Для ряда задач, где традиционные 
явные разностные схемы требуют очень маленького шага по времени, а реализация неявных схем 
чрезвычайно трудоемка или проблематична, методы ЭВР предоставляют возможность осуществлять счет 
с высокой точностью при приемлемой величине шага по времени. Например, в [1–6, 20–23] 
для тривиальной явной разностной схемы необходим шаг по времени 4( ) / 8h z< ∆ , что уже при шаге 
по координате 0,01z∆ =  оказывается чрезвычайно малой величиной. В ряде задач механики сплошных 
сред [7, 8] итоговые уравнения содержат шестую производную по пространственным координатам, 
и для устойчивости тривиальных явных схем требуется еще меньший шаг по времени 6( )h z∆ . 

Однако при недиагональном виде матрицы L  аналитическое вычисление матриц Q , 1M  и 2M  может 
быть чрезвычайно трудоемким или невозможным. Более того, для случаев, когда матрица L  имеет 
нулевые собственные значения, требуется корректировка определений матриц 1M  и 2M  [29]. Следует 
иметь в виду, что расходимость обратной матрицы 1−L , связанная с нулевыми собственными значениями 
матрицы L , не означает расходимости 1M  и 2M , поскольку 
 

 [ ]1 1 1 1 1 1exp( ) ... ...
2 3! 2 3!

h− −  − = + ⋅ + ⋅ ⋅ + = + + ⋅ + 
 

L L Ι L L L L L L L I L L L , 

 
и именно последний ряд является определением 1M , а матрица 1−L  вводится лишь для краткости 
формульного определения. Для 2Μ  ситуация аналогична. Для матрицы L  произвольного вида может 
быть более целесообразным численное нахождение матриц Q , 1M  и 2M  на подготовительном этапе 
счета. Вопрос практического применения такого подхода прорабатывается в настоящей статье. 
 
2.1. Вычисление матриц Q , 1M  и 2M  
 

Рассмотрим вспомогательную задачу для нахождения матрицы Q . Матрица Q  определяет эволюцию 
решений в следующей задаче Коши: 
 
 0 0( ) , ,t = = ⋅u u u L u  (4) 
 
что соответствует задаче (1) при 0=f . 

В силу линейности задачи (4) зависимость ее решения от начальных условий линейна, и именно она 
определяется матрицей Q : 
 
 0 0( ) ( )t h t+ = ⋅u Q u . 
 
Задавая начальные условия 0( )tu  определенным образом и проводя численный счет задачи (4), можно 
сконструировать матрицу Q : 
– при T

0( ) (1,0,...,0)t =u   
 

 

( )
( )

( )

( )
( )

( )

1 0 1 011 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 22 0 2 0

1 2 1 20 0

... ... 1

... ... 0
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... ... 0

N N

N N
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u t h u tQ Q Q Q Q Q
Q Q Q Q Q Qu t h u t

Q Q Q Q Q Qu t h u t

 +       
       +       = ⋅ = ⋅       
          +       

11
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1

...

N

Q
Q

Q

 
 
  =  
     

; 

 
– при T

0( ) (0,1,...,0)t =u  
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( )
( )

( )

1 0 12

222 0

20
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u t h Q
Qu t h

Qu t h

 +   
   +   =   
     +   
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Аналогичным образом могут быть найдены все прочие столбцы матрицы Q . 

Приведенное выше определение удобно для алгоритмизации процедуры численного нахождения Q , 
а ее математическое определение может быть сформулировано следующим образом: 
 
 ( ) ( )( )0 0| , 0ij i k kjQ u t h u t t= + = δ =f , (5) 
 
где kjδ  — символ Кронекера. 

Рассмотрим вспомогательную задачу для нахождения матрицы 1M . Решение задачи Коши 
 

 ( )0const t= =a f ,       ( )0 0t =u ,       = ⋅ +u L u a  (6) 
 
задается матрицей 1M : 
 

 ( )0t h+ = ⋅1u M a . 
 
Меняя значения вектора a , как и при нахождении Q , можно найти все столбцы матрицы 1M :  
– при T(1,0,...,0)=a  
 

 

( )
( )

( )

( )
( )

( )

11 0 11

12 0 21

0 1 1

... ...

N N

Mu t h
Mu t h

u t h M

  + 
  

+    =   
  

   +   

, 

 
и так далее. 

Соответствующее математическое определение матрицы 1M  принимает вид: 
 
 ( ) ( ) ( )( )1 0 0| 0,i k kjijM u t h t f t= + = = δu . (7) 

 
Рассмотрим вспомогательную задачу для нахождения матрицы 2M . Решение задачи Коши 

 
 const=g ,       ( )0 0t =u ,       ( )0t t= ⋅ + −u L u g  (8) 
 
задается матрицей 2M : 
 
 ( )0t h+ = ⋅2u M g . 
 
Меняя значения вектора g , находим все столбцы матрицы 2M :  
– при T(1,0,...,0)=g  
 

 

( )
( )

( )

( )
( )

( )

21 0 11

22 0 21

0 2 1

... ...

N N

Mu t h
Mu t h

u t h M

  + 
  

+    =   
  

   +   

, 

 
и так далее. 

Соответствующее математическое определение матрицы 2M  принимает вид: 
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 ( ) ( ) ( ) ( )( )2 0 0 0| 0,i k kjijM u t h t f t t t= + = = − δu . (9) 
 
Для нахождения матриц необходимо численно интегрировать вспомогательные задачи (4), (6), (8) 

по времени от 0t =  до h , что может быть осуществлено с помощью явных схем с малым шагом по времени. 
 
3. Тестовые примеры 
 
3.1. Аналитически решаемая система обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка 
 

Рассмотрим уравнение 
 
 cosx x t= − + ε ω , (10) 
 
которое можно представить следующим образом: 
 

 
,

cos ,
x y
y x t
=

 = − + ε ω





 

 
что соответствует виду (1) с векторами T( ) ( , )t x y=u , T( ) (0, cos )t t= ε ωf  и матрицей 
 

 
0 1
1 0

 
=  − 

L . 

 
Уравнение (10) разрешимо аналитически, и это может быть использовано для проверки точности 
численного метода: 
 

 
( )

( )

1 2 2

1 2 2

cos sin cos ,
2 1

sin cos sin ,
2 1

x t p t p t t

y t p t p t t

ε ε = + + + ω  −ω 
ε εω = − + + − ω  −ω 

  

 
где 1p  и 2p  — константы интегрирования. 

Результаты решений следующие: аналитического (при 1 2 0p p= = , 1ε = , 3ω = ) — 

( )5 0,502687081062783,x t = =  ( )5 1,078919280967882y t = = ; численного с шагом интегрирования 

вспомогательных задач (4)–(8) 6
1 10h −=  и шагом ЭВР схемы (2), (3) 310h −=  — 

( )5 0,502685397135680,x t = =  ( )5 1,078920016879909.y t = =  Сопоставив их, можно определить 

погрешность численного решения: 62 10dx −≈ × , 610dy −≈ . 
 
3.2. Одномерная система с реакцией-диффузией при периодической модуляции условий 
 

Рассмотрим динамику следующей одномерной системы: 
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
2

2

,
, , ,

C z t
C z t t C z t C z t D

t z
∂∂

= λ −α +
∂ ∂

. (11) 

 
Уравнение (11) является моделью Колмогорова–Петровского–Пискунова–Фишера для активной среды 
с диффузией [38]. Такого типа уравнения описывают, например, динамику автокаталитических реакций 
со скоростью экспоненциального роста λ  при насыщении satC = λ α  [11]. В слагаемом 2C−α , 
ответственном за насыщение, степень равна 2 для химических реакций, однако может отличаться 
для биологических систем: популяций млекопитающих, птиц, рыб и насекомых [39, 40]. В (11) D  — 
коэффициент диффузии. При обезразмеривании надлежащий выбор единиц измерения концентрации 
позволяет обратить коэффициент α  в 1. В настоящем разделе рассматривается пример периодической 
модуляции параметра  λ  следующего вида: ( ) ( )1 sint tλ = + Λ . 



408 Вычислительная механика сплошных сред. – 2019. – Т. 12, № 4. – С. 403-414  

Для системы полагаются тривиальные граничные условия, а длина области выбирается единицей 
измерения пространственной координаты: 
 
 ( ) ( )0, 1, 0C t C t= = . (12) 
 
В случае химических реакций граничные условия вида (12) соответствуют адсорбции вещества или 
нейтрализации ионов на стенках химического реактора. 

Проводя дискретизацию по пространственной координате z , ( )1iz i z i N= ∆ = + , перейдем 

к уравнению для вектора ( )tu : ( ) ( ),i iu t C z t= . Уравнение (11) дает 
 

 ( )
( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2
1 12 2i i i i i i

Du t u t u t u t t u t u t
z

+ −= − + + λ −
∆

  (13) 

 
с граничными условиями (12) в виде 0 1 0Nu u += = . Система уравнений (13) имеет форму (1) 

для нетривиальных переменных 1u , 2u , …, Nu  с нелинейной функцией ( ) ( ) ( )2,i i if t t u u= λ −u  

и «проблемной» линейной частью ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2
1 12i i ii D z u t u t u t+ −

 ⋅ = ∆ − + L u  — соответствующая 

матрица 
 

 
( )2

2 1 0 0 ...
1 2 1 0 ...
0 1 2 1 ...
0 0 1 2 ...
... ... ... ... ...

D
z

− 
 − 
 = −
 ∆ − 
 
 

L  

 
является трехдиагональной. Простейшим с точки зрения подготовки и программирования вариантом 
работы с системой уравнений (13) является счет с помощью явной разностной схемы по времени 
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2
1 1 1 12 2

( )i i i i i i i
Du t h u t h u t u t u t t u t u t
z + −

 
+ = + − + + λ − ∆ 

. (14) 

 

Однако эта схема устойчива лишь при достаточно малом шаге по времени ( ) 2 1
1 0, 25h z D−< ∆  [28]. 

Использование метода экспоненциальных разностей, устойчивого при любой величине шага по времени, 
позволяет существенно ускорить численный счет. Схема (14) при этом может быть использована для 

численного интегрирования 
задач (4), (6), (8), дающих 
матрицы ( )hQ , ( )1 hM  и 

( )2 hM , с малым шагом 

1h h , достаточным для ее 
устойчивости. Аналитическое 
вычисление матриц ( )hQ , 

( )1 hM  и ( )2 hM  для матрицы 
L  в данном случае 
проблематично. 

Для иллюстрации 
на   рисунке  1 представлены 
результаты расчета с 
помощью ЭВР метода (2), (3) 
с шагом 310h −= ; для 
численного решения 
вспомогательных задач 
использовалась разностная 
схема (14) с 5

1 10h −= ; 199N =  
и  0,005z∆ = . Точность ЭВР 

0 1z
0

5

10

15

20

t

0

1

0 1z
0

5

10

15

20

t

0

1·10–5

2·10–5

 
Рис. 1. Эволюция поля концентрации ( , )C z t  (а); разность между численным 
решением с помощью экспоненциальной разностной схемы второго порядка (2), 
(3) и решением с помощью традиционного метода Эйлера (б); параметры: 

( ) 1 0,5sin( )t tλ = + , 1α = , 0,01D =  

б а 
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метода может быть оценена по рисунку 1б, где представлено отклонение ЭВР решения от решения, 
полученного с применением традиционного метода Эйлера (14) с шагом по времени 5

1 10h −=  на всем 
временном интервале. 

 
3.3 Случай двух пространственных координат: система с реакцией-диффузией 

 
Рассмотрим динамику системы с реакцией-диффузией типа (11) на плоскости ( ),x z : 

 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2
2 2, , , , , , , ,C x z t C x z t C x z t D C x z t

t x z
 ∂ ∂ ∂

= λ − + + ∂ ∂ ∂ 
 (15) 

 
при стационарных условиях, ( ) consttλ = . На границах прямоугольной области x yL L×  полагаем 

тривиальные условия: ( ) ( ) ( ) ( )0, , , , ,0, , , 0x zC z t C L z t C x t C x L t= = = = . 
 

 
Рис. 2. Пример структуры матриц Q , 1M  и 2M  для задачи (15) с двухмерной геометрией: на графиках представлены  

10log n mQ , ( )10 1log
n m

M  и ( )1
10 2  

log
n m

h− M   как функции индексов; параметры 1x zL L= = , 9x zN N= = , 0,01D = , 0,004h =  

 
Если провести дискретизацию по пространственным координатам, ( )1j x xx j x jL N= ∆ = +  

и ( )1k z zz k z kL N= ∆ = + , можно перейти от уравнения 

(15) к уравнению типа (1) для вектора ( )tu : 

( ) ( ), ,
xj N k j ku t C x z t+ = . Для нетривиальных компонент 

( )
xj N ku t+  индексы пробегают значения 1, 2,..., xj N=  

и 1, 2,..., zk N= . Нелинейная часть уравнения ( ), tf u  будет 
иметь тот же вид, что и в предыдущем примере, 
но  матрица L  перестанет быть трехдиагональной. 
На рисунке  2 представлен пример структуры матиц Q , 

1M  и 2M , вычисленных для небольшого числа узлов. 
На рисунке 3 приведены результаты счета двухмерной 

задачи (15) с помощью ЭВР схемы (2), (3) с шагом 
310h −= ; интегрирование вспомогательных задач 

осуществлялось с шагом 4
1 10h −= ; 19xN =  ( 0,05x∆ = ), 

24zN =  ( 0,04z∆ = ). 
 

3.4 Уравнения Кана–Хилларда 
 
Спинодальный  распад  в двухкомпонентных  смесях  [42] и образование структур в активных средах 

[1–6] описываются уравнениями, содержащими пространственную производную четвертого порядка. 
При  одномерной  постановке  задачи  во  всех  этих случаях уравнения динамики сводятся к уравнению 
Кана–Хилларда (Cahn–Hilliard): 
 

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1x
0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

y

0,0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9
1,0

 

Рис. 3. Установившееся поле концентрации 
( , )C x z  в задаче (15), вычисленное с помощью 

метода ЭВР при 1λ = , 0,01D =  
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

3
2 2, , , , .C z t q z C z t C z t C z t

t z z
 ∂ ∂ ∂

= − + − ∂ ∂ ∂ 
 (16) 

 
Формирование пространственно неоднородных структур в данной системе требует ( ) 0q z > . 

В Таблице приведены данные относительно скорости численного моделирования уравнения (16) 
при постоянных однородных параметрах и граничных условиях ( ) ( )0 0

0
z L z z Lz

C C z CC z
= = = =
= = ∂ ∂ = ∂ ∂ =   

с использованием для решения вспомогательных задач следующей разностной схемы: 
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 1 2 1 1 2
1 1 2 4

2 4 6 4i i i i i i i i
i i

F t F t F t u t u t u t u t u t
u t h u t h

z z
+ − + + − −

 − + − + − +
+ = + − 

∆ ∆  
, (17) 

 ( ) ( ) ( ) ( )3, ,i i i iF t q z C z t C z t= − + . 
 

В данном случае использование ЭВР схемы дает существенный выигрыш в производительности 
вычислений не только для задач моделирования нестационарной динамики, когда затраты времени 
на проведение подготовительных расчетов не так существенны, но и для задач нахождения стационарных 
решений. Для длительного счета нестационарных процессов предпочтителен выбор h z= ∆ , 
обеспечивающий ту же точность численного интегрирования по времени, что и разностная аппроксимация 
пространственных производных (17). В этом случае максимальный выигрыш в производительности ЭВР 
схемы по сравнению с явной схемой (17) оказывается ( )2~ 1 .z∆  На практике для больших сеток выигрыш 
несколько снижается из-за того, что ЭВР схемы требуют больших объемов оперативной памяти; в примере 
из Таблицы производительность увеличивается в 500 и 1000 раз при 199 и 299 узлах сетки соответственно. 
Для нахождения стационарных решений максимальная производительность метода ЭВР достигается 
при равных затратах времени на подготовительные вычисления и последующий счет задачи 
до установления. В рассматриваемом примере это достигается при ( )2

 2h z≈ ∆ , а выигрыш 
в производительности в идеале ~ 1 z∆ ; на практике время вычислений сокращается в 26 и 34 раза 
при 199 и 299 узлах сетки соответственно. 

Таблица. К сравнению скорости численного счета методом Эйлера и методом экспоненциальных временных разностных схем  
второго порядка (2), (3) с учетом времени решения вспомогательных задач (процессор: Intel(R) Core(TM) i7-4790K CPU 4,00 ГГц,  

Hypertrading–disabled; оперативная память: DDR3 16 ГБ; программа на языке FORTRAN) 

Задача Параметры  
разностных схем 

Среднее по 100 испытаниям время работы ядра процессора 
в секундах 

Метод 
Эйлера 

Метод 
ЭВР 

ЭВР 
с оптимизацией 

Вспомогательные 
задачи для ЭВР 

1D система (11) 
при параметрах, как 
на рисунке 1; моделируется 

0t = ÷ 20  

310h −= , 5
1 10h −= , 

199 ( 0,005)N z= ∆ =  
0,450 1,019 0,118 0,010 

2D система (15) с ( )tλ  
и прочими параметрами, 
как на рисунке 1; [ ]0,1x∈ , 

[ ]0,1z∈ , 0 20t = ÷  

34 10h −= × , 5
1 10h −= , 

24 24 ( 0,04)N x z= × ∆ = ∆ =  
1,68 --- 0,181 0,43 

34 10h −= × , 5
1 10h −= , 

49 49 ( 0,02)N x z= × ∆ = ∆ =  
6,87 --- 2,79 7,55 

1D уравнение Кана–
Хилларда (16) при 1q = , 

[ ]0,10z∈ , 0 100t = ÷  

h z= ∆ , 4
1 0,1( )h z= ∆ , 

199 ( 0,05)N z= ∆ =  
59,8 

0,111 --- 12,2 

22( )h z= ∆ , 4
1 0,1( )h z= ∆ , 

199 ( 0,05)N z= ∆ =  
1,07 --- 1,23 

h z= ∆ , 4
1 0,1( )h z= ∆ , 

299 ( 0,0333...)N z= ∆ =  
456 

0,488 --- 91,1 

22( )h z= ∆ , 4
1 0,1( )h z= ∆ , 

299 ( 0,0333...)N z= ∆ =  
7,27 --- 6,10 
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4. Заключение 
 

В работе продемонстрировано использование метода экспоненциальных временных разностных (ЭВР) 
схем для жестких систем с существенно недиагональной линейной частью уравнений. Для таких систем 
аналитическое вычисление коэффициентов разностной схемы может быть проблематичным 
или невозможным. В рамках подхода предлагается их численное нахождение на подготовительном этапе 
работы программы путем прямого численного интегрирования вспомогательных задач на очень коротком 
интервале времени — шаге ЭВР схемы. Подход применим для задач любой пространственной 
размерности. 

Применение методов ЭВР актуально для численного моделирования как транспортных процессов 
в сплошных средах при высоком порядке пространственных производных в уравнениях [1–10, 14–23], так 
и динамики многих статфизических систем [20–27]. В случае одномерного уравнения диффузии со второй 
пространственной производной для устойчивости обычной явной разностной схемы требуется шаг 
по времени ( )2

1 0, 25h z< ∆ , что дает на единичном интервале времени ( ) ( ) ( )3
 11 ~ 123M hz z×∆ ∆  

операций и погрешность ( )2~ z∆ . Метод ЭВР типа Рунге–Кутты второго порядка (2), (3) с h z= ∆  

без оптимизации дает тот же порядок точности при ( ) ( ) ( ) ( )3~ 1 1 1 ~ 1M z z h z∆ × ∆ × ∆  операциях 

и с оптимизацией — при ( ) ( ) ( )2~ 7 1 1 ~ 7M z h z× ∆ × ∆ . То есть, в идеале, вычислительная трудоемкость 
задачи понижается на один порядок по величине 1 z∆ . Данный пример является иллюстративным: как 
можно видеть в Таблице, итоговый выигрыш производительности для него не всегда существенен. 
В общем случае, без оптимизации, для уравнений типа 
 

 ( )
2

1
21 ...
n

n
n

u u
t z

−∂ ∂
= − +

∂ ∂
, 

 
где многоточие означает слагаемые с младшими производными по пространственной координате, метод 
ЭВР (2), (3) дает выигрыш производительности в ( )2 -2~ 1 nz∆  раз по сравнению с обычным явным методом 
конечных разностей. Это согласуется с приведенными в Таблице данными для одномерного уравнения 
Кана–Хилларда (16). 

Представленный подход делает возможным изучение аналога явления локализации Андерсона [41, 42] 
в активных средах [20–23] в двухмерном случае, где следует ожидать новые топологические эффекты. 
Без использования этого метода численный счет, достаточный для физически достоверных выводов, был 
чрезвычайно трудоемок даже в одномерном случае. Кроме того, версия метода ЭВР для двухмерных 
систем позволит использовать кумулянтные [26, 27, 32, 33] или моментные разложения для эффективного 
численного моделирования динамики активных броуновских частиц [34–37]. 

Рассматривая вопрос широкого применения методов экспоненциальных временных разностных схем, 
следует иметь в виду, что такие методы в конкретных задачах могут «страдать» от снижения порядка 
сходимости [30]. Предметом настоящей работы является анализ концептуальной возможности 
и целесообразности представленного подхода к численному моделированию задач с существенно 
недиагональной линейной частью. Внимание к вопросам точности ограничивалось контролем того, чтобы 
погрешность временных разностных схем не превышала погрешность, вносимую дискретизацией 
пространственных координат. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (грант № 19-42-04120). 
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